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Aus der Vorrede zur erften Auflage. 


Bei den Vorträgen über Mechanik an der hiefigen Provinzial Gerverbe- 
ſchule ift mir der Mangel eines geeigneten Lehrbuches, das von ben 
Schülern zur Repetition fowie zum weiteren Studium benugt werden 
fönnte, von Jahr zu Jahr fühlbarer geworden. Das Nachichreiben des 
Vortrages von Seitender Schüler ſowie das Dictiren der nothivendigen 
Uebungs- Aufgaben nimmt fo viel Zeit in Anſpruch, daß ich in jedem 
Jahre ein oder das andere wichtige Capitel aus der Mechanit und 
Maſchinenlehre weglaſſen mußte, um den Gurjus im Allgemeinen zu 
beendigen. Ein Lehrbuch, welches die Gejehe der Mechanik in gedrängter 
Kürze und deren Antendung auf die Berechnung der hauptfächlichften 
Mafchinentheile enthält, ift mir nicht bekannt, weshalb ich einem allge 
meinen Bebürfnifje zu genügen glaube, wenn ich das feit längerer Zeit 
gefammelte Material hiermit in Form eines Lehrbuches der Deffentlichteit 
übergebe. 

Bei Abfafjung des vorliegenden Lehrbuches lag es in meinem Plane, 
die Grenzen im Allgemeinen innezuhalten, die durch das Minifterial- 
Reſcript vom 15. Juni 1850 für den Unterricht an den preußifchen Ge- 
merbefchulen beftimmt find, und die, meiner Anſicht nah, aud an aufer- 
preußiſchen Gewerbeſchulen erreicht werden müſſen, wenn die Schüler zur 
gewerblichen Laufbahn oder zum Beſuche einer höheren polytechniſchen An- 
ftalt gehörig vorbereitet werben follen. 

Die Durchführung des Buches ift eine mathematiſche, und es ift 
dabei die Kenntniß der ebenen Geometrie und Trigonomettie, der Stereo- 
metrie, der allgemeinen Zahlenlehre, der Gleichungen bis zum zweiten 
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Grade mit mehreren Unbelannten einſchließlich, der arithmetiſchen Reihen, 
der geometrischen Reihe und der Elemente der Coordinaten- Geometrie 
vorausgeſetzt. Die Behandlung des Stoffes in dem vorliegenden Lehr- 
buche ift hiernac) eine elementare, wenn aud die Benugung eines 
Coordinatenſyſtems ſtreng genommen nicht mehr in die elementare Ma— 
thematif gehört. Ich Habe jedoch feinen Augenblid Bedenken getragen, 
von dieſem wichtigen Hülfsmittel Gebrauch zu machen, da fich dafjelbe 
bereit3 bei der Inhaltsbeftimmung in der ebenen Geometrie und bei_ der 
Lehre von den trigonometriſchen Yunctionen mit Nugen in Anmendung 
bringen läßt. 

Das Lehrbuch foll aus zwei Abteilungen beftehen, von denen die 
vorliegende erfte die Mechanik der feften Körper enthält; die bereits in 
Angriff genommene zweite Abtheilung wird in ähnlicher Weife die Me— 
chanik der flüffigen Körper behandeln. 

Um das Buch für den Schulgebraud) geeignet zu machen, habe 
ich das, was ſich für den Vortrag in der Claſſe eignet, und das, mas 
zu häuslichen Arbeiten für die Schüler benußt werden Tann, von einander 
getrennt, fo daß hiernach jede Abtheilung in einen theoretifchen und prat- 
tiſchen Theil zerfällt. Der ſheoretiſche Theil der vorliegenden erſten Ab—⸗ 
theilung enthält in neun Gapiteln die Statif und Dynamik der feiten 
Körper. Der praktifche Theil befteht aus den jedem Gapitel folgenden 
Uebungen und dem Anhange. 

Bei Abfafjung des theoretijchen Theils Habe ih mich an die Be— 
handlungsweiſe, wie fie in den Lehrbüchern über analytiſche Mechanik 
gebräuchlich ift, angeſchloſſen. Kräfte und Sräftepaare dienen als Hülfs- 
mittel für die verfchiedenartigen Unterſuchungen, indem die erfteren bei 
beabſichtigter oder wirklich erfolgter geradliniger Bewegung, die letzteren 
bei drehender Bewegung Herangezogen werben. Diejenigen Refultate, 
welche ſich nur mit Hülfe höherer Mathematif herleiten laſſen, habe ich 
ohne Entwidelung Hingeftellt, wie ſich dies z. B. ‚bei den Trägheits- 
momenten findet, und nur in einigen Fällen ift eine auszuführende Inte- 
gration durch eine elementare Summation erfeßt worden. 

Der befolgte Gang gewährt auf eine einfache Weiſe eine richtige 
Einfiht in die mechaniſchen Gefege, und ift beſonders für diejenigen 
Schüler, melde ihre Studien auf einer höheren polytechnifchen Schule 
fortfegen, von großem Nußen, indem ber fpätere Vortrag über analytiſche 
Mechanik zu einer Repetition und Ergänzung des Früheren wird, 
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Die mit Nummern verjehenen Formeln fommen bei den Rechnungen 
häufig zur Anwendung und find deshalb bejonder3 zu beachten. 

Der praltifhe Theil des Buches befteht, wie ſchon angegeben, aus 
den jedem Capitel folgenden Uebungen. Die Aufgaben hierzu find viel- 
fah aus der Mafchinen- und Bauconftructionslehre entlehnt, und werden 
entweber zur Befeftigung der vorgetragenen Lehren ober zur zwedmäßigen 
Erweiterung berjelben benutzt. Die Reihenfolge der Aufgaben ift durch 
das in dem zugehörigen Gapitel Vorgetragene bedingt. Bei vielen Auf- 
gaben habe id} die vollftändige Auflöfung, bei einigen mehrere Auflöfungen 
gegeben, um den Schülern die verſchiedenartigen Hülfsmittel in ver— 
gleichender Weife zu zeigen, fo daß fi) das vorliegende Buch aud für 
den Selbftunterricht eignet, und befonder3 von den Studirenden an höhe- 
ten polytechniſchen Lehranftelten mit Erfolg benugt werden kann. 

Der Anhang Handelt von den Maſchinen im Allgemeinen und fann 
als eine Einleitung in die Mafchinenlehre angefehen werden. Hierdurch 
ift zugleich die Aufnahme der Arbeitgrößen für Wafler, Luft und Dampf, 
fowie die Angabe der Nußeffecte bei Waſſerrädern und Dampfmafchinen 
gerechtfertigt. 

Während der Bearbeitung des Lehrbuches ftanden mir folgende 
Werke zu Gebote, aus denen ih das benußt habe, mas mir für meine 
Zwede brauchbar ſchien: 

Brix, Elementar-Lehrbuch der vynamiſchen Wiſſenſchaften; Duha⸗ 
mel, Lehrbuch der analytiſchen Mechanik; Navier, Resums des legons 
de mecanique; Navier, Resum& des legons sur l’application de 
möcanique; Boncelet, Trait6 de möcanique, appliqu6e aux ma- 
chines; Salzenberg, Vorträge über Maſchinenbau; Unger, Uebungen 
aus der angervandten Mathematit; Weisbach, Lehrbud der Ingenieur 
und Majdinen-Medanit; Wiebe, Die Lehre von den einfachen Ma— 
ſchinentheilen. 

Die Verlagshandlung iſt meinen Beſtrebungen durch die Art der 
Ausſtattung des Werkes weſentlich nützlich geweſen. 

Schließlich erſuche ich alle Sachverſtandigen, beſonders aber meine 
Herren Collegen, das Buch in ihrem Kreiſe zur Benutzung zu empfehlen 
und mich auf etwa vorkommende Mängel gefälligſt aufmerkſam zu 
machen, indem ich die Verſicherung gebe, derartige Bemerkungen jederzeit 
mit vielem Danke aufnehmen zu wollen. 
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Das hiermit im verbefjerter Auflage erjeheinende Lehrbuch der Elementar- 
Mechanit ftimmt in der Behandlung des Gegenftandes mit der in ber 
erften Auflage überein, dagegen bin ich durch den Tangjährigen Gebrauch 
veranlaßt worden, in der Anordnung des Stoffes Aenderungen vorzunch- 
men. Es empfiehlt fi beim Unterrichte an unferen techniſchen Schulen, 
to, dor Behandlung der Mechanik, in der Phyſik bereits mechaniſche Pro- 
bleme vorgeführt werden, mit der Bewegungslehte zu beginnen, und nad) 
dem diefelbe auf den materiellen Punft Ausdehnung gefunden, die Lehre 
vom Gleichgewicht folgen zu laffen. Dieſer von allen bedeutenderen Ver— 
faſſern derartiger Lehrbücher eingeſchlagene Gang hat den befonderen Vor— 
theil, das Einfache dem Schwierigeren voranzuftellen und zugleich die für 
die Praxis nothwendigen Begriffe, wie Maſſe, Arbeitgröße, Arbeitftärke, 
virtuelles Moment, [on frühzeitig zum Bewußtſein zu bringen. An das 
Gapitel von der Vereinigung und Zerlegung der Kräfte, in welchem 
die einfacheren Probleme der Ebene in den Vordergrund geftellt wur— 
den, reiht fi die Lehre vom Schwerpunkt ſowie die Heranziejung der 
einer Bervegung ſich entgegenftellenden Hinderniffe. Die Bewegung ber 
Körper hat durch eine rein geometriſche Behandlung diefes Gegenftandes 
eine ziwedmäßige Einleitung erfahren, melde mit Benutzung der im 
zweiten Abjchnitte ‘für den materiellen Punkt entwidelten Bewegungs- 
gefege in den meiften Fällen der praftifchen Anwendung ausreichen dürfte. 
Die beiden Anwendungen der Statif und Dynamik auf Körper, wie fie 
uns die Natur in Wirklichkeit Tiefert, die Lehre von der Elafticität und 
Feſtigkeit ſowie die Lehre vom Stoß maden den Beſchluß dieſes erften 
Theils. 

Das in der erſten Auflage aufgenommene Capitel „Bewegung auf 
vorgeſchriebener Bahn, wenn die Schwere allein wirkſam iſt“ und der An— 
Bang „Von den Maſchinen“ find in diefer Auflage an pafjender Stelle 
eingereiht worden. Die mathematifche Einleitung wurde ganz fortgelaffen, 
da diefelbe viel ausführlicher hätte gegeben werden müſſen, wenn fie ein 
Lehrbuch der höheren Geometrie erfegen folltee Den Rechnungen ift das 
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Kilogramm und das Meter zu Grunde gelegt, entgegen der erften Auflage, 
in welcher Pfund und Fuß als Einheiten dienten. Rechtfertigen diefe An- 
deutungen die Behauptung hinlänglich, diefe neue Auflage als eine voll» 
ftändig umgearbeitete zu bezeichnen, jo werden Sadhtenner bei näherer 
Durchfiht mir das Zeugniß nit verfagen, daß ich bemüht geweſen bin, 
Vereinfachungen und Verbefierungen, dem heutigen Stande der Wiſſen- 
ihaft gemäß, in allen Gapiteln vorzunehmen, und daß die bedeutenderen 
Werke von Redtenbacher, Weisbad, Holgmann, Delaunay, Laißle 
und Schübeler in der für ein Schulbuch geeigneten Weije gehörig zu Rathe 
gezogen worden find. Bei der Umarbeitung des Gapitel3 über Elafticität 
und Yeftigfeit insbeſondere bin ich, joweit der Gegenftand einer elementaren 
Darftellung fähig war, dem claſſiſchen Werte „Die Feſtigkeitslehre von 
Grashof“ gefolgt, und kann das in diefem Gapitel und den dazu gehö- 
tigen Uebungen niebergelegte Material bei den Vorträgen über Mafchinen- 
lehre und Bauconftruction, an den reorganifirten Provinzial- Gemwerbe- 
ſchulen, vielfah als Ausgangspuntt für die Rechnungen genonimen 
werben. 

Die Verlagshandlung hat in befannter rühmlicher Weiſe für eine 
jorgfältige Ausftattung des Werkes Sorge getragen. Die Figuren find 
jämmtlich neu geſtochen worden, wobei einzelne derjelben aus dem größe 
ten, in demſelben Verlage erjchienenen Werte von Weisbad zur Be— 
nußung überlaffen werden fonnten. 

Indem ich allen Denen, welche durch Zufchriften mid in die Mög- 
lichkeit gejeßt haben, zwecmäßige Aenderungen und Derbefjerungen der 
erften Auflage vorzunehmen, hiermit meinen ganz ergebenften Dank aus- 
jpreche, fühle ich mich noch zu befonderem Danke gegen meinen Kollegen 
an Hiefiger Schule, Herm Dr. Kepler, verpflichtet, welcher die zweite 
Leſung der Correctur bereitwillig übernommen und dadurch zur Correctheit 
diefer neuen Auflage weſentlich beigetragen hat. 

Gleiwitz, im März 1871. 


Ad. Wernicke. 
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Einleitung. 


Die allgemeine Eigenihaft der Körper, die Undurchdringlichkeit, ift 
die Urfache, daß von und die Dinge der Außenwelt erfannt und unterſchieden 
werden, da diefelben einen Raum in der Weife ausfüllen, daß fein zweites 
Ding derſelben Art dort beftehen fann. Das den Raum Anfüllende heißt 
Materie. 

Beftimmt man die Lage eines Korpers im Raum zu anderen Körpern, 
jo giebt man dadurch feinen Ort an. Der Körper kann fih zu feinem Orte 
auf zweifache Weife verhalten, entweder behauptet er denfelben oder er ver— 
ändert ihn. Im erften Falle ift der Körper in Ruhe, im zweiten in Be: 
wegung. Körper, die gegenfeitig ihren Ort nicht ändern, bilden ein feftes 
Syſtem. Iſt ein Körper in Bewegung, fo befcreibt jeder Punkt deſſelben 
eine Linie, die Bahn; die Länge ver Bahn heißt Weg. Als Längeneinheit 
dient dad Meter oder der Stab mit feinen decimalen Bielfahen und Unters 
abtheilungen (1 Meter — 3,1862 Fuß preußifh). 

Ein in Bewegung befindliher Körper verändert in jedem Augenblide 
feinen Ort, die Zeit ändert in jedem Augenblide ihre Größe, ſodaß die Beit 
zur Beurtheilung einer Bewegung benupt und ebenfo umgefehrt die Zeit durch 
Bewegungen gemefjen werben Tann. Als Zeiteinheit dient für gewöhnlich die 
Secunde mittlerer Zeit, von denen 24-6060 — 86400 einen mittleren 
Sonnentag ausmachen. Der Heinfte venkbare Theil einer Secunde wird Zeit- 
moment genannt. 

Eine Bewegung ift gleihförmig, wenn die von dem Körper in auf 
einander folgenden Zeitmomenten zurüdgelegten Wege gleihe Größe haben, 
im entgegengefegten Falle heißt die Bewegung ungleihförmig. 

Bei der gleihförmigen Bewegung, nennt man den in der Secunde 
zurüdgelegten Weg die Geſchwindigkeit. Bei der ungleihförmigen Bes 
wegung find die in aufeinanderfolgenven Zeiteinheiten befhricbenen Wege 
ungleich, weshalb man hier von der Gefhmindigfeit im Allgemeinen nicht 
even, fondern nur die Geſchwindigkeit zu einer beftimmten Zeit oder an’ einer 
beitimmten Gtelle der Bahn angeben kann. Unter der Geſchwindigkeit einer 
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ungleihförmigen Bewegung, am Ende ber Zeitdauer von t Secunven, verfteht 
man die Geihwinbigfeit derjenigen gleihförmigen Bewegung, in welde 
die ungleihförmige übergehen würde, wenn plöglih Alles das fortgenommen 
wird, was die Ungleihförmigfeit in der Bewegung bedingt. 

6 Die ungleihförmige Bewegung heißt gleihmäßig verändert, wenn bie 
Geſchwindigkeit in jedem Zeitmoment um gleich viel zus oder abnimmt, im ent 
gegengefegten Falle nennt man die Bewegung eine ungleihmäßig veränderte, 

7 Bei der gleihmäßig veränderten Bewegung wird bie mährend einer 
Secunde erfolgende Geſchwindigleits-Zu- oder Abnahme, Befhleunigung, 
Acceleration, genannt, die aljo mit einem‘ pofitiven ober negativen Zeichen 
in Rechnung zu bringen ift. Bei ver ungleihmäßig veränderten Bewegung 
Tann von der Beichleunigung im Allgemeinen nicht die Rebe fein, vielmehr 
wird man bier die Beſchleunigung zu einer beflimmten Zeit in Betracht ziehen 
muſſen.' Unter der Beſchleunigung einer ungleihmäßig veränderten Bewegung, 
am Ende der Zeitdauer von t Secunben, verfteht man die Beſchleunigung 
derjenigen gleihmäßig veränderten Bewegung, in melde die un: 
gleihmäßig veränderte übergehen würde, wenn plöglich Alles das fortgenommen 
wird, was die ungleihmäßige Geſchwindigkeitsänderung bewirkt. 

8 Grundfäge. 1) Die Körper find unvermögend, den Zuſtand der Nuhe 

oder der Bewegung, in dem fie ſich befinden, durch ſich ſelbſt aufzuheben. 

Hiernach ift eine Urfache anzunehmen für eine erfolgte Bewegung, fowie 

aud für das Verhindern einer beabfihtigten Bewegung. Diefe Urſache heißt 

Kraft. Hat eine Kraft eine Zeit lang auf einen Körper bewegend gewirkt 

und hört die Wirkung plöglic auf, fo bewegt ſich der Körper nad) ver Rich: 

tung, die er zulegt verfolgte und mit der zu biefer Zeit erlangten End— 
geſchwindigkeit gleihförmig. weiter. 

2) Jede Bewegungsänderung ift der bewegenden Kraft proportional und er 
folgt in ver Richtung der geraden Linie, nad weldher die betreffende Kraft 
wirt. Die Bewegung wird durch die Geſchwindigleit gemefien, die der Körper 
infolge der Krafteinwirkung annimmt, weshalb die Geſchwindigleit als Maß 
für die Kräfte benugt werden Tann. Wird die durch eine Kraft bezwedte 
Bewegung gehindert, fo ift die Kraft dadurch nicht aufgehoben, fonbern die— 
felbe übt gegen das Hinderniß eine Prefjung, einen Drud aus, der mit ber 
Richtung der Kraftwirkung übereinftimmt und ebenfalls als Maß für die Kräfte 
dienen kann. Der von der Schwerkraft der Erde, die im Mittelpunkt ihren 
Sig hat, hervorgerufene Drud heißt das Gewicht ober genauer dad abjo- 
Iute Gewicht des Körpers. Dafjelbe ift in einer nad dem Mittelpunfte der 
Erbe gerichteten Linie, ver lothrechten over ſenkrechten Linie, wirtiam zu 
denfen, in welcher ſich der Körper, bei vollfommener Freiheit, durch die Ein: 
wirkung der Schwerkaft bewegen würde. Diefe Bewegung heißt der freie 
Fall. Als Drudeinheit dient das Kilogramm (k) mit feinen decimalen 
Vielfahen und Unterabtheilungen, d. i. dad Gewicht von einem Eubifvecimeter 
(Liter, Kanne) Waſſer bei ver Temperatur der größten Dichtigkeit (4° C.). 

Kräfte ftellen wir in ver Folge durch Linien dar (Fig. 1), ihre Richtung geben 
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wir durch eine Pfeilfpige zu erfennen. Auf dieſen Linien ſchneidet man Stüde 
R wie ML ab, vie proportional find entweder dem 
Fig. 1. dur die Kraft auögebten Drude, ober der durch 
die Kraft erzeugten Geſchwindigkeit. 

3) Wirken auf einen Körper gleichzeitig mehrere 
Kräfte, fo muß er denſelben gleichzeitig Genüge 
leiften. Hierbei ändert der Körper entweder feinen 
urfpränglihen Zuftand oder er verharrt in demſelben. 
Im legteren Falle waren die wirkſamen Kräfte unter 
ih im Gleihgewidt. Das Gleihgewicht kann daß der Ruhe oder das 
ter Bewegung fein, je nachdem der urfprünglihe Zuftand des Körpers ein 
tuhender oder ein bewegter war. 

4) Wirkung und Gegenwirkung find einander gleih und entgegengefegt. 

Die Wiffenfhaft, welche fih mit den Kräften und deren Wirkungen be 
idäftigt, heißt Mechanik. Die Bewegung eines Körpers Tann nur dann ala 
genau beftimmt angefehen werden, wenn man die Bewegung jedes einzelnen 
feiner Punkte anzugeben vermag. Hieraus folgt, daß man vor der Bewer 
gung ganzer Körper die von Punkten behandeln muß. Sieht man die lepteren 
als mathematifhe Punkte an, fo ift von ven Kräften dabei zu abftrahiren 
und die Bewegung als Erſcheinung aufzufaflen. Den erften Abfchnitt der 
Mechanik bildet hiernach die rein mathematiſche Bewegungslehre, vie Phoro⸗ 
nomie. Werden die Kräfte dagegen zu den Unterfuhungen herangezogen, fo 
muß man biejelben an materiellen Punkten, das find die Heinften denk— 
baren Theile eines Körpers, wirken lafjen, woraus fih als zweiter Abſchnitt 
der Mechanik vie Lehre vom Gleichgewicht und von der Bewegung eines 
materiellen Punktes ergiebt. Den dritten Abſchnitt bilvet endlich die Lehre 
vom Gleihgewiht und von der Bewegung materieller Syfteme, wobei wir je 
nah dem Aggregatszuſtande derſelben drei Unterabtheilungen zu unterſcheiden 
haben, nämlich: 





Mechanik feiter Körper, 
Mechanik tropfbarfläffiger Körper, 
Mechanik Iuftförmiger Körper. 


Jede dieſer Unterabtheilungen Tann endlich wieder in zwei Abſchnitte, 
naͤmlich in die Lehre vom Gleihgewiht, Statif, und in die Lehre von ver 
Bewegung, Dynamik, gebracht werden. Benugen wir beide Eintheilungen zu 
gleiher Zeit, jo hat man bei dem dritten Abſchnitt zu unterfheiden: 

Geoſtatik und Geodynamilk, für feite Körper, 
Hydroftatit und Hydrodynamitk, für tropfbarflüffige Körper, 
Aeroftatit und Aerodynamitk, für luftförmige Körper. 
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ungleihförmigen Bewegung, am Ende der Zeitvauer von t Secunden, verfteht 
man die Gefhwindigfeit derjenigen gleihförmigen Bewegung, in welche 
die ungleichförmige übergehen würde, wenn plöglih Alles das fortgenommen 
wird, was die Ungleihförmigeit in der Bewegung bedingt. 

6 Die ungleihförmige Bewegung heißt gleihmäßig verändert, wenn bie 
Geſchwindigkeit in jedem Zeitmoment um gleich viel zus oder abnimmt, im ent- 
gegengefegten Falle nennt man die Bewegung eine ungleihmäßig veränderte. 

7 Bei ber gleigmäßig veränderten Bewegung wird die während einer 
Secunde erfolgende Geſchwindigkeits-Zu- oder Abnahme, Beihleunigung, 
Acceleration, genannt, die aljo mit einem‘ pofitiven oder negativen Zeichen 
in Rechnung zu bringen ift. Bei der ungleihmäßig veränderten Bewegung 
ann von der Beichleunigung im Allgemeinen nicht die Rede fein, vielmehr 
wird man bier die Beſchleunigung zu einer beflimmten Zeit in Betracht ziehen 
muſſen.' Unter der Beſchleunigung einer ungleihmäßig veränderten Bewegung, 
am Ende ber Zeitdauer von t Secunben, verfteht man die Beichleunigung 
derjenigen gleihmäßig veränderten Bewegung, in welche bie un: 
gleichmäßig veränderte übergehen würbe, wenn plöglid Alles das fortgenommen 
wird, was die ungleihmäßige Geſchwindigkeitsänderung bewirkt. 

8 Orundfäge. 1) Die Körper find unvermögend, den Zuſtand der Ruhe 
oder der Bewegung, in dem fie ſich befinden, durch fi felbft aufzuheben. 
Hiernach ift eine Urfahe anzunehmen für eine erfolgte Bewegung, ſowie 
aud für daS Verhindern einer beabfichtigten Bewegung. Diefe Urfache beißt 
Kraft. Hat eine Kraft eine Zeit lang auf einen Körper bewegend gemirft 
und hört die Wirkung plöglih auf, fo bewegt fih der Körper nad der Rich: 
tung, die er zulegt verfolgte und mit ber zu dieſer Zeit erlangten End- 
geſchwindigleit gleihförmig weiter. 

2) Jede Bewegungsänderung ift der beivegenden Kraft proportional und er= 
folgt in der Richtung der geraden Linie, nah welcher vie betreffende Kraft 
wirkt, Die Bewegung wird durch die Geſchwindiglkeit gemefien, die der Körper 
infolge der Krafteinwirfung annimmt, weshalb die Geſchwindigkeit als Maß 
für die Kräfte benupt werden kann. Wir die durch eine Kraft bezwedte 
Bewegung gehinvert, fo ift die Kraft dadurch nit aufgehoben, ſondern dies 
felbe übt gegen das Hinderniß eine Preffung, einen Drud aus, der mit der 
Richtung der Kraftwirkung übereinftimmt und ebenfalls als Maß für die Kräfte 
dienen kann. Der von der Schwerkraft der Erbe, die im Mittelpunkt ihren 

, Sig hat, bervorgerufene Drud heißt das Gewicht oder genauer das abjo- 
Iute Gewicht des Körpers. Daffelbe ift in einer nad dem Mittelpunfte der 
Erde gerichteten Linie, der lothrechten oder ſenkrechten Linie, wirkiam zu 
denken, in welder ſich der Körper, bei vollfommener Freiheit, durch die Ein- 
wirkung der Schwerkraft bewegen würde. Diefe Bewegung heißt der freie 
Fall. Als Drudeinheit dient da8 Kilogramm (k) mit feinen becimalen 
Vielfahen und Unterabtheilungen, d. i. dad Gewicht von einem Eubifvecimeter 
(Liter, Kanne) Waffer bei ber Temperatur der größten Dichtigleit (4° C.). 

Kräfte ftellen wir in der Folge durch Linien dar (Fig.1), ihre Richtung geben 


Einleitung. 3 


wir durch eine Pfeilfpige zu erkennen. Auf diefen Linien ſchneidet man Stüde 
. wie ML ab, vie proportional find entweber dem 

Big. 1. durch die Kraft auögenbten Drude, oder der durch 
die Kraft erzeugten Geſchwindigkeit. 

3) Wirken auf einen Körper gleichzeitig mehrere 
Kräfte, fo muß er denfelben gleichzeitig Genüge 
Teiften. Hierbei ändert der Körper entweder feinen 
urfpränglihen Zuftand oder er verharrt in demfelben. 
Im letzteren Falle waren die wirffamen Kräfte unter 
ih im Gleich gewicht. Das Gleihgewiht kann das der Ruhe oder das 
der Bewegung fein, je nachdem der urſprungliche Zuftand des Körpers ein 
tubender oder ein bewegter war. 

4) Wirkung und Gegenwirkung find einander gleich und entgegengefegt. 

Die Wiſſenſchaft, welde ih mit ven Kräften und deren Wirkungen be 
ihäftigt, heißt Mechanik. Die Bewegung eines Körper? kann nur dann als 
genau beftimmt angefehen werden, wenn man die Bewegung jedes einzelnen 
feiner Punkte anzugeben vermag. Hieraus folgt, daß man vor der Beine: 
gung ganzer Körper die von Punkten behandeln muß. Sieht man die legteren 
als mathematifhe Punkte an, fo ift von den Kräften dabei zu abftrahiren 
und die Bewegung als Erſcheinung aufzufafen. Den erften Abſchnitt der 
Mechanik bildet hiernach die rein mathematiihe Bewegungslehre, die Bhoros 
nomie. Werben die Kräfte dagegen zu den Unterfuhungen herangezogen, jo 
muß man diefelben an materiellen Punkten, das find die Heinften denk— 
baren Theile eines Körpers, wirken lafjen, woraus fih ald zweiter Abſchnitt 
der Mechanik die Lehre vom Gleihgemiht und von der Bewegung eines 
materiellen Punktes ergiebt. Den dritten Abſchnitt bilvet endlich die Lehre 
dom Gleichgewicht und von der Bewegung materieller Syſteme, wobei wir je 
nad) dem Aggrẽegatszuſtande verjelben drei Unterabtheilungen zu unterfdeiden 
haben, nämlich: 





Mechanik fefter Körper, 
Mechanik tropfbarfläffiger Körper, 
Mechanik Luftförmiger Körper. 


Jede diefer Unterabtheilungen kann endlich wieder in zwei Abſchnitte, 
nämli in die Lehre vom Gleihgewiht, Statif, und in die Lehre von der 
Bewegung, Dynamik, gebracht werden. Benuhen wir beide Eintheilungen zu 
gleiher Zeit, fo hat man bei dem dritten Abſchnitt zu unterjheiden: 

Geoſtatik und Geodynamik, für feite Körper, 
Hydroftatit und Hydrodynamit, für tropfbarflüffige Körper, 
Aeroftatit und Aerodynamik, für luftformige Körper. 
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Phoronomie. Bewegung eines mathematiſchen Punktes. 


10 Die Bewegung eines freien Punktes erfolgt entweder in einer geraden 
oder krummen Linie, jederzeit ift aber die Bahn ununterbrogen, weil 
das Bewegliche von einem Punkt nur zu einem unmittelbar darauf folgenben 
übergehen Tann. Wir beginnen mit der gerablinigen Bewegung und behan- 
deln ber Reihe nad) die gleihförmige, die gleihmäßig und bie ungleihmäßig 
veränderte Bewegung. 

1 Die von dem Punkte in gleichförmiger Bewegung geradlinig durchlaufene 
Strede betrage sm (Meter), die Geſchwindigkeit der Bewegung fei om und 
die Zeitdauer der Bewegung belaufe fi auf t Secunden. Dann ift dem Bes 
griff der Geſchwindigleit gemäß 


= und daraus ..... . (6(0) 


s=e.h .. ven. (2) 
Man nehme ein rechtwinkeliges Coominatenſyſtem, trage die Zeitdauer t 
der Bewegung auf die X⸗-⸗Achſe, errichte in den einzelnen Punkten Normalen, 
deren Länge glei der diefem Augenblide entſprechenden Weglänge und Ge— 
ſchwindigleit gemacht werde. Die Punkte liefern, wenn man unzählige ſolcher 
Normalen conftruirt denkt, zwei continuirlihe Linien, von denen bie erfte (Fig. 2) 
die Wegcurve, bie zweite (Fig. 3) die Geſchwindigkeitscurve heißen 
fol. Beide find bei diefer einfachiten Bewegung gerade Linien, und zwar 
läuft die Geſchwindigkeitscurve mit der X-Achſe parallel und beftimmt ein 
Rechted von den Seiten ce und £, deſſen Inhalt c.t dem Maß nad mit dem 
in der Zeit € zurüdgelegten Wege s übereinftimmt. Das hierdurch gefundene 
Geſetz heißt alfo: der durchlaufene Weg wird durch die Fläde der 
Geſchwindigkeitscurve gemeffen. 
Die Wegcurve bilvet hier eine unter dem Winkel ꝙ gegen die X-Achſe 
geneigte gerade Linie AB, und es ift in biefer germemiicen Darſtellung die 
Geſchwindigkeit e ⸗ tang p..... ... . (6) 
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Das größere oder Mleinere Steigungsverhältniß der Linie AB giebt alſo 
die größere oder Meinere Gefhwinbigleit für die zu beobachtende Bewegung, 

J was bei der Zuſammenſtellung von 
Big. 2. mehreren Bewegungen in berjelben 
r Figur behufs Bergleihung ihrer 
Is Geſchwindigleiten von großem Bors 
theil ift. Je Heiner der Winlel , 
⁊ R je mehr nähert ſich die Geſchwin⸗ 
digleitscurve der X⸗Achſe und für 
p=O fällt diefe in die X-Achfe felbft, während die Wegcurve mit der 
X.Achſe parallel läuft, d. h. der Punkt befindet fi während der Zeit £ in 
Ruhe. Je größer der Wintel ꝙ wird, 
Big. 3. je mehr entfernt fi die Geſchwin⸗ 
digkeitäcurve von der X» Adhfe und 
für p = 90° verſchwindet fie voll- 
ftändig, während die Wegcurve der 
X. Achſe parallel wird, d. h. diefer 
Bewegung würde eine unendlich große 
x Geſchwindigkeit entſprechen. 
— — Beſidt der Punkt zu gleicher 
* Zeit die Gefhrindigfeiten c, und oz, 
und geben die Bewegungen nad) ders 
felben Richtung vor fi, fo ift der innerhalb t Secunden zurüdgelegte Weg 
s=eyttgt=late).t 
Baren die Bewegungsrichtungen dagegen entgegengefegt, fo ift 
s=4t—at=(y —9).t. 

Die durch beide Bewegungen dem Punkte beigebradhte Geſchwindigkeit c, 
die teſultirende Geſchwindigkeit oder die Refultante der Geſchwindig-⸗ 
kiten genannt, ift im erften Falle c, + ©, im zweiten 4 — 02, d. h. für 
beide Fälle gleich ver algebraifhen Summe ber Geſchwindigkeiten. 

Das Geſetz ift in gleicher Weiſe anwendbar, wenn der Punkt beliebig 
viele Geſchwindigkeiten cr, Ca, Cs, ca ... theils nach derſelben, theils nad) 
ter gerade entgegengeſehten Richtung beſiht, wobei die Geſchwindigkeiten mit 
vofitiven oder negativen Zeichen behaftet fein müffen. 


Es ift für diefen Fall e=c +0 ++ ..., melde algebraifge 
Eumme durch das Zeichen Ze, kürzer wiebergegeben werben fol. Wir haben 
diernach 

c=3oa 
alte 9 





Ein Punkt befige die Geſchwindigleit c® und bewege fih t Secunden 
fang geradlinig und gleichmäßig verändert mit der Beſchleunigung von zm, 
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dann ift dem Begriff der Beſchleunigung gemäß und mit Rüdficht auf 3. 4 
(Sormiel 4) die erlangte Endgeſchwindigleit 


v=cHjit... vn “ (5) 


Diefer Gleihung gemäß conftruiren wir nad der wien Angabe die 
Geſchwindigleitscurven Fig. 4 und Fig. 5, melde hier, gerade, gegen bie 


Big. 4. . ig. 5. 





Ze Ahle geneigte Linien werben und ein Paralleltrapez von der Höhe 2 und 
den parallelen Seiten ce und v beitimmen. Denkt man € in n unter fi 
gleihe Theile getheilt und in den Theilpunkten die entſprechenden Normalen 
errichtet, fo wird ein foldes Paralleltrapez in n Heinere Paralleltrapeze zer: 
legt, die ſchließlich zu Rechteden werben, wenn man n als eine unendlich 
große Zahl anfieht. Jedes dieſer Rechtede Tiefert nah dem Gefege in 8.11 
in feinem Inhalte den während der unendlih Heinen Zeit von dem Punkte 
gleihförmig durchlaufenen Weg, weshalb der ganze während der Zeit £ durch» 
laufene Weg s in der Summe biefer unendlich vielen Rechtede erhalten wird, 
Die Summe diefer Rechtede ftimmt aber mit dem Inhalte des Paralleltrapezes 
überein, fodaß wir aud hier das in $. 11 aufgeftellte Gefe erhalten: Der 
durhlaufene Weg wird durch die Fläche der Geſchwindigkeits— 
curve demeſſen. 








Hiernach ift 
_vte 
Bat een (6) 
Eliminirt man aus 5 und 6 einmal v und andererfeit® £, fo entfteht: 
set . 2.2222 
”2— ce? 
ke 3 VE EEE 


Die Geſchwindigkeitscurven, die Linien D C, mögen mit der X⸗Achſe den 
Winkel Y bilven, dann ergiebt fih aus u ‚seomeiciden Darftellung .die 
Beihlemigung: tang . . . ... 6) 

Analog der oben angegebenen Gonftruction für die Dage und Geſchwin⸗ 
digleitscurven Täßt ſich bei diefer Bewegung nod die fogenannte Beſchleu—⸗ 
nigungscurve conftruiren, indem man auf der X-Achſe die Beit- 
dauer & der Bewegung und in den einzelnen Punkten Normalen glei ber 
jedesmaligen Befchleunigung aufträgt. Da diefe in unferem Falle conftant — 
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if, fo wird die Curve in jedem einzelnen Falle (Fig. 6) eine mit der X Achfe 
parallel laufende gerade Linie fein, die ein Nechted won den Seiten 5 und t 
beftimmt, vefien Inhalt j.t dem Maß 
A nad mit dem in der Zeit t erlangten 
Big. 6. \ Zumahd CE (Fig. 4) an Gejhmins 
1 digkeit abereinſtimmt. Bei der vers 
. ‚gerten Bewegung, d. b. wenn —j 
| | | 3 im Rechnung zu bringen, bedeutet CE 
X natürlich die betreffende Abnahme der 
Geſchwindigteit (Fig. 5). Das bier 
7 gefundene Gefeg heißt: Die Zus oder 
. Abnahme an Geſchwindigkeit 
wird durh die Flache der Bes 
f&hleunigungscurve gemeffen. 

Denken wir bei diefer Bewegung noch die Wegcurve (Fig. 7) vers 
zeichnet, fo erfieht fih aus dem Ausdrud 8 = ct + 25t?, daß dieſe eine 

J krumme Linie fein muß. So lange 
Big. 7. diefelbe eine gegen die X⸗Achſe unter 
dem Winlel ꝙ geneigte gerade Linie 
war, wurbe durch fie eine gleichfürs 
qQ mige Bewegung dargeftellt und tang ꝙ 
war gleich ver betreffenden Geſchwin⸗ 
HR digkeit. Bei der ungleichförmigen Bes 
wegung ändert fih die Geſchwindig⸗ 
teit von Moment zu Moment, ebenfo 
A ändert fih vie Richtung der Weg: 
T MN X curve gegen die X⸗Achſe von Mor 
ment zu Moment und zwar wird dieſe 
Richtung durd die jevesmalige geometrifhe Tangente angegeben. Die Tanı 
gente ftellt aber auch diejenige gleihförmige Wegcurve dar, in melde die 
ungleihförmige übergehen würde, wenn die Urfahen der Ungleihförmigfeit 
plögli aufgehoben würden, deshalb ift auh F. 3 auf jede ungleichförmige 
Bewegung anwendbar, wenn man unter p den Winkel verfteht, ven vie 
geometrifhe Tangente an einer beliebigen Stelle der Wegcurve mit der 
X:Adfe bildet. Es ift hiernach 
. v=tangp, 

worin v und @ aljo im Allgemeinen veränberlih find. 

Das größere oder Heinere Steigungäverhältniß der Linie DC (Fig. 4) 
giebt die größere ober Heinere Beſchleunigung für die zu betradhtende Beier 
gung. Je Heiner der Winkel %, defto mehr nähert fih die Beſchleunigungs- 
curve (Fig. 6) der X-Achſe und für P—= O fällt diefe in die X-Adfe, die 
Geſchwindigkeitscurve wird eine zur X-Achſe parallele Linie, die Wegcurve 
geht dagegen in eine zur X-Achſe geneigte gerade Linie über, die gleiche 
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mäßig beſchleunigte Bewegung ift zu einer gleichförmigen geworden. Läßt 
man den Winkel ) noch weiter abnehmen, fo geht die Beſchleunigungscurve 
unter die X: Achfe, die Geſchwindigkeitscurve nimmt die in Fig. 5 gezeich- 
nete Sage ein und die Wegcurve ift wieber eine frumme Linie. Je größer 
der Winkel Y in abfoluter Hinfiht wird, je mehr entfernt fih die Beſchleu— 
nigungscurve von ber X-Achſe und für 90° verſchwindet fie voll: 
ftändig, während die Geſchwindigkeitscurven der Y-Achje parallel werben, 
d. h. diefen Bewegungen würbe eine unenblid große Beihleunigung entſprechen. 

Hatte der Punkt urfprünglid feine Geſchwindigkeit, jo fann nur von 
einer beſchleunigten Bewegung die Rebe fein, die Fläche der Geſchwindigkeits- 
curve (ig. 4) geht dabei in ein Dreied über. Die hierfür zu benutzenden 
Formeln heißen: 


v=j.t.=tangpwdj=tangy 
ut 
=y 
s=yjt: 
v2 
Sy 


Die legten Formeln finden unmittelbare Anwendung auf den freien Fall 
im Inftleeren Raum, und zwar bezeihnet man dann j durch g, welches nad 
Verſuchen den Werth von 9,81 Meter (31,25 Fuß preuß.) bat. 

+ Im gleicher Weife, wie in $. 11 die Vereinigung mehrerer Geihmwindig- 

teiten gezeigt worden, laſſen fi auch mehrere auf benfelben Punkt theils nah 

verfelben, theils nach der gerade entgegengejegten Richtung einwirkende Be— 

ſchleunigungen algebraiſch abbiren, und wir erhalten für eine berartige Annahme 

j=Zjı 

Za+t2 ....... (0) 
— +42 Zi 

Ein Punkt bewege fih £ Secunden gerablinig mit ungleihmäßig verän: 
berter Bewegung, wobei das Gefeg der Beihleunigungsänderung gegeben 
fein muß. Man conftruire dieſem Geſetze gemäß vie Beſchleunigungscurve, 
melde im Allgemeinen eine krumme Linie fein wird und beſtimme den Inhalt 
der von der Beihleunigungscure begrenzten Fläche. Indem man biefelbe 
wieder wie oben aus unzählig vielen ſchmalen Rechteden zufammengefept denkt, 
ergiebt ih: 1) Die Geſchwindigleits-Zgu- oder Abnahme während ber Zeit £ 
wird durch die Fläche der Beſchleunigungscurve gemeffen. 

Nachdem dieſe Geſchwindigkeitsanderung gefunden, it diefelbe mit ber 
etwa jhon vorhandenen Gejhmwinbigleit durch algebraifhe Aobition zu ver 
binden und demnach bie Geſchwindigkeitscurve zu conftruiren. Die hierdurch 
begrenzte Zlädhe, wiederum aus unendlich vielen ſchmalen Rechteden beftehend 
gedacht, laßt das in $. 11 benugte Gefeg in Anwendung bringen und wit 
erhalten 2) der während der Zeit t durdlaufene Weg wird durch die Flache 
der Geſchwindigkeitscurve gemeſſen. Dem erhaltenen Werthe von ⸗ gemäß 





Zuſammengeſette Bewegung. 9 
conftewire man die Wegcurve und in den einzelnen Punkten die geometriſchen 
Tangenten. Diefe bilden mit der X-Achſe veränderlihe Mintel p, die zu 
der veränderlihen Geſchwindigkeit v in der Beziehung ftehen, daß für jeden 
Zeitmoment 3) tangp=v ift. Conftruirt man in gleicher Weile an ven 
einzelnen Punkten ver Geſchwindigkeitscutve geometriihe Tangenten, fo bilden 
diefe mit der X:Uchfe die veränderlichen Winkel %, die zu ber veranderlichen 
Beihleunigung j in der Beziehung ſtehen, daß für jeden Beitmoment 

4) tangy = ill. 

Die hier angegebenen vier Gejege zeigen ven Bufammenhang ber brei 
Curven und der von ihnen begrenzten Zlähenräume ſowohl untereinander als 
aud mit der in Betracht gezogenen Bewegung. Die Berechnung der Flächen⸗ 
inhafte gefchieht annähernd mit Hülfe der Simpfon’ihen Regel, 


Ein Punkt A, der nad) zwei aufeinander normalen Richtungen Az und Ay 
(Fig. 8) die Geſchwindigkeiten c, und cz befigt, vermöge welcher er ſich gleiche 
. förmig bewegen foll, Tann meber bie 
Big 8. eine noch die andere Richtung einfhlagen, 
muß vielmehr, um beiden Richtungen 
gleichzeitig zu genügen, eine dazwiſchen 
liegende Richtung verfolgen. Es feien 
D und @ zwei Buntte ver gefuchten 
Bahn, vie der Punkt A reip. nah 1 
und £ Secunden erreihen mag. Don 
D und @ fälle man Normalen auf die 
urfprünglihen Bewegungsrichtungen, jo 
müffen A B und AC die entſprechenden Gejhtwindigleiten c, und ., AE 
und A F vie entſprechenden Wege nah £ Secunden, nämlich glei c, t und 
2 fein. Aus der Figur folgt: 


AB AB a und E AE_ at & 

















ACTBDT," AF EG gt u 
AB Bit oder die drei Punkte A, D, @ liegen in einer geraden Linie, 
4. 35 *7 ,D; g ge 


melde in Richtung der Diagonale des aus den gegebenen Geſchwindigkelten 
conſtruirten Rechteds liegt. Es werde diefe Linie A D G gezogen, fo it A@ 
der von dem Punkte A nad £Secunden zurüdgelegte Weg s. Wegen ber 
Achnlihkeit der Dreiede hat man nun 


d. h. der von A im Richtung der Diagonale zurüdgelegte Weg wächſt mit der 
deit £, muß alſo gleihförmig durdlaufen werden, und AD, die Diagonale 
des aus den Geſchwindigkeiten conftruirten Nechteds, iſt die refultirende 
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Geſchwindigleit c, der Größe und Ridtung nad. Bezeichnen wir nod die 
Winkel, welche c mit c, umd c, bildet, durch a und ß, fo haben wir: 
e=Varta ...2.2.2.2.2020.. (1) 
.=e.coa 
—— ....... (2) 

Die gegebenen Geſchwindigkeiten c, und c, heißen in Bezug auf die 
Refultante c, Componenten oder Geitengejhwindigfeiten, und find die Projec⸗ 
tionen ber von dem Punkte A erlangten zefulticenden Geſchwindigleit c. 

63 ift hiernach volllommen gleihgiltig, ob man eine einzige Geſchwin⸗ 
digkeit wirfam denkt, melde dem Punlt jeine wahre Bewegung mittheilt, oder 
zwei Geſchwindigleiten, welde die projicirten Bewegungen hervorrufen, und 
man kann ohne Weiteres das Gine für das Andere fubtituiren. Die 
Aufgabe ec, aus c, und cz zu finden, heißt Zufammenfegung, die da— 
gegen aus c, die Componenten c, und c, zu beſtimmen, Zerlegung ver 
Geſchwindigleiten. 

Das Geſetz gilt in gleicher Weiſe für veränderliche Geſchwindigleiten 
vi, va, v, da die Zeitdauer 2 für die von dem Punkte A durchlaufenen 
Wege AE und AF beliebig groß war, aljo auch unendlich Hein genommen 
werben darf, wodurch dieſe Wege jelbft unendlich klein werden, jederzeit 
aber das Verhaältniß der betreffenden Geſchwindigleiten behalten. 

Der Punlt A (Fig. 8) beſite andererſeits nach ven beiden Richtungen 
Az und Ay das Beftreben, fi in gleichmäßig veränderter Bewegung, ohne 
Anfangsgefhmwindigfeit, mit den Beſchleunigungen 5j, und ja zu be 
wegen und e3 fein D und @ feine nad ber Zeit 1 umb £, in Folge diefer 
Bewegungen angenommenen Orte, fo it: AB=4j,; AC=4ja; AE 
=yj 2; AF JJa 12. Hieraus ergiebt ſich wie oben, daß die drei Punkte 
4,D,@ in gerader Linie liegen. Ferner ft AG=AD.!, d. h. die 
Strede AG wird in gleihmäßig veränderter Bewegung zurüdgelegt und A D 
ift gleich der halben vefultivenden Beſchleunigung, welche fi aus den gegebenen 
halben Beichleunigungen A B und A C in berjelben Weiſe herftellt, wie wir es 
oben für die Geſchwindigkeiten gefunden haben. Das für vie Hälften gefun- 
dene Gefe gilt ebenfo für die Ganzen, woraus ſich ergiebt, daß Beſchleu— 
nigungen, ebenfo wie Geſchwindigkeiten, zufammengejept und zerlegt werben 
Eonnen. Es iſt alfo: 

Int . 2.2022. (ld) 
Ih =j.cosea 
=i.osß Seren. (14) 

Das Gefeg erleidet feine Aenderung, wenn wir veränderlihe Beichleu: 
nigungen in Rechnung zu bringen haben.- 

Bilden die beiven dem Punkte A anhaftenden Gefhwindigteiten c, und cz 
(Befhleunigungen j, und 53) feinen rechten Wintel, fondern einen beliebigen 
Winkel a, fo ftelle man das dadurch beitimmte Parallelogramm (Fig. 9) 
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dar, nehme die Diagonale AD als X,:Adfe, vie in 4 zu AD errichtete 
Normale als Ny⸗Achſe an und zerlege die 

Big. 9. Geſchwindigleiten c, und cz (Beſchleuni ⸗ 

gungen) nach Richtung diefer Achſen. Die 
Componenten in der N⸗Achſe werden 
fih, da fie glei groß und entgegen» 
geſeht gerichtet find, aufheben, und die 
Summe der Componenten in der X,.Adhfe 
liefert die refultirende Geſchwindigleit c 
Geſchleunigung). Diefelbe ift hiernach 
der Richtung und Größe nach gleih der 
Diagonale des aus den Geſchwindigkeiten 
Geſchleunigungen) conftruitten Parallelo⸗ 





gtamms. Es iſt alſo: 
c=VYa?+e2 +2 we (as) 


4:0:0=sinag:sina,:sina 






und ebenſo 
SV TI Fahhesa 
JM HH HI oose | 222. (ide) 
ji :ja:j = sinay:sina,:eina 


Die in dieſem Paragraphen vorgetragenen Lehren bilden das Gefeg vom 
Barallelogramm der Gefhmindigfeiten oder ver Befhleunigungen. 
Durch wiederholte Anwendung ver legten Form des Geſetes laßt ſich 
jede beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten (Beichleunigungen), die ein Punkt A 
(Fig. 10) befigt, in eine reſultitende Geſchwindigkeit (Beihleunigung) vers 
wandeln. AD ift die Refultante aus c, und og; AF vie Refultante aus 
AD und c, alfo aus c,, cz und o,, und 
Fig. 10. AH enplic) die Refultante aus AF und co, 

d.h. aus 04, 02, Oz und co. 

Zur Erzielung eines überfichtlihen umd 
auf alle Fälle anwendbaten Reſultats vente 
man die dem Punkte A eigenen Geſchwin⸗ 

‚F vigfeiten außer der Größe aud der Ridh- 
tung nad) durch die Winkel © und B ge: 
geben, welche die Geſchwindigleiten mit ven 

Dp Achſen AX und A Y eines in A beliebig 

D J/ angenommenen Cobrbinatenfgftems bilden. 

W Dabei mögen bie Winkel von der Geſchwin⸗ 

A a B digkeitsrichtung aus bis zum pofitiven 

ö Theil der Achſen auf dem fürzeften Wege 

gemefien werben, ſodaß feiner dieſer Winkel größer ald 180 Grad werden 
tann. Die Geſchwindigkeiten feien ©), %2, a, va ..., deren Mintel mit 
der X Mhfe 4, & &g,@g... und mit ber FAhfe Br, Bar Bar Ba. 

Sämmtlihe Geſchwindigkeiten werden nad Richtung der Achſen zerlegt, und 


H 
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ftatt der gegebenen Geſchwindigkeiten diefe Componenten in Rechnung gebracht. 
Die Componenten in Richtung der XAchfe heißen: 

vi 008 &, ©g 008 &g, dg 008 &g,... und die in Richtung ver Y-⸗Achſe: 

vi 008 By, va C08 Ba, ©5008 Ba, Die in derfelben Achſe wirk— 
ſamen Componenten können durch algebraifhe Addition vereinigt werben, wo⸗ 
bei die Richtung jeder einzelnen Componente durch den als Factor vorlom⸗ 
menden Coſinus vollftändig beftimmt ift, da einem fpigen Winkel eine pofitive 
Componente, einem ftumpfen Winkel dagegen eine negative Componente ent 
ſpricht. Durch diefe Addition reduciren fih die fämmtlihen Geſchwindigkeiten 
auf zwei im Richtung der Achſen wirtſame, die wir mit v, und oy be 
zeichnen wollen. Es ift hiernach 


v.= vi 008% + vꝛ 008% +05 080 +» 
v,=v c08ß, + v2 008 Ba + v3 cos ß, +- 
Die refulticende Geſchwindigleit werde mit v bezeichnet und die Winkel 
ihrer Richtung mit den Achfen mögen « und ß heißen, dann ift nah %.11 u. 12 


v= Vor+ y? = Vu cos” + (Zurcoß% . - (16) 


ve ⸗ v. cos 
y=v.0sß ne. aM 


wodurch die refultirende Geſchwindigkeit der Größe und Richtung nad) voll: 
ftänbig beftimmt ift. 











= Zu, cosa, 
= Zv, cosßı. 











In verfelben Weile würden wir erhalten: 

eV tie = Vz ca + (Zieh? . . (16R) 
Beim) . . . . . . . .. . . . (7) 
j=j.00sß \ 

16 Die in 8.14 und 15 entwidelten Gejege für Geſchwindigkeiten (Be 
ſchleunigungen), die ſich in einer Ebene befinden, laſſen ſich auf leichte Weiſe 
auf ven Fall ausvehnen, daß dieſe Geſchwindigkeitsrichtungen nicht in dere 
elben Ebene liegen. Iſt der Punkt A (Fig. 11) zuerſt unter der Einwirkung 

von drei Geſchwindigleiten ci, Cy, cz, von 

Fig. u. * denen jebe.auf der Ebene der beiden an— 

“ deren normal fteht, fo läßt ih c, und co. 

nah F. 11 der Größe und Richtung nad 
vereinigen, und die erhaltene refulticende 

Geſchwindigkeit AD liefert nad denſelben 

Formeln mit c, die Rejultante AF=c 

für alle drei Geſchwindigkeiten. Diefelbe iſt 

der Größe und Richtung nad durch die 

Diagonale des aus den drei Geſchwindig— 

teiten conftruirten Parallelepipedums dar- 

geſtellt. Für diefen Fall ift demnach: 
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=Vrte tot 2er eeee.d) 


c.008& 
Br EEEEEEEEEEEEE (19) 





‚oder 
IWF nenne. (ie) 
I . 008 & 
Ja co⸗ Be EEE 1:7] 
ja =j.c00p \ 
unter &, ß, y die BWintel verftanden, welche die reſultirende Geſchwindigkleit c 
(Beihleunigung 5) mit ven gegebenen c,, cg, cs bildet. Werben die drei in 
3. 19 verzeichneten Gleihungen quabrirt und addirt, fo entfteht mit Rüdficht 
auf F. 18: 





cooa+coosß+osp®=1..... . (20) 


63 läßt ſich hiernach jede Geſchwindigkeit (Beicleunigung) in drei auf 
einander normal ſtehende Componenten zerlegen, und es ift für ven Erfolg 
gleichgiltig, ob man die Gejhwindigleit c ober deren Componenten ei, ca, Cs 
in Rechnung bringt, das find die Projectionen der von dem Vunlt Acer 
langten refultivenden Geſchwindigkeit. 

Steht der Punkt A unter dem Einfluß von beliebig vielen Geſchwindig⸗ 
leiten (Beſchleunigungen), melde nicht in verfelben Ebene liegen, jo vente 
man durch A ein dreiachſiges Coorbinatenfyftem gelegt und bie Geſchwindig⸗ 
leitsrichtungen gegen dafjelbe durd die Winkel &, ß, y beftimmt. Jede der 
Geſchwindigleiten dy, %g, vz, dg.. - zerlege man nad) Richtung der drei Achſen 
und vereinige die in einer Achfe gelegenen Componenten durch algebraiſche 
Aoition, fo entftehen drei auf einander normal ftehende Geſchwindigleiten, die 
wir nad) den Achſen o,, vv, bezeichnen wollen. Es ift nun 








ve ⸗vi 608 0 4 02 008g + 9 608%, +: = Zr, cos, 
y=v 008ßh +%g 008 ßg +0 cos ß; + = Zvr cos, 
9, ⸗ vi 008% 4 0900899 + 956089 + = Zu, cos yj · 


Die refulticende Geſchwindigleit v, mit den Achlen die Winkel &, B, y 
bildend, ergiebt ſich hieraus wie folgt: 
— (Er, eosßP-F(&rjeoe)® (21) 
=v.008@ 


= 
eosg................ . (22) 
%,=v.008Y ö 









Ganz gleihe Formeln laſſen fh für die tefultivende Beichleunigung 5 
und deren Componenten jz, y jz aufftellen: 


ie WEHR HTR 2... 0.2...) 
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2.0. (22a) 





Aus vem Bisherigen ergiebt ib, tie Babn eines Punktes if eine ge 
tade Linie: 1) wenn der Punkt mit einer Geikwintigteit bebaftet ift, die: 
felbe mag conſtant oder weränterlih ſein; 

2) wenn theils nach verjelben, tbeils nach der gerade entzegengejeßten 
Nichtung ſich beliebig viele Ginflüfe geltend machen, ten Punft in veribie: 
denfer Beije in Bewegung zu jepen; 

3) wenn ver Bunft nad den verſchiedenſten Riktungen auf Bewegung 
in Anfprud genommen ift und jede der einzelnen Bewegungen entwerer glei: 
förmig oder gleihmäßig verändert, ohne beziehlihe Anfangsgeibwintigteit. iſt 
oder aud ganz ungleihjörmig jein lann, ſobald nur die in gleichen Zeiten 
durdlaufenen Wege dajjelbe conſtante Verhaͤltniß haben. 

In allen anderen Fällen if die Bahn des Punktes eine frumme Linie, 
die eine Cure von einjaher Krümmung beißt, ſobald jümmtlihe Punlte 
derjelben in einer Ebene liegen, im entgegengejegten Falle aber Curve 
doppelter Krümmung genannt wird. Wir nehmen den legteren, als ven 
allgemeineren Fall an und beftimmen vie Lage des Punktes durch jeine recht: 
winteligen Coorbinaten z, y,z. Die gerade fattjindenve Geihminvigfeit fei 
v, die wir auf der in dem Punkte conſtruirten Tangente abgetragen denen, 
welche mit den Achſen die Winkel a, B, y bilden mag. 

Die Gefhwindigleit werde auf die Achſen projicirt, fo erhält man in 
den Projectionen v, = v.cosa; 1y—=v.cosß; r.—v.cosy tie Ge 
ſchwindigleiten der Projectionen des bewegten Punktes, aus melden umgelehrt 
die Geſchwindigleit v de3 Punktes ſelbſt nah Größe und Richtung bejtimmt 
ft. Im verjelben Weile fann man die in dem Zeitmomente gerade ftatt- 
findende Beſchleunigung 5, deren Richtung mit den drei Achſen die Wintel 
A, j, v bilden mag, nach Richtung derfelben in die drei Componenten j. =j.cos A; 
=j. 0084; j,—=j.cosv zerlegt denken. Diefe find die Beihleunigungen 
der Projectionen des bewegten Punktes, welche, wenn fie gegeben, zur Be: 
fimmung von j der Größe und Richtung nad genügen. Hiernad führt man 
die Irummlinige Bewegung de3 Punktes auf die gerablinigen Bewe— 
gungen feiner Brojectionen zurüd, wobei allein barauf zu achten ift, daß 
man nad) jevem Zeitmoment der Bewegung aus den Geſchwindigleiten 
(Befhleunigungen) ver Projectionen die, rejultirende Geſchwindigkeit (Beſchleu⸗ 
nigung) de3 Punktes der Größe und Richtung nad) beftimmen muß und ba: 
durch allmälig zu der krummen Bahn des Punktes gelangt. 

Iſt die vom bewegten Punkte beichriebene Curve von einfacher Krüm— 
mung, liegt fie alfo 3. B. in der X YıEbene, fo werben die dritten Com: 
ponenten v, und 5, Null, und die Bahn ſowie die Bewegungsverhältniſſe 
des Punktes finden fih aus den beiden übrig gebliebenen Componenten. 
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Anftatt die Beihleunigung jnach den drei Achſen in ihre Componenten 
zu jerfegen, und umgelehrt aus biefen die Berechnung von j vorzunehmen, 
lann man 5 nad tangentialer und normaler Richtung zerlegen und auf die 
Beife eine weitere Einfiht in die krummlinige Bewegung erlangen. Ein 
Punkt, welder eine Curve von boppelter Krümmung beſchreibt, verändert 
unter der Einwirkung der veränverlihen Beichleunigung j fortwährend feine 
Rihtung fowie die Ebene feiner Bahn, ſodaß im Allgemeinen nur zwei aufeins 
anderfolgende Wegelemente verfelben in einer Ebene angenommen werben 
dürfen. Diefe, die Dsculationsebene ver Bewegungscurve genannt, ente 
hält auch jederzeit die augenblidlihe Richtung der Beihleunigung 5, da fie 
die Geſchwindigkeit des vorhergehenden Zeitmoments, in Richtung des erften 
Begelement3 gelegen, in die Geſchwindigleit des nächftfolgenden umänbern 
muß, welche aber in Richtung des zweiten Wegelements liegt. In der Däcu: 
lationsebene denke man ben Kreis verzeichnet, welcher vie beiden Weg: 
elemente, d. h. drei aufeinanderfolgende Punkte der Curve, in feiner Beri- 
dherie enthält. Dieſer Kreis heißt Krümmungsfreis, fein Rabius g 
Krümmungshalbmeſſer. Man zerlege nun vie Beicleunigung j in 
diefer Osculationsebene nad tangentialer und normaler Richtung in bie 
beiden Componenten jı und jun (Fig. 12). Won diefen beiden kann nur die 

tangentiale Componente jı 

Big. 12. auf die Veränderung der 
Geſchwindigkeit v Einfluß 
ausüben, die normale Com⸗ 
ponente ja dagegen bewirkt 
die Weberführung des Punktes 
aus einer Tangente in die 
nädjftfolgende ohne die Ger 
ſchwindigkeit dabei zu ver— 
ändern, 5, und v ftehen alſo 
in berfelben Beziehung zu 
einander, wie Beſchleunigung 
und Geſchwindigleit bei der 
geradlinigen Bewegung, alfo 
3 3. wie j, und v,, jy und 
%y u. ſ. w. Zur Beftimmung 
von jun; in Richtung des Krümmungshalbmefiers gelegen, ift AB ver auf 
der Eurve und dem Krummungskreiſe innerhalb eines Zeitmomente® z mit 
der Geſchwindigleit v gleihförmig zurüdgelegte Weg, und AD ver mit der 
Beihleunigung jn in derſelben Zeit in gleihmäßig veränderter Bewegung zu: 
tdgelegte Weg. Sept man hierbei den Bogen AB ftatt der Sehne AB, 
was bei der Kleinheit des Weges zuläfig, fo ift 

AB®=AD.2g 

(v-7)? = $-jn-72.2-g und hieraus 

vr 


Bene n 
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16 Erfter Abſchnitt. Phoronomie. 


welde Gleichung zugleich zur Berechnung des Krümmungsradiuß benugt wer: 

den Tann, wenn 5, und © gegeben. Zur Beftimmung ver augenbliglich ftatt- 

findenven Veſchleunigung 5 find alfo die beiden folgenden Formeln zu benugen: 

IV HEHE 2... N) 

In wird die Normals und 5 die Tangential: Beichleunigung der Bewer 
gung genannt. . 

Beifpiele für frummlinige Bewegungen. 

1) Ein Punkt A (Fig. 13) habe das Beſtreben, in ver Richtung von 

AY ſich gleihförmig mit der Geſchwindigleit c zu beivegen, und in der 

darauf normal ſtehenden Richtung A X 

Big. 18. dagegen eine gleihmäßig veränderte Be: 

= wegung mit der Beihleunigung j an⸗ 

Ag 8 7 zunehmen. Es find bie Bewegungs-⸗ 

verhältnifie des Punktes zu beftimmen. 

Man nehme die Bewegungsrichtungen 

0 als Coordinatenahfen, den Punlt A 

Ms jelbft als Anfangapunft, dann ift, nad) 

einer beliebigen Zeitvauer von £,Secun= 

den, der Aufgabe gemäß ce, = jt; 

x y=6 j;=j; y=0; und bie in 

Richtung der Achſen zurädgelegten Wege 


‚im: 4M=2=4j12; AN=y=o.t Hieraus ergeben fih: 


bie refulticende Geſchwindigleit v = Ve? + (ji)? = Ve? + 272 

die refulticende Beſchleunigung 5 = V5? + 0? =; in Richtung der ZAdhfe. 
Die Rihtung von v beftimmt fih durd die Winkel & und B, die v 

mit den Achſen bildet, und es ift 


cosa= 


st 


c 
= agge 


Durd Elimination von t aus den Gleihungen für die Wege = und y 
erhält man die Peziehungen zwifhen = und y, für jeven beliebigen Punkt 


2 
der Bahn, nämlih: y2 Fr Die hierdurch beftimmte krumme Bahn, 


Parabel genannt, läßt fih in einzelnen Punkten in der Weife beftimmen, daß 
auf der Y⸗Achſe gleihe Stüde nah der Formel c.t, und auf der X-Achſe 
Stüde nad) der Formel 4 jt? abgetragen werden, welche Iegteren fi wie die 
Zahlen 1,4, 9,16... verhalten müſſen. Entſprechende Stüde auf beiden 
Achſen find dann zufammengehörige Coorbinaten ver geſuchten Bahncurve. 
Um die Länge der Bahn, den von dem Punkte zurüdgelegten Weg s zu 


finden, nehme man die Zeitvauer = als jehr Hein = 4 einer Secunde an, 
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berechne für diefe die Gefhwindigleit = Ve? + (jr)? und fehe den mit biefer 
Geſchwindigleit während der Beitvauer 7 durdlaufenen Weg 0, als gleihförmig 
durchlaufen an. Es ift hiernach 6, =r.Vc? + (jr)? und daraus ergiebt ſich 
dann der Weg ⸗ — 20,, welche Summation um fo genauere Refultate 
liefert, je Heiner z oder je größer n angenommen wird. 
Weiter ift die Normalbeſchleu⸗ 
nigung: 


Big 14 ee 0+2jz 
— * 





e (2 

und da bier 5:7, =v:c, fo ift 
andererſeits 
J . 32 

Hieraus ergiebt ſich: 

__e*+2%j2) .»_Ve+Be)® 
ET 0 

und mit Rüdfiht auf die Gleis 





2 
Hung der Bahn 2 — nn 
2 
borin Fr der Parameter der Parabel heißt und mit p bezeichnet wird 


e=ıy N. 


Weiter findet fih nun: 
Fette 
Ber=r—[i 














2. 
ae vero® 
Sept man in den bier entwidelten Formeln g ftatt 5, fo beziehen fi 
die Verhältniffe auf einen im Iuftleeren Raume horizontal geworfenen Punkt. 
2. Ein Punkt A (Fig. 15 a. f. ©.) habe nad) der Richtung A F, das Ber 
ftreben, ſich in gleihmäßig veränderter Bewegung mit der Befchleunigung 5 zu ver⸗ 
fegen, und nad der Richtung A P,, die mit AP, einen Winkel von 90-+« 
Graden bilvet, fei eine gleihförmige Bewegung von ver Geſchwindigkeit c 
möglich. Es find die Bewegungsverhaͤltniſſe des Punktes zu beftimmen. 
Wir ermählen AP, zur X-Achſe, dabei die nach oben gerichtete Strede 
als pofitiven Theil und nehmen eine in A zu AP, errichtete Normale zur 
T. Achſe, dann ift der Aufgabe gemäß, fobald die in AP, liegende Ger 
ſcwindigleit e nad Richtung der Achſen zerlegt wird, für eine, vie beliebige 
eit von t Secunden, dauernde Bewegung: &. = c sing —jt;uy = C.c08a; 
+ Wernide, Mechanit. I. Zweite Aufl. 2 
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„eihh=ir=et.sna— il; y= ct oosa. Die fi) hieraus 
ergebenden, reſultirenden Geſchwindigleiten und Bejchleunigungen find: 
v=V(esina« — jt)? + (e.cosa)? 
ober mit Benugung von x: 

v Ver 2jr 

3=VPF 0° = jin Richtung 
der X: Adhfe. 

Der Winkel, den v mit der 
F.Achſe bildet, ift in der Figur 
für den beliebig gewählten Punft 
D ver Bahn mit m bezeichnet, zu 
deſſen Beftimmung haben wir 





Big. 15. 


* 


©.c08@ 


eos y 





esina—jt 
©.c08a 


tangn = =tanga 


_ ET Bird der Win- 


tele, den AD mit der Y-Achfe bildet, mit in die Rechnung aufgenommen, fo 
et.sina—}jt? j 
et.c08& tang ll Fre EA 
hieraus tangn = 2 tang e — tang a. 
Aus den beiden Gleihungen für die Wege = und y eliminire man t, 
fo erhält man die Beziehung zwiſchen den Coordinaten =, y irgend eines 
Bunktes der Bahn, d. h. ihre Gleihung 








ergiebt fi tang & =; 


7 
. seytunga— ia, y2. 
2 
Für 2= 0 wid y=0 und y=zen2a, d. h. die Curve ſchneidet 


die Y-Achje in zwei Punkten, von denen der Anfangspunft A der Coorbinaten 
der eine it. Die Entfernung diefer beiden Punkte mag Wurfweite heißen 
und mit W bezeichnet werben: 


Ww= 


2 
5 ein2 a. 

Diefelbe wächft unter denfelben Verhältniſſen mit der Zunahme von sin 2 « 
und wird demnach ein Marimum, wenn in2« = 1, d. h. für «= 45°. Die 
Wurfweiten W, und 7, find für zwei Winkel x und ß, die ſich zu 90° ergänzen, 
gleich groß, denn sin2 x = sin (180— 2 «) 
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Daher in diefem Gute in 2 u mp. 


Den größten Werth von z wollen wir Wurfhöhe nennen und mit 7 

bezeichnen. Um dieſelbe zu finden ift der Werth von y zu beftimmen, für 
4; - vr ein Mari 

ven ytangc—} Boos yr ein Marimum wird. Der benachbarte Werth 
dieſes gefuchten % heiße y4, fo ift für dieſen das entſprechende x, = y, kang 
Ass -yı?. Beide Ausbrüde werden von einander fubtrahirt, dann 
durch y— yı dividirt, bei dem erhaltenen Duotienten y = y, genommen und 
das Refultat — O gefeßt, wodurch die betrefiende Gleihung zur Beitimmung 
von y erhalten wird: 


[ae NIE Te Per rn) 


tnga— ad, W tn) 


er 7 
2 


=®.sina-coa=}T-in2a, 
=. sina:csa=}-- 
y J J ” 


d. h. dieſer gefuchte Werth ift gleich der halben Wurfweite W. Gubftituirt 
man dieſen Ausdrud in der obigen Gleihung für x, fo entfteht 


@ 
Mas = H= 47 sina?, 


Die Wurfhöhe Z wächſt mit der Zunahme von sin a? und wird des— 
halb für sina?— 1, aljo für «= 90° ein Marimum, was bebeutet, dab 
die anfänglih gleihförmige Bewegung des Punktes in Richtung von 4 X 
gelegen fein muß. Um die Form ver frummen Bahn erkennen zu können, 
geben wir der Gleihung eine andere Geftalt, indem wir den höchſten Punkt 
der Bahn als Eoorvinaten- Anfangspunkt nehmen, die Adien in ihren Ric: 
tungen beibehalten, für die X-Achſe aber den nah unten gerichteten Theil 
als den pofitiven annehmen, dann ift 

x:=H—z, uw 
y=4W-+yı zu fegen. 

Nah Subftitution dieſer Werthe erhalten wir: 


B-n=4WHtn) tat 


und mit Benugung der Ausbrüde für W und ZI entfteht 
2 2 
werte... 


woraus erfihtlih, daß die Bahn des Punktes auch in dieſem Falle eine 
2* 
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Parabel if. Die entwidelten Formeln laſſen ſich als Ausgangspunft für bie 
Balliftit benugen, wobei g ftatt 5 einzuführen iſt. 

Ein Punkt A (Fig. 16) befige in Richtung von Aa eine Geſchwindig- 

keit c, mit der er ſich gleichförmig bewegen würde, zugleih erfahre A von 

dem Punkte C in jedem Zeitmoment die Ans 

Fig. 16. regung einer ungleihförmigen Bewegung mit der 

Beſchleunigung j. Es find die Bewegungs: 

verhältniffe des Punktes zu entwideln, unter der 

Vorausfegung, daß beide Bewegungen in der⸗ 
ſelben Ebene liegen. 

Es fei Aa der in einem Zeitmoment x durch 
die Geſchwindigleit c und A der in berfelben 
Zeit dur die Beſchleunigung j von C auß vers 
anlafte Weg, welchen beiden der Punkt dadurch 
genügt, daß er ſich in berjelben Zeit von A bis B 
bewegt. Könnte man die Wirkung von C außer 
Kraft treten laſſen, fo mwürbe fi der Punkt 
mit der erlangten Geſchwindigkeit in Richtung 
von AB gleidhförmig weiter bewegen und am 
Ende de3 nädjften Beitmoment3 nad 5 gelangen, 
wobei AB= Bd fein müßte. "Die Wirkung von C hindert dies jedoch, 
veranlaßt vielmehr. ein Hinziehen des Punktes nah C um das Stüd BB, 
aus welchen beiden Bewegungsrichtungen wieder der Weg BD refultirt. In 
derſelben Weiſe jegt fih die Bewegung des Punktes fort, der alfo die ges 
brodene Linie AB DE... beſchreiben wird. Nimmt man die Wirlung von 
C aus, wie es in der That ift, al ununterbrohen an, fo wird fih als 
Bahn des Punktes eine frumme Linie ergeben, die ihre hohle Seite dem 
Punkte C, Gentralpunkt oder Centrum genannt, zukehrt. Die Verbindungs- 
linie irgend eines Punktes der krummen Bahn mit dem Centrum C beißt 
Leitſtrahl, radius vector. 





Man fieht leicht, daß die von dem Leitz 
Fig. 17. ftrahle in derfelben Zeit durchlaufenen Flächen: 
räume einander gleib find. Es ift nämlich 
ACAa= ACAB=ACBb= ACBD 
— u. ſ. w. und hieraus folgt 
ACABSAOBD COB u. ſ. w., 


wodurch die obige Behauptung bewieſen iſt. 
Sind aber die in gleichen Zeiten von dem radius 
vectör durchlaufenen Flächenräume gleich groß, 
fo verhalten fie ſich überhaupt wie die Zeiten. 
Dies bier bei der fogenannten Central» 
bewegung gefunbene Gefeg ift befannt unter 
dem Namen „das Princip der Flachen“. 
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Bei der wirklich ftattfindenden krummlinigen Bewegung erſcheinen die in 
einem Zeitmoment von dem Leitſtrahl befchriebenen Flächen als Kreisaus— 
ſchnitte mit unendlich Heinem Mittelpunktswintel, Bezeihnet daher (Fig. 17) 
für ven beliebigen Punkt P ver Bahn, r die Länge des Leitſtrahls, der mit der 
X-Achſe den Winkel $ bilden mag, wobei wir das Achſenkteuz durch das Cens 
trum C gelegt venten, fo ift der Inhalt diefer Fläche, unter 9, und 9, zwei 
aufeinanderfolgende Werthe diejer Winkel verftanden, 

4r?.arc(d, — Ba). 


Terner Henne. Hieraus ers 


i shi 
giebt ſich Pier oder 


FERFE EN 
als Bedingung, daß die auf den bewegten Punkt einwirkende Beſchleunigung 
jederzeit dur das Centrum geht, daß wir es aljo mit einer Gentralbewegung 
zu thun haben. 

Die Form der krummen Bahn, die ſich mittel höherer Analyfis in jedem 
einzelnen Falle beftimmt, ift abhängig von ber Anfangsgeſchwindigkeit des 
Punktes, von dem Gejege für die Beichleunigung und von der zu Anfang 
ftattfindenden gegenfeitigen Neigung der beiden Bewegungen. 

Die bei ber Gentralbewegung erlangten Geſchwindigkeiten find den Längen 
AB, BD, DE... ($ig. 16) proportional und verhalten fih als Grund⸗ 
Iinien flä‘engleiher Dreiede, umgekehrt wie die Höhen derſelben, d. h. ums 
gelehrt wie die vom Centrum auf die Curve (Tangente) gefällten Normalen. 
Da diefelben im Allgemeinen ungleich find, fo wird auch bie Bewegung des 
Bunktes auf der Curve eine ungleihförmige fein mäüflen, die erft dann zu 
einer gleihförmigen werben kann, wenn die Bahn des Punktes ein Kreis ift. 
Die Bewegung eine Punktes auf einem Kreife kommt al drehende Bes 
wegung um eine feite Achſe jehr häufig zur praftiihen Verwendung. 

& fei (Fig. 18) r der Halbmefier des Kreifes, auf defien Umfang ber 

Buntt A bei gleihförmiger Bewegung nad) einer 





Big. 18. Secunde in O anlangt. Der Bogen AO ift 
A NP _y dann die Gefchmwindigfeit c des Punktes, Der 
=“ © zu diefem Bogen gehörige Gentriwinfel in Bogen⸗ 


maß, mit @ bezeihnet, beißt die Wintel« 

geſchwindigkeit der treisförmigen Bewegung. 

Nach den Gefegen für die gleihförmige Bewegung 
ift ver nah 2 Secunden zurüdgelegte Weg 

sectermt.... (8) 

x Bei der drehenden Bewegung laſſen ſich vie 

in einer gewiſſen Zeit gemachten Umläufe direct 

durch Beobachtung finden, aus denen fih dann duch eine einfahe Rechnung 
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20 Erfter Abſchnitt. Phoronomie. 
Parabel ift. Die entwidelten Formeln laſſen fi als Ausgangspunft für die 
Balliftit benugen, wobei g ftatt 5 einzuführen ift. 

Ein Punkt A (Fig. 16) befige in Richtung von Aa eine Geſchwindig ⸗ 

feit c, mit der er fid) gleihförmig bewegen würde, zugleih erfahre A von 

dem Punkte C in jedem Zeitmoment die An- 

Big. 16. regung einer ungleihförmigen Bewegung mit der 

Beihleunigung 5. Es find die Bewegungs: 

verhältniffe des Punktes zu entwideln, unter ber 

Vorausſehung, daß beide Bewegungen in ber: 
felben Ebene liegen. 

Es fei Aa ber in einem Zeitmoment x durch 
die Geſchwindigleit c und Aa ber in berjelben 
Zeit durd die Bejhleunigung 5 von C auß vers 
anlafte Weg, welchen beiden der Punkt dadurch 
genügt, baß er ſich in berjelben Zeit von A bis B 
bewegt. Könnte man die Wirkung von C außer 
Kraft treten laſſen, fo würde fih ver Punlt 
mit der erlangten Geſchwindigleit in Richtung 
von AB gleihförmig weiter bewegen und am 
Ende des nädften Zeitmoments nad 5 gelangen, 
wobei AB Bd fein müßte. Die BWirtung von C hindert dies jedoch, 
veranlaßt vielmehr ein Hinziehen des Punktes nah C um das Stüd BB, 
aus welchen beiven Bewegungsrichtungen wieder der Weg BD refultirt. In 
verfelben Weife fegt fi die Bewegung des Punktes fort, der alſo die ger 
brodene Linie AB DE... beſchreiben wird. Nimmt man die Wirkung von 
C aus, wie e3 in der That ift, als ununterbrochen an, fo wird ſich als 
Bahn des Punktes eine frumme Linie ergeben, die ihre hohle Seite dem 
Punkte C, Gentralpuntt oder Centrum genannt, zufehrt. Die Berbinbungs- 
linie irgend eines Punktes der frummen Bahn mit dem Gentrum C beißt 
Leitſtrahl, radius vector. 





Man fieht leiht, daß die von dem Leit: 
Fig. 17. ſtrahle in derfelben Zeit vurdlaufenen Flähen: 
räume einander glei find. Es ift nämlich 
ACAa= ACAB=ACBb= ACBD 
— u. ſ. mw. und hieraus folgt 
ACAB=ACBD=CDE=u{,w, 
wodurch die obige Behauptung bewieſen ift. 
Sind aber die in gleihen Zeiten von dem radius 
vector durchlaufenen Flähenräume gleich groß, 
fo verhalten fie fi überhaupt wie die Zeiten. 
Dies bier bei der fogenannten Gentral- 
bewegung gefundene Geſetz ift befannt unter 
dem Namen „das PBrincip der Flachen“. 
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Bei der wirklich ftattfindenden krummlinigen Bewegung erſcheinen die in 
einem Zeitmoment von dem Leitſtrahl beſchtiebenen Flächen als Kreisaus— 
ſchnitte mit unendlich Hleinem Mittelpunltswinkel. Bezeichnet daher (Fig. 17) 
für den beliebigen Punkt P ver Bahn, 7 die Länge des Leitſttahls, der mit der 
X-Achſe ven Winkel $ bilden mag, wobei wir das Achſenkreuz durh das Gen: 
trum C gelegt denken, fo ift der Inhalt diefer Flache, unter 9, und Dg zwei 
aufeinanderfolgende Werthe diejer Winkel verftanden, 

3r?.arc(d, — 9). 





Ferner it j —j.codt—=j Zund . ain Hieraus er 


PER 
= ıy 

yhzadıı 
als Bedingung, daß bie auf den bewegten Punkt einwirkende Beſchleunigung 
jederzeit dur das Centrum gebt, daß wir es alfo mit einer Gentralbewegung 
zu thun haben. 

Die Form der krummen Bahn, die fi mittels höherer Analyfis in jedem 
einzelnen Falle bejtimmt, ift abhängig von der Anfangsgeſchwindigkeit des 
Punktes, von dem Gefege für die Beſchleunigung und von der zu Anfang 
ftattfindenven gegenfeitigen Neigung ber beiden Bewegungen. 

Die bei der Centralbewegung erlangten Geſchwindigkeiten find den Längen 
AB, BD, DE... ($ig. 16) proportional und verhalten fih als Grund: 
linien flädengleiher Dreiede, umgelehrt wie die Höhen derfelben, d. h. ums 
gelehrt wie die vom Centrum auf die Curve (Tangente) gefällten Normalen. 
Da dieſelben im Allgemeinen ungleich find, fo wird aud die Bewegung des 
Punktes auf der Curve eine ungleihförmige fein müflen, die erft dann zu 
einer gleihförmigen werden fann, wenn die Bahn des Punktes ein Kreis ift. 
Die Beregung eines Punktes auf einem Kreife kommt als drehende Be 
megung um eine fefte Achſe ſehr häufig zur praftiihen Verwendung. 

& fei (Fig. 18) r der Halbmeſſer des Kreiſes, auf defien Umfang der 
Punkt A bei gleihförmiger Bewegung nad) einer 


oder 


giebt ſich 


Big. 18. Secunde in O anlangt. Der Bogen AO ift 
A NP 5 dann die Geſchwindigleit c des Punktes. Der 
>K zu diefem Bogen gehörige Gentriwinkel in Bogen⸗ 


maß, mit @ bezeichnet, heißt die Wintel« 
geſchwindigkeit der treisfürmigen Bewegung. 
Nah den Gejegen für vie gleihförmige Bewegung 
ift der nah t Secunden zurüdgelegte Weg 
sentzera.t.... (8) 
x Bei der drehenden Bewegung lafjen fi bie 
in einer gewiſſen Zeit gemachten Umläufe direct 
duch Beobachtung finden, aus denen fih dann duch eine einfahe Rechnung 


22 Erfter Abſchnitt. Phoronomie. 
die Geſchwindigkeit ergiebt. Man bezieht dabei allgemein die Anzahl ber 
Umbrehungen auf die Zeitvauer von einer Minute, und bezeihnet dieſe mit u. 
Für diefe Annahme ift 

s=22r.u=0.60=r.0.60 .. . . (26) 

Hieraus ergiebt fih 
c=01047r.u 
@ = 0,1047 .u 


v= 9,5493 2 = 9,5493 .0. 


Die Beſchleunigung j bei diefer Bewegung ftimmt mit der Normal: 
bef&leunigung 5, überein und ift n. F. 23, da hir g=r wirb: 
i— = ® = ‚®, 
jsh=7 ra 


Bezeihnet man nod die Zeitbauer eines Umlaufes mit £,, fo hat man 
2 
2rr=ch; eier, ar wiu=2z V u 
&ı 4 
Für einen beliebigen Puntt P ver Bahn bilve der Halbmefler r mit der 


X.Achſe ven Winkel $ (Fig. 19), mobei alfo das Adjenkreuz dur den 
Mittelpunkt C gelegt worden, dann ift 








J 8 FF 

Big. 19. „=j.089=j- 7 Es ift dies 
zugleih vie Beihleunigung der Pro: 
jection P, des Punktes P auf der X-Achfe 
während feiner Bewegung auf ver 
legteren. Bei einem vollen Umlauf des 
Punktes P auf dem Kreiſe mit der- 
felben Geſchwindigkeit c bewegt ſich P, 
auf dem Durchmeſſer des Kreifes hin 
und zurüd mit der veränderlichen Be: 


ſchleunigung F Eine derartige hin: 





und hergehende Bewegung heißt eine 
Schwingungsbewegung. Diefelbe ift in 
unferm Fall geradlinig, ihre Beſchleu—⸗ 
nigung ift proportional der Entfernung des Punktes P, von dem Mittel: 
puntte C und die Zeit, welche P, gebraudt, um in feine Anfangslage zurüds 
zulehren, die Schwingungszeit, ftimmt mit der Umlaufszeit tz des Punktes P 
auf dem Kreiſe überein. Die Geſchwindigleit v de3 Punktes P, ift c.sin®, 
welche alfo mit der Zunahme des Winkels 9 zunimmt, bei A glei Null, 
bei © gleih c und in B wieder gleih Null ift und für zwei Punkte, die ſich 
in gleiher Entfernung ven CO befinden, gleiche Werthe annimmt, Um bie 
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Scwingungabewegung unabhängig von der Bewegung auf bem Rreife zu bes 
handeln, führen wir vie Beichleunigung s in der Entfernung 1 vom Gentrum 
ein, und nehmen an, daß dem Winkel & vie Zeit e entſpreche, dann ift, da 


9:22 =t:1,Ü0 rm t 
ti r 
2x 
die Schwing: it t = — 
oingungägeit cꝛ 7. 
i i term .2 
die halbe Schwingungsweite r = c ie w 


vie Beſchleunigung am Ende der Shwingung j=r.ı=cYVe, 
die Entfernung des Punktes P, vom Schwingungscentrum nad t Secunden 


e t 
s=r.08= I. .c(2=.) 
vi 4 


= “cost Vi). 


Die veränderlihe Geſchwindigleit v des Punktes, die wir, da fie die 
Entfernung = verfleinert, negativ nehmen, ift 
v=—c-sind=—csnltYı) 
und endlich vie veränderlihe Beſchleunigung jz, ebenfalls negativ genommen 





o 
„=—rı= ir. I = —ır—: 
Js Tv cos (t Yı) 


= — cVieoos(eYVı) 

Da wir für die Projection P, des Punktes P auf der Y+Adfe dies 
felben Gefege nachweiſen Tonnen, fo läßt fih die gleihförmige Bewegung auf 
einem Kreife auch zufammengefegt denken aus zwei aufeinander normalftehen: 
ven geradlinigen Schwingungen von gleicher Schwingungsweite mit einer ber 
Entfernung vom Centrum proportionalen Bejhleunigung, wobei die eine Bes 
megung von ihrem Gentrum, die andere von der Schwingungsweite ausgeht. 

Eine ungleihförmige Bewegung auf einem Kreife kann keine Gentral: 
bewegung fein, bie bier auftretende Veſchleunigung 5 liegt nicht in Richtung 
des Halbmeſſers, ift vielmehr nach tangentialer und normaler Richtung zu 
zerlegen in die Componenten ji und jun, von denen bie erftere die Verände⸗ 
rung in ber Gefhrginbigleit v bewirkt, die andere den Webergang des Punktes 
aus einer Tangente in bie ambere veranlaßt. Der veränderlihen Wintel- 


geſchwindigleit @ =! entſpricht auch eine veränderlihe Winkelbeſchleunigung 


*. 
r 
Beſitzt ein Punkt A für dafelbe Centrum C vie Winkelgeſchwindigkeiten 


©, und @,, fo find feine Peripheriegeſchwindigleiten, die Entfernung A C 
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wieder glei r angenommen, r.@, und r.@z bie durch Addition oder Sub: 
traction mit einander zu vereinigen find, je nachdem der Ginn der Drehung 
für beide Bewegungen derjelbe oder der gerade entgegengefegte iſt. Die al- 
gebraifhe Summe Zr. @, giebt alfo in jedem Falle die refultirende Veripheries 
geihtwindigleit, aus welcher fih buch Diviſion mit r die betreffende reſul⸗ 
tirende Wintelgefäwindigteit o = Fo, ergiebt. Das Refultat ändert ſich 
nicht, wenn der Punkt aud mehr als zwei gleichzeitige Winlelgeſchwindig⸗ 
leiten befigt. 

In gleiher Weife lafien fih die Beihleunigungen eines Punktes für 
mehrere kreisförmige Bewegungen, zu demfelben Centrum gehörig, durch alge— 
braifche Aobition vereinigen und daraus beftimmt fih dann bie reſultirende 
Winlelbeſchleunigung ı. 


Webungen. 





1. Ein Dampfwagen rollt mit einer Geſchwindigkeit von 10”; welchen 
Veg s wird er nad) einer halben Stunde zurüdgelegt haben? 
s = 18000" = 1800 Delameter (D") 
180 Hectometer (Zr) 
18 Kilometer (K) 
= 1,8 Myriameter (Mm). 

2. Wie groß ift die mittlere Geſchwindigkeit eines Pferdes, das während 
4 Stunden einen Weg von 24000” zurüdlegt? 

1,667” = 1” 6 Decimeter (dm) 6 Centimeter (cm) 7 Millimeter (mm). 

3. Gin Bote, der ſich mit einer Geſchwindigleit von 1,5” bewegt, foll 
einen Weg non 300.D" zurüdlegen. In welcher Zeit lann er das ausführen? 

33%/, Minuten. 

4. Ein Courier made in a Stunden 5 Meilen. n Stunden nad) feiner 
Abreife werde ihm ein zweiter nachgeſchidt, der in ce Stunden dMeilen macht. 
Der Ort, aus weldem der zweite Courier abgeht, liege um g Meilen gegen 
den erften Ort zurüd oder vor. In welcher Zeit erreicht der zweite Courier 
den erften? 





nbtaq 
In ad s® Stunden. 





5. Für die vorige Aufgabe ift das beftimmte Refultat anzugeben, wenn: 


a=8, e=10, 
=, =, 
= wg=12 

gefegt wird und der zweite Ort gegen den erften zurüd liegt. 
In 120 Stunden. 


6. Ein auf der Oberfläche eines Fluſſes ſchwimmender Körper legt während 
3 Minuten einen Weg von 150” zurud. Wie groß ift die Geſchwindigleit des 
Korpers oder die Geſchwindigleit des fließenden Waſſers an der Oberfläche? 
0,8337 — gim gem mm, 





an 


s=jtme=jjet 
tr=0;, s=400"— 41m 
10. Ex Riryer beugt cine Geiturintirteit wen 7.7” ame wird im eine 
gleikmätig beiklemuiste Bewezıny weriegt, teren Aorlerıtien 5,5= in. Rad 
med Zeu hat ver Kürper einen Weg ver 200° zurbdadegt? 
s=e.t+4}j#® 
1= 269 Sonnen 
11. Ein Riıyer, ver fh im gleitmähig werinderter Peweyung befunden, 


12. Gin Aëwer bewege ſich bei einer Auiungigerhwintigfeit ven 100” 
uud einer Acceleration von 1” gleichmäßig verzögert une erlınge eine End: 
geidneindigleit von T=. Wie viel Zeit in dazu erforderlich une melden Weg 
hat der Körper zuchägelegt? 

v=e—jt 
s=ct—1jje 
93 Secunden; 4975,5". 

13. Cine Locomotive habe in einem befiimmten Augenblide eine Ge: 
ſawindiglein von 13”. Gie werbe fo gebremit, daf fie in jeder Gerunde 2” 
an Geſcqhwindigleit verliert. 

& Bie groß ift die Geſchwindigleit nach 6 Secunden, wie groß it der 
äurhägelegte Weg? 

b. Rach welder Zeit ſteht die Locomotive Rill? 





Uebungen. 27 
© Wie groß muß die Geſchwindigleitsabnahme fein, damit die Loco: 
motive nah 30 Secunden in Ruhe kommt? 
a. 1”; 42”; b. 6,5 Secunden; c. 4,3, 


14. Ein Körper ift im Iuftleeren Raume 4 Secunden frei gefallen. Wie 

groß ift die erlangte Endgeſchwindigleit, wie groß der durdfallene Weg? 
39,24”; 78,48”, 

15. Gin im Iuftleeren Raume frei fallender Körper hat eine End⸗ 
geihtwindigkeit von 250” erhalten. Wie lange ift der Körper gefallen, melden 
Weg hat er zurüdgelegt? 

25,48 Secunden; 3185”. 

16. Gin Körper hat im Iuftleeren Raume einen Weg von 85” frei 
fallend zurüdgelegt. Wie lange ift der Körper gefallen, melde Endgeſchwindig- 
kit hat er erlangt? 

4,1 Secunden; 40,22”, 

17. Wie hoch fteigt ein Körper, der mit einer Geſchwindigkeit von 40m 
fentreht im Iuftleeren Raume in die Höhe geworfen wird, und welde Zeit 
gebraudt er dazu? 

4,07 Secunden; 81,55”. 

18. Gin Körper, der im Iuftleeren Raume ſenkrecht in die Höhe geworfen 
wurde, fam nach 18/4 Secunden zur Erbe zurüd. Wie groß war die Ans 
ſangsgeſchwindigkeit des Körper, wie hoch mar er geftiegen? 

90,74”; 419,67”. 

19. Welchen Raum duchfält ein in einen Brunnen ſenkrecht hinab: 
geworfener Stein, den man nah £ Secunden aufihlagen hört, wenn man den 
Luftwiderſtand nicht berüdfichtigt und die Geſchwindigleit des Schalls gleich 


am ſeht? 
Pike chen Vzagtta® 
9 

20. In Schweden giebt es Höhlen, für die 2 gleih 25 zu ſehen iſt. 
Die tief find biefelben, wenn die Geſchwindigkeit des Schals zu 340” ger 
tehnet wird? 

1870", 

21. Gin Körper, ver im luſtleeten Raume frei fallt, hat an einem gewiſſen 
Buntte feiner Bahn eine Gefhwindigfeit von 17, an einem tiefer gelegenen 
dagegen eine Gefhwindigkeit von 90”, Wie groß ift die Entfernung der beis 
ven Bunte; welche Zeit gebraucht der Körper, um biefelbe zurüdzulegen? 

398,11”; 7,44 Secunden. 

22. Cin Punkt hat nad zwei auf einander normalen Richtungen die Ge 
ſchwindigleiten (Befhleunigungen) von 35” und 87”. Es ift die vefultirende 
Geihwindigkeit (Beihleunigung) der Größe und Richtung nad zu beftimmen. 

93,77"; 68° 5’ mit der Geſchwindigleit von 36”, 
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7. Ein Menſch bewege fih auf dem Verdede eines Schiffes mit einer 
Geſchwindigleit von 1,5” in Richtung der Bewegung, während das Schiff 
felbft eine Gefhwinbigfeit von 7” hat. Wie groß ift die Geſchwindigleit des 
Menſchen für die als feft angenommene Erdoberfläche? 

8,5", 

8. Gin Körper bewege fi in t Secunden von A nad B. Die beiden 
Buntte Tiegen in einer Ebene und find durch ihre Coorbinaten æ1, yı und 
&g Ya gegeben. Es ift hieraus die Geſchwindigleit des Korpers ſowie bie 
Richtung von AB gegen die X+Ahje zu finden: 

Va +)” 


t 


= 


Yy-Yı, 
%2—% 

9. Ein Körper befinde fih 10 Secunden lang in gleichmäßig beſchleu— 
nigter Bewegung mit der Beihleunigung 8”. Wie groß ift die Endgeſchwindig⸗ 
teit de3 Korpers nach dieſer Zeit und wie groß ift der durdlaufene Weg? 

J v It und 45062 
v=80; s=400"=4H", 

10. Ein Körper: befigt eine Geſchwindigkeit von 7,7” und wird in eine 
gleihmäßig beihleunigte Bewegung verfept, deren Acceleration 5,5” if. Nah 
welcher Beit hat ber Körper einen Weg von 2200” zurüdgelegt? 

s=c.t+3j 
t = 26,9 Secunden. 

11. Ein Körper, der fih in gleihmäßig veränderter Bewegung befunden, 
habe bei einer Anfangsgeſchwindigkeit von 7” eine Endgeſchwindigleit von 125” 
erlangt und dabei einen Weg von 3250” zurüdgelegt. Wie groß war die 
für die Bewegung vorhandene Beichleunigung? 

2 _ 02 
: ern = 2m, 

12. Ein Körper bewege fih bei einer Anfangsgefhwindigkeit von 100” 
und einer Acceleration von 1” gleihmäßig verzögert und erlange eine End: 
geihtwindigkeit von 7m. Wie viel Zeit ift dazu erforderlich und melden Weg 
hat der Körper zurüdigelegt? 

v=0o—jt 
s=ct—4jt 
93 Secunden; 4975,5”. 

13. Eine Locomotive habe in einem beftimmten Augenblide eine Ges 
ſchwindigleit von 13”. Sie werde fo gebremft, daß fie in jeder Secunde 2m 
an Geſchwindigkeit verliert. 

a. Wie groß ift die Gefhwindigleit nah 6 Secunden, mie groß ift der 
zurüdgelegte Weg? 

b. Nach welcher Zeit fteht die Locomotive fill? 


tang = 





‚= 








Uebungen. 27 


© Die groß muß die Geſchwindigleitsabnahme fein, damit die Loco: 
motive nach 30 Secunden in Ruhe kommt? 
a. 1%; 42”; b. 6,5 Secunben; c. 4,34", 


14. Ein Körper ift im Iuftleeren Raume 4 Secunden frei gefallen. Wie 

groß ift die erlangte Endgeſchwindigkeit, wie groß der burchfallene Meg? 
39,24”; 78,48”. 

15. Gin im Iuftleeren Raume frei fallender Körper hat eine "End: 
gefhwindigkeit von 250” erhalten. Wie lange ift der Körper gefallen, melden 
Weg hat er zurüdgelegt? 

25,48 Secunden; 3185”. 

16. Ein Körper hat im luftleeren Raume einen Weg von 85” frei 
fallend zurüdgelegt. Wie lange ift der Körper gefallen, welde Endgefhwinbig- 
keit hat er erlangt? 

4,1 Secunden; 40,22”. 

17. Wie hoch fteigt ein Körper, der mit einer Geſchwindigkeit von 40” 
ſenkrecht im Iuftleeren Raume in bie Höhe geworfen wird, und welche Zeit 
gebraucht er dazu? 

4,07 Secunden; 81,55". 

18. Ein Körper, der im Iuftleeren Raume ſenkrecht in die Höhe geworfen 
wurde, kam nad) 18%, Secunden zur Erde zurüd. Wie groß war die An: 
fangsgefhwindigfeit des Körpers, wie hoch war er geftiegen? 

90,74”; 419,67", 

19. Welchen Raum durchfällt ein in einen Brunnen ſenkrecht hinab: 
geworfener Stein, den man nad £ Secunden aufihlagen hört, wenn man ben 
Suftwiderftand nicht berüdfihtigt und die Geſchwindigleit des Schals gleich 


am jegt? 
ehe VRegt te, 
g 

20. In Schweden giebt es Höhlen, für die £ gleih 25 zu ſehen ift. 
Vie tief find diefelben, wenn die Geſchwindigkeit des Schals zu 340” ge 
technet wird? 

1870", 

21. Ein Körper, der im luftleeten Raume frei fallt, hat an einem gewiſſen 
Bunkte feiner Bahn eine Geſchwindigkeit von 17”, an einem tiefer gelegenen 
dagegen eine Geſchwindigkeit von 90*. Wie groß ift die Entfernung der bei— 
den Punkte; welche Zeit gebraucht der Körper, um biefelbe zurüdzulegen? . 

398,11”; 7,44 Secunden. 

22. Ein Punkt hat nad) zwei auf einander normalen Richtungen die Ger 
fhwindigfeiten (Befhleunigungen) von 35” und 87”. Es ift die tefulticende 
Geihmindigteit (Beihleunigung) der Größe und Richtung nad zu beftimmen. 

93,77”; 68° 5’ mit der Geſchwindigleit von 35”, 


2* ci Lida 
2. Aca sl m emem Sarte zer Beimemgier za 120” in 
gi neue ie, Seitwerngteuer geisger. zo em 


73 m er mu Fetrintig- 





a 517174 mo 15”, 775° 
& 97,343* 2 dem renden Kutl pm: Ei DEr 
4 Cx LaC bir zu Beten 15 nd nz srmuıme errmalen 
Kir, me zu rät a mer re per. ir Krimi werinterte 
Bewe:zız zı wer Brit: ııme 35”, Stang 63 if 
ve Sie gr Kicog te molzeen Mt u beine 
123.759%: TE 324", 5715". SEN 
25. Ex Erıt ki dr Gelmuntz em 55", re mt tr auf⸗ 
Axızrer uomms Rh gesz werneg Il, er 
a) jrei ver Ermecıscen 10® zn 33% Veımm; 
b) eize ter Ermoczrse eine Geige wer ID/@ Sn ger tie gegebene 
Gelrerigr wi da ee Ösen v2 Std 15°6714” Eile; 
cı tie gegebene Geiirizrizk M zweien ver Öomrexexien tie Winfel 
87°13'12” zar 54° 
a 489 49°; 73’31'27”, 65°18 49°, 
b. 120” 71'235 51"; 531.02% mi: 15° 614°; 
e. 445,7%, 3210*; 26.676%; Eu 


26. Ein Fırt füge nad vier in eier Edene liegenden Riktungen 
tie Geitwintigteiten (Beitlamizurien) 12-. 24 36“, 48", tie mit einer 
& , zc$ ver Reibe vie Winlel 
ee Geitzintigleit ver Größe 















Sir at" 49'32", 












urr Richtung nah zu keitiamen. 


= 75,142; ,=80,915;c= 110,14; a =47' 710", = 42°52'50". 
27. Auj einem Fluñe, ver mit einer Geitwintigleit von 1 fließt, er: 

hält ein Kahn durch Ruverer unter einem Sinlel von 30° gegen ven Strom 

eine Geihwindigleit ven 1,3”. Es it vie Größe unr Richtung der deſul- 

tirenden Gejkwintigleit zu keitimmen: 

+02 +20, %cosa 

g:0:C=sina,:sina,:sine 











28. Zwei in einem Punkte wirkjame Beſchleunigungen von 115” und 
89” bilden miteinander den Winkel 147°8'3". 

a. Wie groß ift die reſultirende Beichleunigung? 

b. Wie groß ift der Winlel, den bie gegebenen Beihleunigungen mit: 
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einander bilden, wenn bie refulticende Beihleunigung gleich ver Heineren oder 
gleih ver größeren der gegebenen Beichleunigungen ift? 

a. 62,865” mit 89” den Winkel 83°4’ bildend. 

b. 130° 14’44”; 112°45'54”. 

29. Die einem Punkt eigene Beichleunigung von 77,5” ſoll in zwei 
Beihleunigungen zerlegt werben: 

& wenn bie Componenten mit der gegebenen Beſchleunigung die Winkel 
35°7'11” und 52°9’8” bilden; 

b. wenn eine der Componenten gleih 50,5” ift unb mit der gegebenen 
Beihleunigung einen Wintel von 36°8'6” bildet; 

e. wenn eine der Componenten gleih 60,0” genommen wird und bie 
andere no zu beftimmende Componente mit der gegebenen Beichleunigung 
den Winkel 47°10'11” bilbet; 

d. wenn bie beiden Componenten der Größe nach gleih 46,2 und 35,0” 
gegeben find. 

a. 61,265”, 44,634”, 

b. 47,27, 39°2'3”, 

0. 71,88” oder 33,48m, 61°28'17” oder 24°9'4", 

d. Beide Componenten bilden den Mintel 35°4’ und die refultirende 
Beihleunigung ſchließt mit 46,2” den Wintel 15°2’18” ein, 


30. Ein Körper bewege ſich längs der gebrodenen Linie ABCDEF 
(ig. 20); ©, ß, y, Ö feien die Winkel, 

Fig. 20. die die aufeinander folgenden Xheile der 

Linie miteinander bilden. Der Körper 
babe zu Anfang der Bewegung die Ge: 
ſchwindigkeit c gehabt. Mit welcher Ges 
ſchwindigleit v kommt der Körper nach F? 

v=c cosa cos cosy cosd. 


31. Die Befchleunigung j, die Ges 
ſchwindigkeit v und der Weg s find bei 
jeder Bewegung von der Zeitvauer £ abhängig, d. h. es laſſen fich jederzeit 
Bahlemausprüde angeben, welde £ als die Veränderliche enthalten und den 
obigen Werthen 5, v, 3 gleich find. Diefe Zahlenausprüde wollen wir Func⸗ 
tionen von 2 nennen und dies durch einen ver Buchſtaben /, F, F anzeigen. 
Für jede Bewegung beftehen biernad die drei Gleihungen 5j=f, v= Fi, 
s= I. ‚Der Zufammenhang biefer drei Functionen ift in $. 13 dargethan und 
gegeigt worden, daß die Duadratur ver Befchleunigungscurve (fi) die Ger 
ſchwindigleit v und die Quadratur der Geſchwindigkeitscurve (Fi) den durchs 
Iaufenen Weg # liefert. Bezeihnen wir die Ouabratur der von einer Cume 
begrenzten Zläche, mit Q (da8 gewohnlich benupte Zeichen ift (), fo ift 

Q=ah=v....2:2 222.2... 
und QG=Qh=s....... 60) 
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Weiter iſt nach $. 4 tang = v, unter ꝙ den Winkel verſtanden, den 
gig. 21. die geometrifhe Tangente irgend eines 
“ Punktes der Wegcurve (3,) mit der 
X. Achſe bildet und tang y = j, wenn 
v den Winkel vorftellt, den die geo- 
BR metriſche Tangente irgend eines Bunt: 
te3 der Geſchwindigkeitscurbe (7) 
mit der X⸗Achſe bildet. Es ift aber 
j _QR_n—n 

(dig. 21) tang = PR 
T A MN X wenn s, und s,, alfo aud tz und £, 
aufeinander folgende Werthe vor: 
ftellen, was wir durch Vorfegung des Wortes „lim“ (limes, Grenzwerth) bes 

zeihnen wollen. Wir haben hiernach 

im EZ _ 1m Ta — In _ 


t2z ⸗ J 





tung p= lin — — 6) 
und ebenſo 
— F 
tang y = u A=j 0) 





a—h 

Die und vorlommenden Bewegungen find durch algebraifhe Functionen 
von t außbrüdbar d. h. in dieſen Functionen erjheinen nur Potenzen von t 
mit geraden Erponenten, fo daß e3 fi bei Berechnung der obigen vier 


—8 
Gleichungen um Beſtimmung der Werthe von in ¶ und Qir handelt. 
Ah 


Es ift 
in U u, Et) HT 











4—h ta—tı 
Nachdem t — t gehoben, ſetze man 
Fig. 22. tz ⸗ti =t, wodurch entſteht: 
um at _ nm, 
a—hh 


Zur Beitimmung von Qi" denke man 
(Fig. 22) die zu berechnende Fläche in bie 
elementaren Rechtede zerlegt, deren eine Seite 


MN gleih 4 ift und deren andere Seiten ber 


Beten (a E) · E) ve l 


find. Hiernach iſt alſo: 


aan [+ (04 ++] 


Zum [en HER han 





me+i 


uUebungen. 3 
_ vHP+3+4..@—1 
tt. un ( — 
Zur Berechnung des Zahlers vorſtehenden Ausdruds gehen wir von der 
algebraiſchen Formel aus: 
atı_dp+ı 
a—b 
Nehmen wir bier an, daß a > d, und fegen einmal in dem Ausbrud 
fatt 5 überall =, fo wirb der Ausdrud rechts zu groß, wird dagegen anftatt 
a überall 5 gefept, jo wird die rechts ftehende Summe zu Hein. Wir ers 
halten bei dieſen Subftitutionen die doppelte Ungleichheit: 
at — tl) <(n+ 1).a 
a—b >e+1).® 
In der erften Ungleihheit fegen wir a=r und d=r—1, in ver 
wein a=z +1 un 34, fo entfteht: 
Ha WH<RHD® ....2..W 





=ataid ande ...abe-i4D 


oder 
+1 (@— ıyt 
> <a” un 
C+YH—arHDaHD. 2.2.22...) 
oder 
@+Pt1— art 
n+1 
Diefe beiden Ungleichheiten werben derartig in eine zuſanmengeſett daß 
= in die Mitte kommt, alſo 
@+ytH—atı +1— (@— 1)"+1 
afı >a>t —— 
worin wir für x, nach der Reihe 1, 2, 3, 4, bis (m — 1) ſeten und dann 
die erhaltenen Ungleichheiten zufammenzählen. 
gr+ı 134 12 41 
—2— 
gu41 2141 211 —_ 1341 
a+1 >2> a+1 
4. 1 3141 gn+1 — gn+1 
ap >> Tr 
u. ſ. w. bis 
„ent mt 
>(m—-ı > — 


wFrrLlL]j ID 
Fsrtrint.wen> 


>. 








m+— (m— +1 





32 Erfter Abſchnitt. 
Wird dienegative 1 Tinker Hand noch meggelaffen, fo wird die Un: 
gleihheit ftärker und man hat nach einfacher Umformung + 
1yrtı 
1 PH He mot (2) 
n+1 mt n+1 
Laßt man hierin m bis ins Unendliche wachen, fo nähert ſich der Aus: 
drud recht? immer mehr und mehr dem Ausbrud links — 





1 r 
weshalb 


der Grenzwerth des mittleren Ausdruds gleich gefegt werden muß 





n+1 
und dadurch ber zu entwidelnde Werth Qt" ſich ergiebt zu 
at 
ar= a+1 
32. Es find die Bewegungsverhältniſſe eines Punktes zu beftimmen, 
für den gegeben ift 
:=0,,=16 y=— 32; j,—4t, daher 
16 4t 
j = V16? + (41)?; cosA ; c08 
’ rt Verrat an 
uv=16t;y = —32 +21? 
VE FOR ze 4 39; 00 pe 
' ’ 1? +16’ 22416 


h=4t 


























@12+32)2 
16 





2 
„HaVPjR=16 und da g= 5 , fo erhält man g = 
! in 


& ift weiter 8t2 
y=4— 321 
und durch Climination von x ergiebt fi die Gleihung der Bahn 


Veh 


Aus v erhält man no den Weg s=$1? 4 321. 
33. Die Bewegungsverhältniſſe eines Punktes zu finden, für den ge: 
geben iſt: =, a0 y=0,y=3; e. 4, . — 6. 





























BEL BE V. 5 
j= Vo? +32 +52—=Y34; c0sA 2 0; cos; 608% 
v3 Pr "VBA 
= 2; 1y=3t; 0,=4+5t; 0=V2?+(81)®+(4+51)? =V347?4+40:4+-20 
2 3: 
eos & os ß 











Varrmıro  arrmrn 
4+5t 
— 


eos y ⸗ 
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Aus je zweien diefer Gleihungen werde £ eliminitt, fo 
erhält man: y=}:? 
:=4+3$%12 z=22+$ 28. 
Diefe Gleihungen find die Projectionen der Bahn im Raume auf die 
XY- und X Z«Gbene, und bie Durchſchnittslinie der zu diefen Curven sehe“ 
rigen projicirenden Flachen, ift die Bahn felbft. 


34. Um wie viel ift eine in horizontaler Richtung abgeſchoſſene Rugel 
nad Secunde gefunten? 





35. Bon einem Punkte, der 1,8” über einer Horizontalebene liegt, wird 
ein Körper mit einer Gefhwindigkeit von 10” horizontal geworfen. Nach 
welcher Zeit erreicht er die fefte Horizontalebene, welche Größe hat die Wurfweite? 

0,6 Secunden; 6”. 


36. Unter einem Elevationswinkel von 30° fol ein Gebäude, das ſich 
in einer horizontalen Entfernung von 1200” befindet, beſchoſſen werden. 

3. Mit welcher Anfangsgeſchwindigkeit muß der Schuß geſchehen? 

b. Nach welder Zeit ſchlägt die Kugel auf? 

e. Wie groß ift die MWurfhöhe bei dieſen Angaben? 

d. Mit welcher Geſchwindigkeit trifft die Kugel das Ziel? 


— — g 2, 
z=ylange Yon 
a. 116,6”, b. fat 12 Secunden; c. 173,21”; d. Anfangsgefhmindigfeit. 


37. Ein Gebäude foll von einem Punfte, der 100 tiefer gelegen ift 
und fi in einer horizontalen Entfernung von 1525” befindet, mit einer Anz 
jangsgeſchwindigkeit von 150” beſchoſſen werden: 

a. Welcher Elevationswinkel muß dabei zur Anwendung kommen? 

b. Mit welher Geſchwindigkeit trifft das Wurfgeſchoß das Gebäude? _ 

c. Wie viel Zeit ift zu einem Schuffe erforderlich? 

2 — 2 2 
gu! + Ve IT +22) 
68° 28'50" für Bomben, 
25°16' für ſcharfe Schuſſe. 
b. 143,3”. 
27,72 Secunden für Bomben, 
112 „für fharfe Schuſe. 


38. Bon einer Anhöhe foll ein Gebäude beſchoſſen werden, das 70m 
tiefer als die Anhöhe in einer horizontalen Entfernung von 800” liegt. Das 
Geſchutz ift für die größte Wurfweite gerichtet, der er iſt alfo 46°. 

Bernide, Meganit. I. Zweite Kufl. 


32 Erfter Abſchnitt. 
Wird die“negative 1 Tinker Hand noch meggelaffen, fo wird die Un: 
gleichheit ftärker und man hat nad) einfacher Umformung 





1yrtı 

1 +++ m—ı)t ( -5) 

n+1 > m+i > +1 
Laßt man hierin m bis ins Unenblihe wachen, fo nähert fi der Aus: 
drud recht? immer mehr und mehr dem Ausdrud links — =H ‚ weshalb 


der Grenzwerth des mittleren Ausdruds gleich Hi gejegt werben muß 


und daburd der zu entwidelnde Merth Qt" ſich ergiebt zu 
ent 


32. Es find die Bewegungsverhältniſſe eines Punktes zu beftimmen, 
für den gegeben ift 








%=0,,=16; y=— 32; jy—4t, daher 
t 
5 = V16? + (41)?; cosA 16 4 








Meray IT er an 
lb; y = — 32422 

12—16 
v =V(161)?+ (21?—32)? = 21? + 32; cosa: ——— 


aa 








2 2 
= VP—jE —j2 = 16 und ba e=; ſo erhält man g = EHEN. 


& ift weiter 812 
ya4— 321 
und durch Climination von © ergiebt ſich die Gleihung der Bahn 


ve V ae Va Vals) 


Aus v erhält man nod den Weg s=$ 1? + 321. 
33. Die Bewegungsverhältnifie eines Punktes zu finden, für den ges 
geben iſt: = a0 y=0,y=3; ==. 


eg 3 5 
j= Vor +3 FB=V3R;, 000A= — —=0; 008 cos v 
W Ta 


v2; 0y=3t;0,=4+5t; = V2RF BFH 5? =V342F 400420 









































a 3 
8 — — — CB — 
Ze = ern 
4+5t 
copy = 


V3424401+20° 
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Aus je zweien biefer Gleihungen werde £ eliminitt, fo 
y erhält man: y—=} x? 
z=4+g® z=22+4:. 
Diefe Gleihungen find die Brojectionen der Bahn im Raume auf die 
XY: und X Z:Ebene, und die Durchſchnittslinie der zu diefen Curven ve 
rigen projicirenven Flachen, ift die Bahn felbft. . 


34. Um wie viel ift eine in horizontaler Richtung abgefchofiene Kugel 
nad Y, Secunde gefunten? 





P=—: 
1,23”, 


35. Bon einem Punkte, der 1,8” über einer Horigontalebene liegt, wird 
ein Körper mit einer Geichwinbigfeit von 10” horizontal geworfen. Nach 
welher Beit erreicht er die fefte Horigontalebene, welche Größe hat die Wurfweite? 

0,6 Secunden; 6”, 


36. Unter einem Elevationswinkel von 30° foll ein Gebäude, das fih 
in einer horizontalen Entfernung von 1200” befinbet, beſchoſſen werben. 

& Mit welcher Anfangsgeſchwindigkeit muß der Schuß geihehen? 

b. Rach welcher Zeit ſchlagt die Kugel auf? 

e. Wie groß ift die Wurfhöhe bei diefen Angaben? 

d. Mit welcher Geſchwindigkeit trifft die Kugel das Ziel? 


— — g A. 
ke 1er u 
& 116,6”; b. fat 12 Secunden; c. 173,21”; d. Anfangsgefhwindigfeit. 


37. Ein Gebäude foll von einem Punkte, der 100” tiefer gelegen ift 
und fih in einer horizontalen Entfernung von 1525” befindet, mit einer Ans 
jangsgeſchwindigleit von 150” beſchoſſen werben: 

a. Welcher Elevationswinkel muß dabei zur Anwendung kommen? 

b. Mit welher Geſchwindigkeit trifft das Wurfgeſchoß das Gebäude? 

©. Wie viel Zeit ift zu einem Schuffe erforderlich? i 


2 ®—g(@y? 2022) 
tanga—® +VA—g@yP+2e a), 


25°16’ für ſcharfe Schüffe. 

b. 143,3". 
27,72 Secunden für Bomben, 
1124 „» für ſcharfe Schuſſe. 


38. Bon einer Anhöhe ſoll ein Gebäude beſchoſſen werben, das 7OM 
tiefer als die Anhöhe in einer horizontalen Entfernung von 800” liegt. Das 
Geäng ift für die größte Wurfiweite gerichtet, der Elevationswinlel ift alfo 45°. 

Bernide, Medanif. I. Zweite Kafl. 3 


94 
1 28'50” für Bomben, 
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a. Mit welcher Anfangsgeſchwindigkeit muß die Kugel abgeſchoſſen werben? 
b. Wie groß ift die Endgeſchwindigleit beim Aufichlagen? 
e. Unter welhem Winkel trifft die Kugel das Gebäude? 
a. 84,95"; b. 92,6%; c. 49° 33’, 
39. Wie groß ift die Winkel: und Peripheriegeſchwindigkeit eines Körpers, 
der einen Kreis von 4” Halbmeſſer in 10 Secunden durchläuft? 
o = 0,628” 
ce= 2,5", 
40. Ein Mühlftein von 1,3” Durchmeſſer maht 120 Umdrehungen in 
einer Minute. Welche Geſchwindigkeit hat ein Punkt feines Mantels? 
8,168”, 
41. An einem Göpel (Fig. 23) arbeiten zwei Pferde, an einem Zug⸗ 
arme von 5, mit einer Gefhmwindigleit von 0,8", 


Big. 23. 


a. Welhe Winkelgeſchwindigkeit hat die ftehende Welle des Göpels? 
b. Wie viel Umdrehungen werden in einer Minute gemacht? 
a. 0,16; b. 1,53 Umdrehungen in einer Minute. 

42. Cine Locomotive hat eine Gefhminbigfeit von 11” und die Trieb» 
räder mahen 130 Umdrehungen in einer Minute. Welhen Durchmeſſer hat 
ein Triebrad? . 1,6", 

43. Wie groß ift die Normalacceleration eines Punktes, der fih in 
einem Kreiſe vom Halbmefier 4” mit einer Geſchwindigleit von 8” bewegt? 
16", 

44. Ein Punkt bewegt fih in einem Kreiſe, deſſen Halbmefler 18” be- 
trägt. Die Normalacceleration des Punktes mag 5” fein, mie groß ift die 
Geſchwindigkeit defjelben? 9,5", 

45. Ein Punkt, der eine Geſchwindigkeit von 10 befigt, wird durch 
eine Normalkraft, deren Acceleration 2” beträgt, in eine kreisfsrmige Bewer 
gung verfegt. Wie groß ift der Halbmeffer der Bahn? 

50", 
46. wei Punkte haben die Gejmwindigfeiten v, und v, und find 
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vermöge einer Centrallraft in kreisförmige Bewegungen verfegt worden. Die 
Birtungen der Centralfraft feien dem Duadrate der Entfernung umgelehrt 
proportional, und der eine der Bunte habe eine Entfernung r, vom Sige ber 
Eentralkraft. Wie groß ift die Entfernung des zweiten Punktes vom Gentrum? 





47. Wie groß ift das Verhaltniß zwiſchen den Entfernungen r, und rz 
der Punkte vom Sige der Centralktaft und ben Zeiten £, und tz eines vollen 
Umlaufes, wenn daſſelbe Gejeg der Anziehung zu Grunde gelegt wird? 

2mrı\® (2mra)® 
5.) 





. ) _.2 
weit arntin, 

48. Bahnräder oder Riemfheiben, welche fi auf derſelben 
Belle befinden, mahen, wenn diefe in drehende Bewegung verſeht wird, 
in derfelben Zeit eine gleiche Anzahl von Umdrehungen, fie haben alfo gleiche 
Bintelgefhmwinpdigleiten. Zahnräder, die mit einander im Ein- 
griffe, oder Scheiben, die durch Riemen verbunden find, haben bei 
gehöriger Mebertragung gleiche Beripheriegejhmindigfeiten. Bei einem 
folhen Betriebe heißt, die Welle, auf welche die mechaniſche Kraft zunächſt 
wirkt, die Kraftwelle, die dagegen, welche mit ber zu leiltenden Arbeit uns 
mittelbar in Verbindung fteht, die Laftwelle Die dazwiſchen liegenden 
Bellen, welche zur Mebertragung der Bewegung nothwendig find, heißen Bor: 
gelegewellen; dieſe tragen zwei Zahnrader (zwei Riemfceiben), ein getries 
benes und ein treibendes, während fi auf ber Kraftwelle nur ein treis 
bendes, auf der Laftwelle ein getriebenes Rad befindet. Unter dem lm: 
fegungäverhältniß gY zweier miteinander arbeitende Zahnräder oder Riem⸗ 
ſcheiben verfteht man die Winkelgeſchwindigkeit @' des getriebenen Rades divi⸗ 
dirt durch die Winkelgeſchwindigkeit @ des treibenden Rades. Es iſt alfo: 

* 
.0) 

Werden die entſprechenden Halbmeſſer mit r’ und r bezeichnet und dabei 
berüdfichtigt, daß beide Scheiben gleihe Umfangsgeſchwindigkeit haben, daß 
die "oa'=ro, fo ift 

(Pr 

Vezeihnen wir weiter die entſprechenden Umbrehungen der Scheiben pro 


ru 2 
Ninute mit w und u, fo ift die Umfangsgeſchwindigkeit um — 
— 
daher year... 


” 
3* 
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Wird hierin u— 1 geſettt, fo it p=w', d. h. das Umſetungsver⸗ 
haltniß drüdt die Anzahl Umdrehungen des getriebenen Rades aus, für bie 
Zeit, in welder ſich das treibende einmal umgedreht bat. Bei Zahnrädern, 
bie miteinander arbeiten, ift die Länge des Bogens zwiſchen den Mitten zweier 
aufeinander folgender Zähne, die Theilung genannt, glei groß. Bezeihnen 
mir die Zähnezahlen in beiden Rädern mit Z’ und Z, fo ift dieſe Theilung 





. Zur 2xr 
glei Z und zz daher 
J zZ 
SZ rennen 


49. Ein Zahnräder: oder Riemfheibenbetrieb (Fig. 24) beitehe aus 

m Bellen, die Halbmeſſer der treibenden Räder fein R,, Rz, Rz... Bm; 
Big. 28. J die der getriebenen 7, rg, 13..-m—1; 

die in einer Minute von den Wellen 
gemadten Umdrehungen fein %,, 
ua, Ugr. tn, und die Zähnezahlen 
wollen wir mit Z,, Zu, 3... Zu 
und mit 24, 295 23 +++ Zm-ı bes 
zeichnen. Dann ift das Umſetzungs⸗ 
verhältniß des erften Scheibenpaares 


In gleiher Weife ftelle man 
die Umfegungsverhältniffe für die 
übrigen Scheibenpaare auf, nämlich: 








22 
L/ 
Z2=—2=- ufm bie 
. Us .23 
_ Um Zm—i 
PT, m mi 


Die Multiplication diefer Gleihungen liefert das Umfegungsverhältnig [2 
zwiſchen der erften und legten Welle: 





Ze RB, , 8 Rum 

p 91:92:90 9m, nn ma 
- en 
=. 


A, &.2,... Zm, 
23 


Zm—ı 
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Benugen wir noch die erſte und lehte Beripheriegefhtwindigteit, der mit⸗ 
einander arbeitenden Zahnräder (verbundenen Riemfcheiben) , 
27 Bu 27 Im Um 
60 60 








d. i. ci und om, ſo iſt co, und m , daher 


tm _ mi: Bi, 
4 9. — 
Denkt man in dem letzten Quotienten die Dieifionen in gehdriger Belle 
ausgeführt, fo entfteht wieder: 
Um _ mr irn _ Wintelgeihtindigteit der Laftwelle „ 
F u a4:Bı Wintelgeſchwindigleit der Kraftwelle 
50. Ein Waſſerrad, das ſechs Umdrehungen in einer Minute macht, 
fell einen Mahlgang (Fig. 25) treiben, deſſen Läufer 140 Umbrehungen in 
der Minute machen foll. 


9=— 











Fig. 25. 


Das Umfegungsverhältniß ꝙ ift hier a. Dafjelbe ift größer ala 6, 


weshalb zwifchen der Wafferranwelle und dem agree werigſtens eine Vor⸗ 
gelegewelle anzubringen iſt. Hiernach ſetzen wir 





wenn R, den Radhalbmeſſer auf der Waſſerradwelle, r, ven des Rades D 
auf dem Mühleifen, 7, und Ry dagegen die Halbmefjer der Räder auf der 
Ba 


Vorgelegewelle bezeichnen. Weber die gegenfeitige Größe von 2 und 7 
1 a 





In ibnliher Serie tun wm mu Sen Rersaiomren er Gubmeiter be: 
liebig Jarüiren, wenm mr >a= Breruct er Seiten Lacttenten mnüberne eder 


31. Bei wei 1m mireinay zen munter in Bemwerung Teinzdken 
Bumnften ann >= m Juterene etn. me rm@rerinterung ses men Kunttes 
zw dem ımpern ribrenn er Seweauna ;u Seftinmen, > 5. ’eme reiztive 
Bezezuag miuiuper. Ju mem Inte jere wen berben Bunker mod eine 
derartige jemeimi.naitiize Bewegung, ab einer >erieben im Rube brarmt, 
wodurch vie refarinen Bewegungen ser Runfte im !erner Merie peinnert werten. 

Biden ii AM —r m BXA E der Sehe am Sage mach 
die Geichwindigterten ver beinen Bunte 4 mr 3 in gene nem Jeitmement. 

Serberlen or eye deiden Punkten eine 






ig =. Jemeininartliche yernniimige Femregung, 

Fi x Y mem Seidwindigteit mit der won A 

— äbereinfümmr, ver Rictung nach aber 

o gerade antgegengeiegt ift, fu fmamt A 
Ya B r in Rule, B it dagegen durch tie 
ad — — beiben Gedwintigfeiten v wma a in 


Inipruch genommen, wesbaſb er ch 
in ver Richtung der Tiagenale BO 
des aus Lew Geihninvigfeiten somfruirten Buraileiogramms hemegt, wie aud 


bewegt üch alio gegen 4 gerate ®, mie wenn 4 ruhte und B fh mac 
ver Ridtung BO mit ter Geihwintigeit BO — u bemge. u... BO it 
der Größe und Richtung nach vie relative Bemegung des Tuntes B gegen A. 
& it, wenn wir ven intel wer urwrünglicen Gefchmicdigkeitsrichtangen 
mit I beyicdnen, 
=) +wt— 2Irocord. 

Zullen die beinen Geichwindigteiten w una mw im tiereıhe Sinie, je find 

i d O, a—=r—e, für enigegeupeiegte Richtungen 
= + w tie relativen Bewegungen ven B gegen A. 
In gleicher Weiſe lait ih wie ref Bewegung von 4 gegen B beflimmen. 
Tiefe ik bei Leniclken Wertben ven v, w, d matärlih winter gleich m, 
hat wur Sie gerade enigegengeiegte Richtung; ter erikem relıtinen Bewegung. 

Bewegen fh zwei von einanker unabhängige Punfte A une B (Fig. 27) 

wi von Winlelgeichwindigleiten @, mut @, mah derelben Rihtung um 
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denfelben Punkt C und ift @, < @g, fo erfolgt die Bewegung von B gegen 

A gerade fo, tie wenn A ruhte und fi mit der Geſchwindigleit 9 — @ı 

nad) rechts drehte; dagegen ift die relative Bewegung von A gegen B eine 

Big. 27. Drehung nad links mit derſelben Geſchwin ⸗ 

digkeit co — coj. Waren die beiden Bewe⸗ 

gungsrichtungen 'entgegengefeßt, fo ift- die 

relative Geſchwindigleit in beiden Fällen 

5 9, + @, und die Richtung ftimmt mit ber 

von B überein, wenn man die relative Be: 

megung von B gegen A zu beitimmen 

unternommen bat, dagegen ift die relative 

Bewegungsrichtung die von A, bei der Unter: 

ſuchung der Bewegung von A gegen B. 

Eine jheinbare Bewegung ift eine re 

lative Bervegung, welche auf einen Beobachter 

den Eindrud einer abfoluten Bewegung macht, fo daf die ſcheinbare Bewegung 

aus der wahren Bewegung gerade fo beftimmt werben kann, wie es oben bei 
der Auffindung der relativen Bewegung gezeigt worden iſt. 

52. Ein Beobahter A (Fig. 28) hat mit der Erbe die Geſchwindigleit 

e, und das Licht eines Yirfterne® S fommt mit der Geſchwindigkeit v auf 

die Erde, welche Richtung ift dem in A angebrachten Fern: 

Fig. 28. rohre zu geben, um den Stern S beobadten zu können? Es 

I, ji AB= der Geſchwindigkeit v, normal zu AB in A, 

entgegengejegt zur Geſchwindigkeitsrichtung ce, trage man dieſe 

der Größe nah bis C ab, fo iſt vie Diagonale AD, aus 

den Geſchwindigleiten v und —c conftruirt, die gefuchte Rich« 

tung des Fernrohrs und der Stern eriheint dem Beobadıter- 

in S,, alfo nad} derjenigen Seite hin verfhoben, nad welcher 

vie Bewegung ber Erbe gerichtet it, Zur Beltimmung ver 

Abweihungsrihtung, der Aberration des Lichts, in Folge 

der Bewegung der Erbe, hat man 





© 
yı=z 


und bei Benugung der durch Verſuche feitgeitellten Merthe 
für die betreffenden Geſchwindigkeiten, nämlih ce — 42 000 und v = 4 Meilen 





4 
tange= 33000 — 90001, 
d. h. a@ = 20 Secunden circa, 


Es beichreibt hiernach ein Stern in der Nähe des Ekliptikpols, im Laufe 
eines Jahres, ſcheinbar einen Keinen Kreis von 20 Secunden Halbmefler um 
feinen wahren Ort. Bei Sternen in ber Ebene der Erdbahn gehen dieje Heinen 
Reife in eine gerade Linie über, und bei den übrigen Sternen werben dieſe 
ibeinbaren Bewegungen zu Ellipſen. 


Zweiter Abjchnitt. 





Mechauik des materiellen Punktes. 


21 Das Weſen der Materie (Stoff, Subſtanz) iſt uns nicht vollftändig be: 
tannt; wir wiflen nur, daß fie im Raume eriftirt, mit unferen Sinnen wahr: 
genommen werben, und daß fie fi in Ruhe oder Bewegung befinden Tann. 
Eine beftimmte räumlid begrenzte Menge der Materie heißt ein phyfifcher 
Körper. Die Körper beſihen Beharrungsvermögen, d. h. fie haben die 
Fähigkeit, duch fi felbit und ohne alle äußere Einwirkung in dem ihnen 
eigentbümlihen Zuftande der Ruhe oder Bewegung zu verharren und find zu: 
gleich unfähig, durch ſich felbft ven einmal vorhandenen Zuftand in irgend einer 
Weife zu verändern. Anders geftaltet fih die Sache jedoch, wenn mir die 
Körper nit nur für fi allein, fondern aud in Beziehung zu anderen Körpern 
in Betracht ziehen. Da zeigt fih, daß eine gewiſſe Wechſelwirkung zwiſchen 
den Körpern ftattfindet, dab der bewegte Körper bewegend auf einen zweiten 
ruhenden einwirken, ober daß er die bereit vorhandene Bewegung deſſelben 
entfprehend umändern kann, wobei fein eigener urfprünglicher Zuftand ebens 
falls eine Veränderung erleidet. Dieje Fähigkeit der Körper aufeinander ver⸗ 
ändernd einzuwirken, bezeichnet man mit dem Namen Kraft; fie iſt alſo als 
die eigentliche Urfahe einer Bewegung oder einer Veränderung in dem ur: 
ſprunglichen Zuſtande eines Körpers anzufehen und haftet zugleih an dem 
Körper, an der Materie. 

Das Weſen der Kräfte laßt ſich nit erklären, ihr Vorhandenſein wird 
ung duch die mannigfaltigen Wirkungen, welche fie hervorbringen und ins: 
befonbere durch das Gefühl und Bewußtſein umferer eigenen phyfiihen Kraft 
beftätigt. Menſchen und Xhiere können ihre Kräfte nur durh Zug oder 
Drud bemerkbar mahen und dadurch bei anhaltender Thätigleit Bewegungen 
ober Bewegungsveränderungen hervorrufen. Hieraus fließen wir, daß die 
unmittelbare Wirkung einer jeden Kraft in einem Drud oder Zug befteht 
und daß jede Bewegung oder Bewegungsänderung nur die Folge einer Zugs 
oder Drudäußerung irgend einer Kraft iſt. Ein Zug, welcher ohne fichtbare 
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Verbindung, in einer Entfernung ausgeübt wird, heißt Anziehung ober 
Attraction und ein in dieſer Weife wirkſamer Drud wird Abſtoßung 
oder Repulfion genannt. Als Einheit der Kräfte laßt ſich jeber beliebige 
Zug oder Drud benugen. Wir nehmen denjenigen ald Ginheit an, ven ein 
Körper von 1 Kilogramm Gewicht auf eine Unterlage ausübt, und meſſen 
hiernach die Kräfte durh die Anzahl Kilogramme, welche einen Körper von 
demfelben Gewicht am Fallen zu verhindern im Stande ift. 

Die Menge des Trägen in einem Körper, d. h. die Menge befien, das 
für fi zu einer Bewegung oder Bewegungsänderung unfähig ift, mas alfo 
bewegt werben muß, wenn ver Körper aus dem Zuftand der Ruhe in den 
der Bewegung oder aus einem vorhandenen Bewegungszuſtand in einen ans 
dern übergeführt werben fol, wird bie Maffe des Körpers genannt. Die 
Mafje eines Körpers ift Teiner Veränderung fähig, fie bleibt bei Formaͤnde— 
tungen und an verſchiedenen Orten der Erde biejelbe, bei Zertheilungen er: 
ieint fie in der Summe der Maſſen der einzelnen Theile wieder. Durch 
diefe Unveränderlichleit unterfheidet fih die Maſſe eines Koörpers ganz bes 
ſonders von dem Gewicht deſſelben, das am Aequator Heiner als am Pol 
ift, ſich überhaupt mit dem Ort auf der Erboberflähe, nad dem der Körper 
gebradt wird, ändert. Zwei Maſſen find gleih groß, wenn zwei gleich große 
und in gleiher Weife wirkende Kräfte ganz biefelben, Bewegungen an ihnen 
hervorrufen. J 

Werden 2, 3,... n Körper von gleicher Maſſe vereinigt, fo erhält 
man eine Gejammtmafle, die 2, 3,...n mal jo groß ift als die Maffe jedes 
einzelnen der vereinigten Körper, und nimmt man die Maſſe eines biefer 
Körper ala Mafjeneinheit an, fo würde das Maß der Geſammtmaſſe 2,3,...n 
fein. Auf diefe Weife ließe fih zwar ein Mefien der Mafie ermöglichen, 
jedoch fehen wir wegen der Schwierigkeit der praftiihen Ausführung davon 
ab, umd werben in der Folge durch das Gewicht des Körpers in Verbindung 
mit der Beichleunigung g der Schwerkraft den Werth der Mafje berechnen. 

Eine Mafje werde durch eine der Richtung und Größe nach unverän- 
derlich wirfende Kraft in der Weiſe getrieben, daß alle Punkte der Mafle 
gerade und parallele Linien beſchreiben, die in ihrer Richtung mit der der 
Kraft übereinftimmen. In dieſem alle Tonnen wir die ganze Maſſe des 
Körperd in einem Punkt zufammengedrängt (verdichtet) denken und die Ber 
wegung dieſes materiellen Punktes näher ins Auge faſſen. Bei diefer Vor: 
ausfegung ift es alſo nicht nothwendig, den materiellen Punkt als den Heinften 
denkbaren Körper aufzufaflen, vielmehr kann der Körper eine beliebige 
Größe haben. 

Der materielle Punkt habe die Maſſe m in fi concentrirt, erleide in 
jedem Augenblid während t Secunden einen der Größe und Richtung nad 
unveränderlihen Drud P. Hierdurch kommt der urſprunglich ruhend ange: 
nommene Körper allmälig in Bewegung und erlangt enblih die Geſchwin— 
digfeit o, d. h. mit diefer würde ſich der Körper vermöge der Trägheit gleich: 
förmig fortbewegen, wenn man die Kraft nach dieſer Zeit befeitigte. 
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42 Zweiter Abſchnitt. 


Ft die Kraft P auch noch fo Hein und die Maſſe m dabei ſehr groß, 
fo wird die Bewegung dennoch bereit3 nad dem erften Zeitmoment der Kraft: 
einwirkung beginnen, d. h. es wird in der Maſſe m fhon nad dieſem Zeit 
moment eine gewiſſe, allerdings fehr Heine Geſchwindigkeit vorhanden fein, 
mit welcher ſich aljo die Maſſe m gleihförmig weiter bewegen würde, wenn 
die Kraft jept zu wirken aufhört. Da aber die Kraft nicht befeitigt wird, 
fo erhält die Maſſe in jedem Zeitmoment einen weiteren Zuwachs an Ges 
ſchwindigkeit, und der Körper wird deshalb allmälig bie Geſchwindigleit v 
erlangen. Um die Beziehung zwiſchen P, m, v und £ zu finden, nehmen wir 
zwei derartige conftant wirkende Kräfte P, und P,, welde t, und £, Secunden 
lang auf die Mafien m, und m, in der angegebenen Weiſe einwirken und 
denfelben in dieſen Zeiten die Geſchwindigleiten v, und v, beibringen. Dann 
find der Erfahrung gemäß die Gefhtwindigleiten um fo größer, je größer bie 
auf die Mafien einwirkenden Kräfte find und je länger die Einwirkungen ge— 
dauert haben, dagegen nehmen die Gefhmwindigfeiten mit der Zunahme des 
Trägen in dem Körper, d. i. mit dem Wachsthum der Mafien ab. Wir 
haben hiernach 





Pı:P, J 
yiw=!t:t =Ptim:Patzm, 
My :mı 
Am dı Tata, d. h. für alle conftant wirkenden Kräfte hat der in 
Pt Pate 
diefer Weife gebildete Duotient einen unveränderlihen Werth, den wir mit X 
bezeichnen wollen. Es ift aljo die geſuchte Beziehung zwilhen m, P, v und t 
ausgebrüdt durch: mv 


PEN 


Entwideln wir hieraus die Endgeſchwindigkeit 


ober 








v= Kt, 
m 


fo ergiebt ih, daß die dur eine conftant wirkende Kraft hervorgerufene Be: 
wegung eine gleihmäßig beſchleunigte ift und daf für P=1, m=1umt—=1 
v=K 

wird, d. h. unter X ift die Geſchwindigkeit zu verftehen, welche die Krafteinheit 
(1 Kilogramm) in der Zeiteinheit (1 Secunde) der Maffeneinheit beizubringen 
vermag. Die Fallbewegung im Iuftleeren Raum ift eine gleihmäßig beſchleu—⸗ 
nigte Bewegung, weshalb die obige Formel hierauf in Anwendung gebracht 
werden kann. Die conftant wirkende Kraft P üft hierbei das Gewicht G des 
Körperd, und die durch Verſuche beftimmte Geſchwindigkeit am Ende der erften 
Secunde beträgt 9,81 Meter und wird mit g bezei—hnet. Es ift demnach 


9 _ 
ng=Kum 


P 
v=sgt 
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Aus dem erften biefer beiven Reſultate ergiebt fih ein Werth zur Bes 
tehnung der Maffe, nämlich: 
m-K, 
g 


d. h. m ift ein PVielfahes des Duotienten 2, welcher die Eigenſchaft hat, 


für einen und denfelben Ort proportional mit dem Körpergewicht zu machen, 
dagegen aber für einen und benfelben Körper an verſchiedenen Orten bens 
felben Werth zu behalten, da g, die Geſchwindigkeitszunahme in jeder Ser 
cunde beim freien Fall, volllommen genau dem Gewichte ded Körper propors 
tional iſt. Es ift gebräuhlih, K—1 zu ſehen, wodurch ſich ergiebt: 
@ Gewicht in Kilogrammen 

9 PBeihleunigung der Schwere in Metern " 


In diefem Falle dient als Einheit ver Maſſen die Maſſe eines Körpers, 
deflen Gewicht gleich der Geſchwindigkeitszunahme in der Secunde beim freien 
Fall if. Für eine der Beichleunigung der Schwerkraft von 9,81 Meter ent⸗ 
ſprechende geographiſche Breite ift alfo als Mafieneinheit ein Körper zu ber 
nugen, welder 9,81 Kilogramm wiegt. Bei Benuhung diefer Annahme er: 
halten wir n. 3. 28 für den bewegenden Drud 











(28) 


=n!=mj=@! 
Penz=mi=@7, .. 0 7:)) 


und für die Beſchleunigung der Bewegung 
,__ P bewegender Drud P 
a rmegte Mae Taten (80) 


Die für die Bewegung eines mathematifhen Punktes entwidelten Gejege 
laſſen ſich bei Benugung des erhaltenen Werthes für die Beichleunigung j auf 
die Bewegung eines materiellen Punktes von der Mafje m übertragen: 

a) für die gleihmäßig beichleunigte Bewegung ohne Anfangsgeſchwindigkleit 


P pP 
=- — 2 
v=—-tws=}—l 


b) für vie gleihmäßig befchleunigte Bewegung mit der Anfangsgeſchwindig⸗ 
kit c 
= P = P 2. 
Port umds=ct+ Der ; 
©) für die gleihmäßig verzögerte Bewegung mit der Anfangsgeſchwindig- 
leit c 
v= ern s= ey. 
m m 
Aus Formel (29) ergiebt ſich noch 
Pt=mv 


42 Zweiter Abſchnitt. 


Iſt die Kraft P auch noch fo Hein und die Maffe m dabei fehr groß, 
fo wird die Bewegung dennoch bereit3 nah dem erften Zeitmoment der Kraft: 
einwirkung beginnen, d. h. es wird in ber Maffe m ſchon nad) dieſem Zeit: 
moment eine gewiſſe, allerdings ſehr Heine Geſchwindigkeit vorhanden fein, 
mit welcher ſich aljo die Maſſe m gleihförmig weiter bewegen würde, wenn 
die Kraft jept zu wirken aufhört Da aber die Kraft nicht befeitigt wird, 
jo erhält die Mafle in jedem Zeitmoment einen weiteren Zuwachs an Ge 
ſchwindigkeit, und der Körper wird deshalb almälig die Geſchwindigkeit v 
erlangen. Um die Beziehung zwiſchen P, m, v und £ zu finden, nehmen wir 
zwei derartige conftant wirkende Kräfte P, und Pa, meldet, und fg Secunden 
lang auf die Maflen m, und m, im der angegebenen Weife einwirken und 
denfelben in diefen Zeiten die Geſchwindigleiten vo, und vz beibringen. Dann 
find der Erfahrung gemäß die Geſchwindigleiten um fo größer, je größer bie 
auf die Maſſen einwirkenden Kräfte find und je länger die Einwirkungen ge 
dauert haben, dagegen nehmen vie Geihwindigfeiten mit der Zunahme des 
Trägen in dem Körper, d. i. mit dem Wachsthum ver Maffen ab. Wir 
baben hiernach 





2 
win] |-numizum 
m vı _ Mg do 
Au Pt 
diefer Weife gebildete Duotient einen unveränderlihen Werth, den wir mit X 
bezeichnen wollen. Es ift alfo die geſuchte Beziehung zwiſchen m, P, v und t 


ausgebrüdt duch: on en 








„d. h. für alle conftant wirkenden Kräfte bat ver in 


Entwideln wir hieraus die Endgeſchwindigkeit 
ve=K-—t, 
m 


fo ergiebt fi, daß die durch eine conftant wirkende Kraft herworgerufene Ber 
megung eine gleihmäßig beſchleunigte ift und daß für P=1, m — 1undt — 1 
v=K 

wird, d. h. unter X ift die Geſchwindigkeit zu verftehen, welche die Krafteinheit 
(1 Kilogramm) in der Zeiteinheit (1 Secunde) der Mafjeneinheit beizubringen 
vermag. Die Zallbewegung im luftleeren Raum ift eine gleichmäßig befchleu: 
nigte Bewegung, weshalb die obige Formel hierauf in Anwendung gebracht 
werben kann. Die conftant wirkende Kraft P ift hierbei das Gewicht G des 
Körpers, und die durch Verſuche beftimmte Geſchwindigkeit am Ende der erften 
Secunde beträgt 9,81 Meter und wird mit g bezeichnet. Es ift demnach 


mZ——=K un 
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Aus dem erften dieſer beiden Refultate ergiebt ih ein Werth zur Bes 
rechnung der Maffe, namlich: 


m-Kl, 
g 


d. h. m ift ein Vielfaches des Duotienten 2, welder die Eigenſchaft hat, 


für einen und denjelben Ort proportional mit dem Körpergewicht zu wachen, 
dagegen aber für einen und benfelben Körper an verſchiedenen Orten ben 
felben Werth zu behalten, da g, die Geſchwindigkeitszunahme in jeder Ser 
cunde beim freien Fall, volllommen genau dem Gewichte des Korpers propors 
tional iſt. Es ift gebräuhlid, X = 1 zu fegen, wodurch fi ergiebt: 
@ Gewicht in Kilogrammen 

9 PBeihleunigung ver Schwere in Metern " 


In diefem Falle dient als Einheit der Mafien die Maſſe eines Körpers, 
deſſen Gewicht gleih der Gefchwindigkeitäzunahme in der Secunde beim freien 
Fal ift. Für eine der Beichleunigung der Schwerkraft von 9,81 Meter ents 
fprechende geographiihe Breite ift alſo als Maffeneinheit ein Körper zu be 
nugen, welcher 9,81 Kilogramm wiegt. Bei Benupung diefer Annahme er: 
halten wir n. 3. 28 für den bewegenden Drud 





(28) 





=m!=mj= al 
Penz=mi=67 Pa 0) 


und für die Beſchleunigung der Bewegung 
— P bewegender Drud __P 
IT enegte Dale 36 
Die für die Bewegung eines mathematifhen Punktes entwidelten Gejege 
laſſen ſich bei Benugung des erhaltenen Werthes für die Beichleunigung j auf 
die Bewegung eines materiellen Punktes von der Maſſe m übertragen: 
a) für die gleihmäßig beihleunigte Bewegung ohne Anfangsgeſchwindigleit 


ven. (80) 


pP P 
=- 4-2, 
= we=} 
b) für die gleichmäßig beſchleunigte Bewegung mit der Anfangsgeſchwindig⸗ 
kit c 
= ? pn ? 2. 
v»=o+Z! und —e 447 
c) für die gleihmäßig verzögerte Bewegung mit der Anfangsgeſchwindig- 
leit c 
v= e—2: uds= 1-32 
m m 
Aus Formel (29) ergiebt fih noch 
Pt=mv. 


34 Uebungen. 


a. Mit welcher Anfangsgeſchwindigkeit muß die Kugel abgeſchoſſen werden? 
b. Wie groß ift die Endgeſchwindigleit beim Aufſchlagen? 
e. Unter welhem Winkel trifft die Kugel das Gebäude? 
a. 84,95"; b. 92,6”; c. 49° 33’. 
39. Wie groß ift die Winkel: und Peripheriegefhwindigteit eines Körpers, 
der einen Kreis von 4” Halbmefier in 10 Secunden durchläuft? 
@ = 0,628” 
e= 2,5", 
40. Ein Müblftein von 1,3” Durchmefjer macht 120 Umdrehungen in 
einer Minute. Welche Geſchwindigkeit hat ein Punkt feines Mantels? 
8,168”, 
41. An einem Göpel (Fig. 23) arbeiten zwei Pferde, an einem Zug- 
arme von 5”, mit einer Geſchwindigkeit von 0,8”, 


Big. 23. 


a. Welche Winkelgeſchwindigkeit hat die ftehende Welle des Göpels? 
b. Wie viel Umdrehungen werden in einer Minute gemacht? 
a. 0,16; b. 1,53 Umbrehungen in einer Minute. 

42. Eine Locomotive hat eine Gefhmindigleit von 11” und die Trieb- 
rader mahen 130 Umbrehungen in einer Minute. Welchen Durchmeſſer hat 
ein Triebrad? ‚ 1,6”, 

43. Wie groß ift die Normalacceleration eines Punktes, der fih in 
einem Kreife vom Halbmefjer 4” mit einer Geſchwindigkeit von 8” bewegt? 
16”, 

44. Ein Punkt bewegt fih in einem Kreife, deſſen Halbmefler 18” be- 
trägt. Die Normalacceleration des Punktes mag 5” fein, wie groß ift die 
Geſchwindigkeit deſſelben? 9,5", 

45. Ein Punkt, der eine Geſchwindigkeit von 10” befigt, wird durch 
eine Normalkraft, deren Ucceleration 2” beträgt, in eine kreisförmige Bewer 
gung verjegt. Wie groß ift der Halbmefjer der Bahn? 

50", 
46. Zwei Punkte haben die Gefhtwindigleiten v, und vo, und find 
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vermöge einer Gentralkraft in kreisförmige Bewegungen verfegt worden. Die 
Witlungen der Centralkraft feien dem Duadrate der Entfernung umgelehrt 
proportional, und der eine der Punkte habe eine Entfernung r, vom Gige ber 
Eentrallraft. Wie oh ift die Entfernung des zweiten Punktes vom Gentrum? 
a 
nz 


— (a)? 
An. 
47. Wie groß ift das Verhaltniß zwifhen den Entfernungen r, und ra 
der Punkte vom Sige der Gentralkraft und ben Zeiten 2, und tz eines vollen 


Umlaufes, wenn bafjelbe Gejeg der Anziehung zu Grunde gelegt wird? 


48. Zahnräder oder Niemfseiten, melde fih auf verfelben 
Belle befinden, machen, wenn dieſe in brehende Bewegung verfegt wird, 
in derjelben Zeit eine gleihe Anzahl von Umdrehungen, fie haben alfo gleiche 
Winkelgeſchwindigkeiten. Zahnräder, die mit einander im Ein: 
griffe, oder Scheiben, die durch Riemen verbunden find, haben bei 
gehöriger Mebertragung gleiche Beripheriegejhmindigleiten. Bei einem 
jolden Betriebe heißt, die Welle, auf welche die mechaniſche Kraft zunäcit 
birft, die Kraftwelle, die dagegen, welche mit ver zu leitenden Arbeit uns 
mittelbar in Verbindung fteht, die Laftwelle Die dazwiſchen liegenden 
Bellen, welche zur Uebertragung der Bewegung nothwendig find, heißen Bor: 
gelegewellen; dieſe tragen zwei Zahnräder (zwei Riemſcheiben), ein getries 
benes und ein treibendes, während ſich auf der Kraftwelle nur ein trei- 
bendes, auf der Laftwelle ein getriebened Rad befindet. Unter dem Um: 
fegungäverhältniß ꝙ zweier miteinander arbeitender Zahnräder oder Riem: 
ſcheiben verfteht man die Winkelgeſchwindigleit @’ des getriebenen Rades divi— 
dirt durch die Wintelgefhtwindigleit @ des treibenden Rabe. Es ift alſo: 

0 


=atın®, 


natın?, 





9... 


Verden die entiprehenden Halbmefier mit r’ und r bezeichnet und dabei 
berüdihtigt, daß beide Scheiben gleihe Umfangsgeſchwindigleit haben, daß 
de "o'=ro, fo ift 

9=57 ............ (60) 


Bezeichnen wir weiter die entſprechenden Umdrehungen der Scheiben pro 
. or a d 0. 2aru 2aru 
Minute mit w und u, fo ift die Umfangsgeſchwindigkeit Mm) und. ©’ 








Daher Pe . . . . . . . . . . G) 
3* 
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Bird hierin u—= 1 geießt, fo it ꝙ — u', d. h. das Umfegungaver: 
haltniß drüdt die Anzahl Umdrehungen des getriebenen Rades aus, für bie 
Zeit, in welcher fi das treibende einmal umgedreht hat. Bei Zahnrädern, 
die miteinander arbeiten, ift die Länge des Bogens zwiſchen den Mitten zweier 
aufeinander folgender Zähne, die Theilung genannt, glei groß. Bezeichnen 
wir die Zähnezahlen in beiden Radern mit Z’ und Z, fo ift diefe Theilung 








.., Zur 2 
gleich 5 und . daher 
z 
PS: 06) 


49. Ein Zahnräver: oder Riemfdeibenbetrieb (Fig. 24) beitehe aus 

m Wellen, die Halbmefjer der treibenden Räder feien R,, Rz, Bz... Rm-ı; 
Fig. 24. J die der getriebenen 75, rg, "3. .-Am-15 

die in einer Minute von den Wellen 
gemadten Umdrehungen feien u,, 
Us Up. tum, und die Zähnnezahlen 
tollen wir mit Z,, Zu, 23... Zu 
und mit 21, 29, 23 +. Zm-ı be 
zeihnen. Dann ift das Umfegungs: 
verhältniß des erſten Scheibenpaares 


In gleiher Weife ftelle man 
die Umfegungsverhältniffe für die 
übrigen Scheibenpaare auf, nämlid: 





„BAh_»_2% 
mn u, OH m 

— A_um_2 i 
BE en 
in m _ Zn, 








m Um-ı Zm—1 


"Die Multiplication dieſer Gleichungen liefert das Umfepungsverhältniß ꝙ 
zwifchen ver erften und legten Welle: 


= fi, 2a, Ba Rm-ı 

9 = 91:92:9 ma, nn ma 
- — m 
=, 


A.2.2,... Zm, 
2 2 
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Benugen wir noch bie erfte und legte Peripheriegeſchwindigkeit, der mit⸗ 
einander arbeitenden Zahnräder (verbundenen Riemſcheiben), 


2x R, u 2ArImı Um 
on 60 daher 





ric und mo, ſo iſt co, 








m mi Bı, 
= 4 Hm 
Denkt man in dem legten Duotienten die Divifionen in gehdriger Weife 
ausgeführt, fo entfteht wieder: 
Um _ mitm _ Wintelgefhwindigteit der Laftwelle . 
PT: Winlelgeichtoinbigteit der Rraftwelle 
50. Ein Wafjerrad, das ſechs Umbrehungen in einer Minute macht, 
foll einen Mahlgang (Fig. 25) treiben, deſſen Läufer 140 Umbrehungen in 
der Minute maden fol. 








Fig. 25. 


Das Umfegungsverhäftniß p ift hier nn: Daffelbe ift größer ala 6, 


weshalb zwijhen ver Waſſerradwelle und dem Mühleijen wenigſtens eine Bors 
gelegemelle anzubringen ift. Hiernach fegen mir 

Denn . 
wenn R, den Radhalbmeſſer auf der Waſſerradwelle, r, den des Rades D 
auf dem Mühleifen, 7, und Rz dagegen die Halbmefjer der Räder auf der 
RB, 


Vorgelegewelle bezeichnen. Ueber die gegenfeitige Große von a und 
1 a 


38 Uebungen. 
liegt feine Bedingung vor. Wählen wir die beiden Verhältniſſe gleih, fo ift 
AA Ya 5 
n 2 
daher R, 4,83. r, und ebenſo Ra — 4,83.r,. Nimmt man Ri —bri, 


fo engicht fi R, = Ur, 


In ähnlicher Weife kann man mit den Berhältnifien der Halbmefier be- 
liebig u gemn nur das Product der beiden Quotienten annähernd oder 


genau®gteidh I — O hleibt. 


51. Bei Ind ganz unabhängig von einander in Bewegung befindlichen 
Punkten kann e3 von Intereſſe fein, die Ortöveränderung de3 einen Punktes 
zu dem andern während der Bewegung zu beftimmen, d. h. feine relative 
Bewegung aufzufuhen. Zu dem Ende gebe man beiden Punkten noch eine 
derartige gemeinfhaftlihe Bewegung, daß einer berjelben in Ruhe kommt, 
wodurch bie relativen Bewegungen der Punkte in feiner Weife geändert werben. 

Es feien (dig. 26) AM —=v und BN = w ver Größe und Lage nad 
die Geſchwindigkeiten der beiden Punkte A und B in irgend einem Zeitmoment. 

J Ertheilen wir jetzt beiden Punkten eine 
ig. 26. gemeinſchaftliche geradlinige Bewegung, 
deren Geſchwindigkeit mit der von A 
übereinftimmt, der Richtung nad aber 
gerade entgegengefept ift, jo fommt A 
in Ruhe, B ift dagegen durch bie 
beiven Geſchwindigleiten v und w in 
Anſpruch genommen, weshalb er fih 
in der Richtung der Diagonale BO 
des aus den Geſchwindigkeiten conftruirten Parallelogramms bewegt, die aud 
in ihrer Größe die refulticende Geſchwindigleit u vepräfentirt. Der Punkt B 
bewegt fih alfo gegen A gerade fo, wie wenn A ruhte und B fih nad 
der Rihtung BO mit der Geihmwindigleit BO — u bewegte, d.h. BO ift 
der Größe und Richtung nad) die relative Bewegung des Punktes B gegen A. 
& if, wenn wir den Winkel der urfprünglichen Geſchwindigkeitsrichtungen 
mit & bezeichnen, 
u= Vo? + w? —20w cos d. 

Fallen die beiden Geſchwindigkeiten v und w in biefelbe Linie, fo find 
für gleihe Richtungen, (d=0), u=v—w, für entgegengefegte Richtungen 
dagegen, (d = 180°) u — v + w die relativen Bewegungen von B gegen A. 
Im gleicher Weife läßt ſich die relative Bewegung von A gegen B beitimmen. 
Diefelbe ift bei denſelben Werthen von v, w, Ö natürlich wieder gleich w, 
bat nur die gerade entgegengefegte Richtung ber erften relativen Bewegung. 

Bewegen fid) zwei von einander unabhängige Punkte A und B (Fig. 27) 
mit den Wintelgefhtwindigleiten o, und @z nad derjelben Richtung um 
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denfelben Punkt C und ift ©, <@,, fo erfolgt die Bewegung von B gegen 

A gerade fo, wie wenn A ruhte und B fi) mit der Geihwindigleit 0, — ©, 

nad rechts drehte; dagegen ift die relative Bewegung von A gegen B eine 

Fig. 27. Drehung nad) links mit derſelben Geſchwin ⸗ 

digfeit 9, —@,. Waren die beiden Bewe- 

gungsrichtungen 'entgegengefeßt, fo ift- die 

relative Geſchwindigkeit in beiden Fällen 

% 9, + @, und die Richtung ftimmt mit ber 

von B überein, wenn man bie relative Be: 

wegung von B gegen A zu beitimmen 

unternommen hat, bagegen ift die relative 

Bewegungsrichtung bie von A, bei der Unter: 

juhung der Bewegung von A gegen B. 

Eine fheinbare Bewegung ift eine re 

lative Bewegung, welche auf einen Beobachter 

den Eindrud einer abfoluten Bewegung macht, fo daß bie ſcheinbare Bewegung 

aus der wahren Bewegung gerade fo beftimmt werden kann, wie es oben bei 
der Auffindung der relativen Bewegung gezeigt worden iſt. 

52. Ein Beobachter A (Fig. 28) hat mit ver Erde die Geſchwindigkeit 

ce, und das Licht eines Firfterne® S kommt mit der Geſchwindigkeit v auf 

die Erde, welche Richtung ift dem in A angebradten Fern— 

Fig. 28. rohre zu geben, um den Stern S beobachten zu können? Es 

M fi AB= ver Geihwindigfeit v, normal zu AB in A 

entgegengejegt zur Geſchwindigkeitsrichtung c, trage man dieſe 

der Größe nad bis C ab, fo iſt die Diagonale AD, aus 

den Geſchwindigkeiten v und —c conftruirt, die geſuchte Rich: 

tung de Fernrohr und der Stern ericheint dem Beobachter- 

in S,, alfo nach derjenigen Seite hin verjhoben, nad welcher 

tie Bewegung der Erde gerichtet ift. Zur Beftimmung der 

Abweihungsrihtung, der Aberration des Lichts, in Folge 

der Bewegung der Erbe, hat man 





ec 
gyae=— 
9e=, 


und bei Benugung der durch Verſuche feitgeftellten Werthe 
für die betreffenden Geſchwindigkeiten, nämlich ce — 42 000 und v — 4 Meilen 
20” 0,0001, 

d. h. & 20 Secunden circa, 

Es beſchreibt hiernach ein Stern in der Nähe des Ekliptikpols, im Laufe 
eines Jahres, ſcheinbar einen Heinen Kreis von 20 Secunden Halbmefjer um 
feinen wahren Ort. Bei Sternen in der Ebene der Erbbahn gehen diefe Heinen 
Kreife in eine gerade Linie über, und bei den übrigen Sternen werden dieſe 
ſcheinbaren Bewegungen zu Ellipfen. 


tage = 
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Mechauik des materiellen Punktes. 


Das Weſen der Materie (Stofj, Subftanz) ift uns nicht vollſtändig be: 
tannt; wir wiflen nur, daß fie im Raume eriftirt, mit unferen Sinnen wahr: 
genommen werden, und baß fie fih in Ruhe ober Bewegung befinden Tann. 
Eine beftimmte räumlich begrenzte Menge der Materie heißt ein phyſiſcher 
Körper. Die Körper beſihen Beharrungsvermögen, d. h. fie haben vie 
Fähigkeit, durd ſich felbit und ohne alle äußere Einwirkung in dem ihnen 
eigenthümlihen Zuftande der Ruhe oder Bewegung zu verharren und find zu: 
gleich unfähig, durch ſich felbft ven einmal vorhandenen Zuftand in irgend einer 
Weiſe zu verändern. Anders geftaltet fih die Sache jevoh, wenn wir die 
Körper nicht nur für fid allein, fondern aud in Beziehung zu anderen Körpern 
in Betracht ziehen. Da zeigt fih, daß eine gewiſſe Wechſelwirkung zwiſchen 
den Körpern ftattfinvet, daß der bewegte Körper beivegend auf einen zweiten 
rubenden einwirken, over daß er die bereit3 vorhandene Bewegung deſſelben 
entſprechend umändern ann, wobei jein eigener urfprüngliher Zuftand ebens 
falls eine Veränderung erleidet. Dieſe Fähigkeit der Körper aufeinander ver: 
ändernd einzuwirken, bezeichnet man mit dem Namen Kraft; fie ift aljo als 
die eigentliche Urfadhe einer Bewegung ober einer Veränderung in dem ur: 
ſprunglichen Zuftande eines Korpers anzufehen und haftet zugleih an dem 
Körper, an der Materie. 

Das Wefen der Kräfte laßt fih nicht erklären, ihr Vorhandenſein wird 
und duch die mannigfaltigen Wirkungen, welde fie hervorbringen und ins: 
befondere durch das Gefühl und Bewußtſein unferer eigenen phyſiſchen Kraft 
beftätigt. Menſchen und Xhiere können ihre Kräfte nur durch Zug oder 
Drud bemerkbar mahen und dadurch bei anhaltender Thätigleit Bemegungen 
ober Bewegungsveränderungen hervorrufen. Hieraus fließen wir, daß bie 
unmittelbare Wirkung einer jeden Kraft in einem Drud oder Zug befteht 
und daß jede Bewegung oder Bewegungsanderung nur die Folge einer Zug: 
ober Drudäußerung irgend einer Kraft it. Ein Zug, welder ohne fichtbare 





Mechanik des materiellen Punktes. 4 


Verbindung, in einer Entfernung ausgeübt wird, heißt Anziehung ober 
Attraction und ein in dieſer Weile wirkfamer Drud wird Abftopung 
oder Repulfion genannt. Als Einheit der Kräfte läßt ſich jeder beliebige 
Zug oder Drud benugen. Wir nehmen denjenigen als Einheit an, ben ein 
Körper von 1 Kilogramm Gewicht auf eine Unterlage ausübt, und mefien 
biernad die Kräfte durch die Anzahl Kilogramme, welche einen Körper von 
demfelben Gewiht am allen zu verhindern im Stande ift. 

Die Menge des Trägen in einem Körper, d. h. die Menge befien, dad 
für fi zu einer Bewegung oder Bewegungsänderung unfähig ift, was alſo 
bewegt werden muß, wenn der Körper aus dem Zuftand der Ruhe in den 
der Bewegung oder aus einem vorhandenen Bewegungäzuftand in einen an: 
dern übergeführt werben fol, wird die Maffe des Körpers genannt. Die 
Mafie eines Körpers ift feiner Veränderung fähig, fie bleibt bei Formände- 
tungen und an verfhiedenen Orten der Erde diefelbe, bei Zertheilungen er: 
ſcheint fie in der Summe der Maſſen ver einzelnen Theile wieder. Durch 
diefe Unveränverliteit unterſcheidet fih die Maſſe eines Korpers ganz be: 
jonder3 von dem Gewicht deſſelben, dad am Aequator Heiner ala am Bol 
it, fih überhaupt mit dem Ort auf der Erdoberfläche, nad) dem der Körper 
gebraht wird, ändert. Zwei Mafien find gleih groß, wenn zwei gleich große 
und in gleiher Weiſe wirlende Kräfte ganz biefelben, Bewegungen an ihnen 
hervorrufen. 

Werden 2, 3,... n Körper von gleicher Maſſe vereinigt, fo erhält 
man eine Gejammtmaffe, die 2,3,...n mal fo groß ift als die Maſſe jedes 
einzelnen der vereinigten Körper, und nimmt man die Maſſe eines dieſer 
Körper al Mafjeneinheit an, jo würde das Maß der Gefammtmafle 2,3,...n 
jein. Auf diefe Weife ließe fih zwar ein Meſſen der Mafie ermöglichen, 
jedoch fehen wir wegen der Schwierigkeit der praktiſchen Ausführung davon 
ab, und werben in ber Folge durch das Gewicht des Körpers in Verbindung 
mit der Beichleunigung g der Schwerkraft den Werth der Mafje berechnen. 

Eine Mafje werde durch eine der Richtung und Größe nad) unveräns 
derlich wirkende Kraft in der Weile getrieben, daß alle Punkte der Mafle 
gerade und parallele Linien beſchreiben, die in ihrer Richtung mit ver ber 
Kraft übereinftimmen. In diefem Falle können wir die ganze Mafle des 
Körper in einem Punkt zufammengebrängt (verdichtet) denken und die Bes 
wegung dieſes materiellen Punktes näher ins Auge faflen. Bei dieſer Vor: 
ausfegung ift es alſo nicht nothwendig, den materiellen Punkt als den Heinften 
dentbaren Körper aufzufaffen, vielmehr kann der Körper eine beliebige 
Größe haben. 

Der materielle Punkt habe die Maſſe m in fi comcentrirt, erleite in 
jedem Augenblid während £ Secunden einen der Größe und Richtung nad 
unveränderlihen Drud P. Hierdurch kommt der urfpränglih ruhend ange 
nommene Körper allmälig in Bewegung und erlangt envlih die Geſchwin— 
digleit v, d. h. mit diefer wurde fih der Körper vermöge der Trägheit gleich: 
förmig fortbewegen, wenn man die Kraft nad) dieſer Zeit befeitigte. 
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Mechauik des materiellen Punktes. 


Das Weſen der Materie (Stoff, Subftanz) ift uns nicht vollftändig be: 
tannt; wir wiflen nur, daß fie im Raume eriftirt, mit unferen Sinnen wahr: 
genommen werden, und daß fie fi in Ruhe oder Bewegung befinden Tann, 
Eine beftimmte räumlich begrenzte Menge der Materie heißt ein phyſiſcher 
Körper. Die Körper befigen Beharrungsvermögen, d. h. fie haben die 
Fähigkeit, durch ſich felbft und ohne alle äußere Einwirtung in dem ihnen 
eigenthumlichen Zuftande der Ruhe oder Bewegung zu verharren und find zu: 
gleich unfähig, durch fich felbit ven einmal vorhandenen Zuftand in irgend einer 
Weife zu verändern. Anders geftaltet fi die Sache jevoh, wenn mir die 
Körper nicht nur für ſich allein, fondern auch in Beziehung zu anderen Körpern 
in Betracht ziehen. Da zeigt fih, daß eine gewiſſe Wechſelwirkung zwiſchen 
den Körpern ftattfindet, daß der bewegte Körper bewegend auf einen zweiten 
ruhenden einwirken, oder daß er die bereit3 vorhandene Bewegung deſſelben 
entfprehend umändern kann, wobei fein eigener urfprünglicher Zuftand eben- 
falls eine Veränderung erleidet. Diefe Fähigkeit der Körper aufeinander vers 
ändernd einzuwirken, bezeichnet man mit dem Namen Kraft; fie iſt aljo ala 
die eigentlihe Urfahe einer Bewegung oder einer Veränderung in dem ur: 
fprünglihen Zuftande eines Körpers anzufehen und haftet zugleih an dem 
Körper, an der Materie. 

Das Weſen der Kräfte Laßt fih nicht erklären, ihr Vorhandenſein wird 
und durch die mannigfaltigen Wirkungen, welche fie hervorbringen und inds 
befondere duch das Gefühl und Bewußtſein unferer eigenen phyfiihen Kraft 
beftätigt.. Menſchen und Thiere können ihre Kräfte nur durch Zug oder 
Drud bemerkbar machen und dadurch bei anhaltender Thätigleit Bewegungen 
oder Beregungsveränderungen hervorrufen. Hieraus fließen wir, daß bie 
unmittelbare Wirkung einer jeden Kraft in einem Drud oder Zug befteht 
und daß jede Bewegung oder Bewegungsänderung nur die Folge einer Zug 
oder Drudäußerung irgend einer Kraft ift. Ein Zug, welder ohne fihtbare 


Mechanik des materiellen Punktes. 4 


Verbindung, in einer Entfernung ausgeübt wird, heißt Anziehung oder 
Attraction umb ein in biefer Weile wirkſamer Drud wird Abſtoßung 
oder Repulfion genannt. Als Cinheit der Kräfte läßt ſich jeder beliebige 
Zug oder Drud benugen. Wir nehmen denjenigen als Einheit an, den ein 
Körper von 1 Kilogramm Gewicht auf eine Unterlage ausübt, und mefien 
hiernad die Kräfte durh die Anzahl Kilogramme, welhe einen Körper von 
demfelben Gewiht am allen zu verhindern im Stande ift. 

Die Menge des Trägen in einem Körper, d. h. die Menge befien, das 
für fi zu einer Bewegung oder Bewegungsänderung unfähig ift, was alfo 
bewegt werden muß, wenn ver Körper aus dem Zuftand der Ruhe in den 
der Bewegung oder aus einem vorhandenen Bewegungszuſtand in einen ans 
dern übergeführt werden foll, wird die Maffe des Körper3 genannt. Die 
Mafje eines Körpers ift feiner Veränderung fähig, fie bleibt bei Formände: 
tungen und an verſchiedenen Orten der Erde dieſelbe, bei Zertheilungen er: 
ſcheint fie in der Summe der Maſſen der einzelnen Theile wieder. Durch 
diefe Unveränderlicheit unterſcheidet fih die Maſſe eine Korpers ganz be 
ſonders von dem Gewicht veflelben, das am Aequator einer als am Pol 
it, fih überhaupt mit dem Ort auf der Erboberfläe, nah dem der Körper 
gebracht wird, ändert. Zwei Maffen find glei groß, wenn zwei gleich große 
und in gleicher Weiſe wirkende Kräfte ganz biefelben, Bewegungen an ihnen 
hervorrufen. 

Werden 2, 3,... n Körper von gleicher Maſſe vereinigt, fo erhält 
man eine Gejammtmafle, die 2,3,...n mal fo groß ift als die Maſſe jedes 
einzelnen der vereinigten Körper, und nimmt man die Mafle eines dieſer 
Körper als Mafjeneinheit an, fo würde dad Maß der Gefammtmafle 2,3,...n 
fein. Auf dieſe Weife ließe fih zwar ein Mefien ver Maſſe ermöglichen, 
jedoch ſehen wir wegen der Schwierigkeit der praftiihen Ausführung davon 
ab, und werben in der Folge durch das Gewicht des Körpers in Verbindung 
mit der Beſchleunigung g der Schwerkeaft ven Werth der Maſſe berechnen. 

Eine Mafje werde dur eine ver Richtung und Größe nad) unveräns 
derlich wirkende Kraft in der Weiſe getrieben, daß alle Punkte der Mafle 
gerade und parallele Linien befchreiben, die in ihrer Richtung mit der ber 
Kraft übereinftimmen. In viefem Falle können wir die ganze Mafie des 
Korpers in einem Punkt zufammengebrängt (verdichtet) denken und vie Ber 
wegung dieſes materiellen Punktes näher ins Auge fafien. Bei diefer Vor— 
ausfegung ift e3 alſo nicht nothwendig, den materiellen Punkt als den Heinften 
denkbaren Körper aufzufafien, vielmehr kann ver Körper eine beliebige 
Größe haben. 

Der materielle Punkt habe die Maſſe m in fid concentrirt, erleive in 
jedem Augenblid während £ Secunden einen der Größe und Richtung nad 
unveränderlihen Drud P. Hierdurch kommt der urfprünglid ruhend ange: 
nommene Körper allmälig in Bewegung und erlangt endlich vie Geſchwin— 
digkeit v, d. h. mit dieſer wurde ſich der Körper vermöge der Trägheit gleich 
förmig fortbewegen, wenn man die Kraft nad dieſer Zeit befeitigte. 
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Mechauik des materiellen Punktes. 


21 Das Weien der Materie (Stofj, Subftanz) ift uns nicht vollftändig be: 
tannt; wir wiſſen nur, daß fie im Raume eriftirt, mit unferen Sinnen wahr: 
genommen werden, und daß fie fi in Ruhe oder Bewegung befinden Tann. 
Eine beftimmte räumlich begrenzte Menge der Materie heißt ein phyſiſcher 
Körper. Die Körper befigen Beharrungsvermögen, d. h. fie haben vie 
Fähigkeit, duch fi felbft und ohne alle äußere Einwirkung in dem ihnen 
eigentbümlihen Zuftande der Ruhe oder Bewegung zu verharten und find zu: 
gleih unfähig, durch ſich felbit ven einmal vorhandenen Zuftand in irgend einer 
Weiſe zu verändern, Anders geftaltet fih die Sache jedoch, wenn wir die 
Körper nicht nur für fih allein, fondern aud in Beziehung zu anderen Körpern 
in Betracht ziehen. Da zeigt fi, daß eine gewiſſe Wechſelwirkung zwiſchen 
den Körpern ftattfindet, daß der bewegte Körper bewegend auf einen zweiten 
ruhenden einwirken, oder daß er die bereits vorhandene Bewegung deſſelben 
entſprechend umändern kann, wobei fein eigener urfprünglicher Zuſtand ebens 
falls eine Veränderung erleidet. Diefe Fähigkeit der Körper aufeinander ver: 
andernd einzuwirken, bezeichnet man mit dem Namen Kraft; fie it aljo als 
die eigentliche Urſache einer Bewegung oder einer Veränderung in dem ur: 
fprünglihen Zuftande eines Körpers anzufehen und haftet zugleih an dem 
"Körper, an der Materie. 

Das Weſen der Kräfte laßt ſich nicht erklären, ihr Vorhandenſein wird 
ung dur die mannigfaltigen Wirkungen, welche fie herworbringen und ins- 
befonbere durch das Gefühl und Bewußtfein unferer eigenen phyſiſchen Kraft 
beftätigt.. Menfchen und Thiere Fönnen ihre Kräfte mur duch Zug oder 
Drud bemerkbar mahen und dadurch bei anhaltender Thätigfeit Bewegungen 
oder VBervegungsveränderungen heroorrufen. Hieraus fchließen mir, daß bie 
unmittelbare Wirkung einer jeden Kraft in einem Drud oder Zug befteht 
und daß jede Bewegung oder Bewegungsanderung nur die Folge einer Bugs 
oder Drudäußerung irgend einer Kraft it. Ein Zug, welder ohne fihtbare 


Mechanik des materiellen Punktes. 4 


Berbindung, in einer Entfernung ausgeubt wird, heißt Anziehung ober 
Attraction und ein in dieſer Weiſe wirkſamer Drud wird Abftoßung 
oder Repulfion genannt, Als Einheit der Kräfte läßt ſich jeder beliebige 
Zug oder Drud benugen. Wir nehmen denjenigen ala Einheit an, den ein 
Körper von 1 Rilogramm Gewicht auf eine Unterlage ausübt, und meflen 
hiernad die Kräfte duch die Anzahl Kilogramme, melde einen Körper von 
demſelben Gewicht am Fallen zu verhindern im Stande ift. 

Die Menge des Trägen in einem Körper, d. h. die Menge befien, dad 
für fih zu einer Bewegung oder Bewegungsänderung unfähig ift, was alfo 
bewegt werden muß, wenn ber Körper aus dem Zuftand der Ruhe in den 
der Bewegung oder aus einem vorhandenen Bewegungäzuftand in einen ans 
dern übergeführt werden foll, wird die Maffe des Körpers genannt. Die 
Maſſe eines Körpers ift Teiner Veränberung fähig, fie bleibt bei Formände— 
tungen und an verfhiedenen Orten der Erde diefelbe, bei Zertheilungen er: 
iheint fie in der Summe ver Maffen ver einzelnen Theile wieder. Durch 
dieſe Unveränderligteit unterſcheidet fih die Majje eines Korpers ganz be: 
fonder8 von dem Gewicht defjelben, dad am Aequator Heiner als am Bol 
ift, fi überhaupt mit dem Ort auf der Erboberflähe, nad dem der Körper 
gebracht wird, ändert. Zwei Maſſen find glei groß, wenn zwei glei große 
und in gleiher Weife wirkende Kräfte ganz diefelben, Bewegungen an ihnen 
hervorrufen. 

Werden 2, 3,... n Körper von gleicher Maſſe vereinigt, fo erhält 
man eine Gejammtmafle, die 2, 3,...n mal fo groß ift als die Maſſe jedes 
einzelnen der vereinigten Körper, und nimmt man bie Maſſe eines dieſer 
Körper ala Mafjeneinheit an, fo würde das Maß der Gefammtmafje 2,3,...n 
fein. Auf dieſe Weife ließe fih zwar ein Mefien ver Mafje ermöglichen, 
jedoch fehen wir wegen der Schwierigleit der praktiſchen Ausführung davon 
ab, und werben in ber Folge durch das Gewicht des Körpers in Verbindung 
mit der Beſchleunigung g der Schwerkraft ven Werth der Maſſe berechnen. 

Eine Maſſe werde durch eine der Richtung und Größe nad unverän⸗ 
derlich wirkende Kraft in der Weife getrieben, daß alle Punkte der Mafle 
gerade und parallele Linien befchreiben, die in ihrer Richtung mit der ber 
Kraft übereinftimmen. In dieſem Galle können mwir die ganze Mafie des 
Körper in einem Punkt zufammengebrängt (verbichtet) denken und die Be: 
wegung dieſes materiellen Punktes näher ins Auge faflen. Bei dieſer Vor: 
ausfegung ift es alfo nit nothwendig, den materiellen Punkt als den Heinften 
dentbaren Körper aufzufafien, vielmehr kann ver Körper eine beliebige 
Größe haben. 

Der materielle Punkt habe die Maſſe m in fi) comcentrirt, erleide in 
jedem Augenblid während t Secunben einen der Größe und Richtung nad 
unveränderlihen Drud P. Hierdurch kommt ver urfprünglih ruhend anges 
nommene Körper allmälig in Bewegung und erlangt endlich die Geſchwin— 
digleit o, d. h. mit dieſer würde fi der Körper vermöge der Trägheit gleich: 
firmig fortbewegen, wenn man die Kraft nad) dieſer Zeit befeitigte. 
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Iſt die Kraft P auch noch fo Hein und die Maſſe m dabei fehr groß, 
fo wird die Bewegung dennoch bereit® nad dem erften Zeitmoment der Kraft: 
einwirkung beginnen, d. h. es wird in der Maſſe m ſchon nad) diefem Zeit: 
moment eine gewiſſe, allerdings fehr Heine Geſchwindigkeit vorhanden fein, 
mit welder fih aljo die Maſſe m gleihförmig weiter bewegen würde, wenn 
die Kraft jept zu wirken aufhörtee Da aber die Kraft nicht befeitigt wird, 
fo erhält die Maſſe in jedem Zeitmoment einen weiteren Zuwachs an Ges 
ſchwindigkeit, und ber Körper wird deshalb allmälig die Geſchwindigkeit v 
erlangen. Um die Beziehung zwifhen P, m, v und £ zu finden, nehmen wir 
zwei derartige conftant wirkende Kräfte P, und P,, meldet, und ig Secunden 
lang auf die Maſſen m, und m, in der angegebenen Weife einwirken und 
venfelben in dieſen Zeiten die Geſchwindigkeiten v, und v, beibringen. Dann 
find der Erfahrung gemäß vie Geſchwindigkeiten um fo größer, je größer die 
auf die Maſſen einwirkenden Kräfte find und je länger die Einwirkungen ger 
dauert haben, dagegen nehmen die Geſchwindigkeiten mit der Zunahme des 
Trägen in dem Körper, d. i. mit dem Wachsthum der Mafien ab. Wir 
haben hiernach 














Pı:P, 
y:w=!t:buY =Ptm:Pytm 
Mg :mı 
m dı _ My da . B 
= d. h. It te t de 
oder Puh By b. für alle conſtant wirkenden Kräfte hat ber in 


dieſer Weife gebildete Duotient einen unveränderlihen Werth, den wir mit X 
bezeichnen wollen. Es ift alfo die gefudhte Beziehung zwiſchen m, P, v und t 


außgebrüdt duch: mo 
Ba 2 GE 2) 
Entwickeln wir hieraus die Endgeſchwindigkeit 
P 
v=K-t, 
m 


fo ergiebt fih, daß die durch eine conftant wirkende Kraft hervorgerufene Be— 
megung eine gleihmäßig beſchleunigte ift und daß für P>=1, m=1unt=1 
v=K 

mird, d. h. unter X ift die Geſchwindigkeit zu verftehen, welche die Arafteinheit 
(1 Kilogramm) im der Zeiteinheit (1 Secunde) der Maffeneinheit beizubringen 
vermag. Die Fallbewegung im Iuftleeren Raum ift eine gleihmäßig befchleu- 
nigte Bewegung, weshalb die obige Formel hierauf in Anwendung gebracht 
werden fann. Die conftant wirkende Kraft P ift hierbei das Gewicht G des 
Körpers, und die durch Verſuche beftimmte Geſchwindigkeit am Ende ver erften 
Secunde beträgt 9,81 Meter und wird mit g bezeichnet. Es ift demnach 


mZ=K un 


P 
Peg 
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Aus dem erften diefer beiden Reſultate ergiebt fi ein Werth zur Be: 
tehnung der Mafie, nämlich: 


n-Kf, 
9 


d.h. m ift ein Vielfaches des Duotienten 2, welcher vie Eigenſchaft hat, 


für einen und denfelben Ort proportional mit dem Körpergewicht zu wachſen, 
dagegen aber für einen und venfelben Körper an verichiedenen Drten bens 
jelben Werth zu behalten, da g, die Geichwindigkeitäzunahme in jeder Ser 
cunde beim freien Fall, volllommen genau dem Gewichte des Körpers propors 
fional iſt. Es ift gebraͤuchlich, K— 1 zu fegen, wodurch ſich ergiebt: 
@ Gewicht in Kilogrammen 

9  PBeihleunigung der Schwere in Metern " 


In dieſem Falle dient ala Einheit der Maffen die Maſſe eines Körpers, 
defien Gewicht gleih der Geſchwindigkeitszunahme in der Secunde beim freien 
Fall it. Für eine der Beſchleunigung der Schwerkraft von 9,81 Meter ent⸗ 
ſprechende geographiihe Breite ift alſo als Mafjeneinheit ein Körper zu bes 
nugen, welcher 9,81 Kilogramm wiegt. Bei Benugung diefer Annahme er: 
halten wir n. F. 28 für den bewegenden Drud 








(28) 


=m!=mj=@! 
P=eng=ni=67 WB (29) 
und für die Beſchleunigung der Bewegung 
— P__bewegender Drud  P 
IT megte Dale Ian @) 


Die für die Bewegung eine mathematiihen Punktes entwidelten Gejege 
laſſen fi bei Benugung des erhaltenen Werthes für die Beihleunigung j auf 
die Bewegung eines materiellen Punktes von der Mafje m übertragen: 

a) für die gleihmäßig befchleunigte Bewegung ohne Anfangsgeſchwindigkeit 

v2: und :=42e; 
m m 

b) für die gleichmäßig beſchleunigte Bewegung mit der Anfangsgeſchwindig⸗ 

kit e 
pP P.. 
v 47 und — e2417 
©) für die gleihmäßig verzögerte Bewegung mit der Anfangsgeihmwindig: 
kt c 
v= Er und s= cr. 
m m 
Aus Formel (29) ergiebt fih noch 
Pt=mv 





\ 
\ 
\ 
| 


4 Zweiter Abidein. 

Tas Morud ans der Maiie des Körpers im wie Geihnwindigleit nennt 
man Groͤße ber Bewegung und das Preduct Pt iell der Antrieb der 
Arait P im der Zeit £ gemannt werten. Beiaß der Körper in dem Augen- 
blid, als die Aran P zu wirten anfing, bereits die Geikwinbigkeit c, ent: 
hielt alio die Mafle bereits die Größe der Bewegung mc, fo iR 

Pt— mc ..... . 81) 
d. h. die Zunahme der Größe der Bewegung in einer e get t iſt gleich 
dem Antriebe der Kraft in dieſer Zeit. 

Die für conftant wirkende Kräfte gefundene Beziehung, P—mj läßt fih 
bei veränberlihen Kräften nur für fo Meine Zeitintervalle in Anmwenbung 
bringen, innerhalb welcher ſich diefe Kräfte nicht bebeutend ändern, alſo 3. B. 


für vie Zeit von I Serunde, wenn m eine ſeht große Zahl bedeutet. Unter 


diefer Annahme wird aus 
P=mj da Pi=mo 





pl=mo 
n 
P=m.nv. 

Hierin ift v die nad 4 Secunde erlangte Geſchwindigkeit, für nv ift 
alfo die in einer Secunde der Maſſe m beizubringende Geſchwindigkeit zu 
fegen, unter der Borausfegung, daß P conftant bliebe; nv ijt demnach die 
in dem betrachteten Moment ftattfindende Beſchleunigung und es ift deshalb 
auch für veränderlihe Kräfte die höchft wichtige Formel 

P=mj, 
in jedem Zeitmoment anwendbar, als richtig gefunden worden, 
Nennen wir die Geſchwindigkeit des Punktes zu Anfang der Bewegung 


0, zu Ende derfelben aber v, und bezeichnen die in den einzelnen dazwiſchen 
liegenden Zeitmomenten ftattfindenden Geſchwindigkeiten mit cy, C2, € -- +, 


fo erhalten wir n. F. 31, die Zeitbauer r = ri eines Antriebe3 unenblih Hein 


angenommen, die einzelnen Elementarantriebe: 
Przma—me 
BRr=zma—ma 
PRr=zmy—moy uf. w. bis 
PRr=m mu. 
worin Pi, Pas Pa... Pı die Werthe der bewegenden Kraft in den einzelnen , 
Zeitmomenten bezeichnen follen. 
Durch Addition ergiebt ſich 
EPRr=mw—mce... Senne (82) 
ZP, Fr wird der Antrieb der bewegenden Rroft während der Zeit & 
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genannt. Die erhaltene Formel liefert alſo für veränderliche Kräfte daſſelbe 
Gefeg, was wir für conftante durch F. 31 gefunden haben. 

Aus dem Vorftehenden ergiebt fi, daß als Urfachen veränderliher Bes 
wegungen die Kräfte anzufehen find, daß bagegen gleihförmige Bewegungen 
auftreten, wenn bie Kräfte plöplih außer Wirffamfeit gefept werben, ba fi 
dann der Körper, vermöge ber Trägheit, mit der erlangten Endgeſchwindigkeit 
gleihförmig in der zulegt vorhandenen Richtung weiter bewegen wird. 

Durch Multiplication der Beſchleunigungen mit der Mafle m des Körpers 
erhält man den bewegenden Drud oder Zug, bie Kraft, woraus fi ergiebt, 
daß die über die Zufammenfegung der Beihleunigungen gefundenen Geſehe 
unmittelbar auf die Kräfte übertragen werden Tönnen. Aendert der Punkt 
unter der Einwirlung von Kräften feinen uriprüngligen Zuftand nicht, welder 
der der Ruhe oder der Bewegung geweſen fein fann, fo waren die Kräfte 
unter ih im Gleichgewicht. 

Wir ftellen uns zwei Syfteme von Kräften vor, die fi einander das 
Gleihgewicht halten. Das eine derjelben erfegen wir buch eine Kraft, fo 
daß dafielbe Gleichgewicht aufrecht erhalten wird. Diefe Kraft nennt man bie 
Mittellraft oder Refultante des zerflörten Syſtems und die entgegen: 
gefegte Nefultante des erhaltenen Syſtems von Kräften. Cine Refultante 
iſt hiernach diejenige Kraft, welche die Wirkung mehrerer Kräfte volllommen 
erjegt, entgegengejegte Refultante ift dagegen die Kraft, welde mehreren anderen 
das Gleihgewiht hält. Die übrigen Kräfte heiben in Bezug auf die Reful: 
tante Seitenkräfte oder Componenten. Die Beftimmung der Refultante 
aus den Componenten nennt man Bereinigung ober Bufammenfegung der 
Kräfte; die umgelehrte Aufgabe, aus einer Kraft mehrere zu bilden, die daſſelbe 
kiften, wird dagegen Zerlegung der Kraft genannt. 

1) Wirken mehrere Kräfte nad derfelben Richtung auf einen Punkt A, 
fo ift die Rejultante gleih der Summe der einzelnen Kräfte und dieſelbe 
wirkt mit den urfprüngligen Kräften nach derſelben Richtung. Gleichgewicht 
lann bier niemals ftattfinden. 

2) Wirken mehrere Kräfte Pꝛ, Pg, Pz . . . theils nad) einer, theils nad) der 
gerade entgegengefegten Richtung auf einen Punkt A, fo abdire man nad dem 
vorigen Geſetz die Kräfte, welche viefelbe Richtung haben. Dadurch erhält 
man zwei Kräfte, die an dem Punkt nad) entgegengejegter Richtung wirkſam 
find, deren Refultante fih in der Differenz der beiden Kräfte findet und deren 
Richtung dur die größere Kraft beftimmt ift. Die Gleichheit dieſer beiden 
legten Kräfte giebt die Bedingung des Gleichgewichts für jimmtlihe an dem 
Bunkt urfpränglih wirkſame Kräfte. Berfieht man die gegebenen Kräfte, mit 
Rüdfiht auf ihre Richtung, mit pofitiven und negativen Zeichen, fo wird bie 
Refultante R alle Kräfte in der algebraifhen Summe (2) verfelben erhalten, 
die poſitiv, negativ oder Null fein kann, wodurch die Richtung der Refultante 
teip. die Bedingung des Gleichgewicht? ausgeſprochen ift: 


+ 
R=EB=0 . ...:.222.. 8) 


23 


6 Zweiter Abſchnitt. 

1) Auf einen Puntt A (Fig. 29) wirten zwei Kräfte P, und P, 
J deren Richtungen rechtwinkelig aufein- 
Big. 29. ander ftehen. Die Reſultante Rift 
* der Größe und Richtung nad die 
RB Diagonale des aus den Kräften 
conftruirten Rechteds. Bezeichnet man 
die Wintel zwifhen R, P, und P, 

mit g und 0, fo ift hiernach 
R=VP®+P#%. . (34) 

4 —2 
co⸗ ⸗ und co⸗e o = 7 (35) 


Gleichgewicht kann bier niemals ftattfinden; vafjelbe läßt fih jedoch da: 
durch beritellen, daß man in A, entgegengefegt der Reſultante R, eine dieſer 
gleihe Kraft R anbringt. Umgekehrt läßt ſich jede Kraft Z in zwei auf: 
einander rechtwinfelig ftehende Componenten zerlegen, beren Größe durch 
Rcosg und Rcosa gegeben ift. Es handelt fih hierbei um Eonftruction 
des rechtwinkeligen Dreiedt® A BC, von dem jeverzeit die Hypotenufe Z ge: 
geben ift, fo daß es nur nod eines Stüdes zur onftruction bevarf. Zugleich 
erhellet aber daraus, baß fi die Zerlegung einer Kraft R auf vielfache 
Weiſe machen läßt. 

2) Wirken die Kräfte P, und F, unter dem Winkel d auf den Punkt A 
(Fig. 30), fo bilde man aus den Kräften das Barallelogramm, ziehe die Diagenale 

Fig. 30. und zerlege beide Kräfte nad) 
Richtung berfelben und normal 
dazu. Die beiden lepteren Com⸗ 
ponenten halten fid) das Gleich⸗ 
gewicht, daher ift die Refultante 
der beiven gegebenen Kräfte 
gleich der Summe der in Rich: 
tung der Diagonale liegenven 
Componenten. Diefe liefern 
aber in ihrer Summe die Diago: 
nale felbft, daher ift dieſe der 
Größe und Richtung nach die 
verlangte Refultante 


P=y P,*+P,°+2 P, P, cos ö 
[@86) 


Gleichgewicht Tann bier 
ebenfalls nicht ftattfinven, das 
gegen kann man daffelbe wieder dadurch herftellen, daß man in A, in Richtung 
der Diagonale, entgegengefeßt zur Refultante, eine ihr gleiche Kraft P wirken laßt. 

Hiernad find zur Herftellung des Gleichgewichts, für Kräfte in derjelben 
Ebene an einem Punkte wirkſam, wenigſtens drei Kräfte nothwendig, von 
denen jede als die entgegengejegte Mittellraft der beiden anderen erſcheint und 
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der Größe nah durch F. 35 beftimmt ift. Da die Aräfte P,, ?, und P 

Seiten eines Dreieds find, fo iſt noch nah dem Ginusfag 
Pı:Ps: P= sinag: sina, :sind 

oder wenn wir die Rebenwinlel von &, und az als u und v einführen, fo 

ergiebt ſich für drei Kräfte, die fih an dem Punkte A das Gleichgewicht halten, 
P,:Pa:P=sinvisinu:ind . 2... (89 

d. h. die Kräfte verhalten fi wie die Sinus der Winkel, welde je zwei Kräfte 

miteinander bilden. 

Umgetehrt laßt ſich jede Kraft P in zwei Componenten zerlegen, die 
einen beliebigen Winkel 5 miteinander bilden, und handelt es fi dabei nur 
um die Gonftruction eines Dreied3, für dad außer P noch zwei Gtüde ge: 
geben fein müflen. 

Das Geſetz unter 2) ift befannt unter dem Namen: das Parallelo- 
gramm ber Kräfte, 

Mit Hülfe vefjelben laſſen fih eine beliebige Anzahl von Kräften, die 

J im Punkte M (Fig. 31) wirkſam find, 

Big. 31. ebenfal3 vereinigen, indem man vie 

Refultante Q aus P, und P,, mit P, 

zur Reſultante Z und dieje mit P4 zu 

einer Refultante P vereinigt, welche nun 

die Mittellraft des ganzen Syftems fein 

wird. Sobald die legtere verſchwindet, 

findet Gleichgewicht zwiſchen den an dem 
Punkte M wirkſamen Kräften ftatt. 

3) Die Bereinigungbeliebig vieler in 
einer Ebene gelegenen Kräfte, die aneinem 
Punkte Amirkfam find, läßt ſich durch Rech- 
nung mit Hülfe von Nr. 1) diejes Paragraphen folgendermaßen bewerkſtelligen. 
Man vente in der Ebene der Kräfte durch A ein beliebiges rechtwinleliges Coor- 
dinatenſyſtem gelegt, dabei die Kräfte der Größe nad duch P,, Py, Py, Ps... 
und der Richtung nad durch die Winkel a), Br; a2 Ba; ar, Ba ..., welche 
die Kräfte mit den Coordinatenachfen bilden, gegeben. Wir verftehen bier 
unter dem Winkel, den eine Kraftrichtung mit den Achſen bildet, denjenigen 
Binfel, den fie mit dem pofitiven Theil der Achſen, auf dem kürzeften Wege 
gemefien, einihließt, wobei feiner der Winkel 180° überfteigen fann. Man 
zerlege num jede der Kräfte nach der oben angegebenen Anleitung in zwei 
Eomponenten, die in Richtung der Achſen fallen. Diefe find für: 

Pı:Pı c0s&, und P, cosß,; Py: Pa cosa, und P, cos fg; 
Py:P, cosa, und Py cosßz u. ſ. w. 

Auf die Richtung der einzelnen Componenten ift nicht Nüdficht zu nehmen, 
da duch den als Factor vorlommenden Coſinus die richtige Lage von felbft 
hervorgerufen wird, wenn die Winkel in der oben angegebenen Weiſe gemefjen 
werben. Einem fpigen Winkel entfpriht eine pofitive, einem ftumpfen Winkel 
dagegen eine negative Componente. Nach diejer Zerlegung bilde man bie 





4 Zweiter Abfditt. 
algekraiihe Summe wer Eompouenien in jever ker beiten Ahlen, wodurch 
Fewei aufeinander nermalitchenne Rräite enikeben, die wir mit X und Y be 
zeihnen wollen. Es i# hiernach· 

X= ZP,cose, u T= EP, cosß; 
vie Reiultante B=-YXırR... . ... (88) 
und deren Richtung, wenn @ wu 6 vie Bintel fun, weide die Richtung 
von E mit den Achſen bildet, 

= 


rennen. (89) 


SER. 


c86—= 


In ven legten Ausorüden it R abiolut zu mehmen, die Bähler ber 
Quotienten geben das dem Cofinus der Binfel E und G notbwendige Zeichen. 
Aus viejem Zeihen läht ſich erlennen, ob dieſe Winkel jpig oder ftumpf find, 
worurh die Rejultante der Richtung nad vollttänrig befimmt if. 

Waren die urfprüngliben Kräfte im Gleichgewicht, jo muß B= 0 mer: 
den. Die Refultante ift gleih dem cbigen Burzelausprad, defien Radicand 
für ven Fall des Gleichgewichts aljo gleih Rull fein wird. Die Summe 
eier Duabrate lann aber nur Rull fein, wenn jever Dignand Rull ift, des- 
halb heißen die Bedingungen tes Gleihgewihts 

B=0 na 
=ZP,os ie 
ee glehgetig=0 . . . . (40) 
Die im vorigen Paragraph 
Big. 32. entwidelten Gejege für Kräfte in 
einer Gbene laſſen ſich leiht auf 
Kräfte im Raum übertragen. 

1 Aufven Bunft A(Fig.32) 
wirfen die Kräfte P), Pa, P,, 
die mechjeljeitig aufeinander recht: 
winelig ftehen, P, üt alfo auf 
der Ebene P, P,, Pa auf ber 
Ebene P,P, und P, auf der 
Ebene P, Pz normal. 

Nah $. 24 1. läßt ih A, 
und Ps zu einer Refultante 
RB'=YP®+ P32 vereinigen. 
Die beiden Kräfte R’ und P, 
ftehen nun ebenfalls aufeinander 
rechtwinkelig und liegen in ver 
durd A gelegten Diagonalebene 
des aud ben brei gegebenen Kräften 
conftruirten Parallelepipedums. 





Kräfte im Ram. 4 
Die Refultante R, aus R’ und P,, die mit der Refultante der drei ger 
gebenen Kräfte übereinftimmt, wird hiernady der Große und Richtung nad in 
der Diagonale des aus den drei Kräften P,, Pa, P, conftruirten Parallele: 
pipedums erhalten: - 
R=YR®+ P,® over 
R=YP®+P2+P3 ....... da) 
Die Winkel, welche R mit den Kräften P,, P,, Ps bildet, fein 9, 0, r. 
Die Richtung der Rejultante R ift beftimmt durch 


0g0=% 

wo een. (42) 
Ps 

wr=y 


da fih P), Py, Ps als die Brojectionen ver Rejultante R auf die Richtung ber 
gegebenen Kräfte ergeben. Aus 42 findet ſich noch 


cos oꝰ + cos + cr =1 ve. (43) 


Gleichgewicht kann in dieſem Falle nicht ftattfinden, vielmehr muß man 
zur Herftellung defielben eine Kraft R in A, entgegengefegt zu der Refultante 
R wirfjam, angebracht denken, woraus zugleid folgt, daß wenigftens vier 
Kräfte, im Raum gelegen, nothwendig find, um fid) gegenfeitig das Gleichs 
gewicht zu halten. 

Umgefehrt. läßt fih jede Kraft 2 in drei aufeinander normal ftehende 
Eomponenten zerlegen. Zu dem Ende find außer A nod zwei Stüde noth: 
wendig, die man beliebig aus den Winkeln g, 6, r und den Componenten 
By; Py, F, wählen kann. 

2) Wirken an dem Punkte A beliebig viele Kräfte Pi, Pa, Pr... 
die nicht in derſelben Ebene liegen, jo denke man durch A ein dreiachſiges 
Coordinatenſyſtem · gelegt und- die Richtung der Kräfte durch die Wintel 
as Bis Pıs ar Par Ya; Rs, Bas Ya ++., melhe diefe mit den Adien 
tühtungen bilden, gegeben. Die Winkel find in der oben angegebenen Weife 
nunehmen. B 

Man zerlege jede der Kräfte nach Richtung der drei Achſen, und addire 
die in einer Achſe liegenden Componenten, fo enttehen drei Kräfte 

X=ZP, cs0,;, Y= EP, cosß; Z= ZP, cos y, und die 
ih beftimmende hieraus Mitteltraft ift 


RZEVPLTPTHFZ........ 04) 


deren Richtung durch die Winkel 9, 6, z mit den Achſen beftimmt ift 
Bernide, Mechanit. I. Zweite Aufl. 4 








R 
ono- ... . . . . . . . 66) 
— 
Die gegebenen Kräfte ſind wntereimmmder im Gleichgewicht, jobald 
R=0 a 
X=ZP,coa, 
Y=ZPeosPß | gleähjitig=Oit . - - (46) 
Z=EP, ey | 


26 Die in den beiden legten Patagrapben jür vie Zujummenjegung und 
Zerlegung gefundenen Gejege haben nicht allein jür comjtante, jondern aud 
für veränderlihe Kräfte ihre Giltigteit, da auch die entipredenden Geſetze 
für die Beichlennigungen, in Ausdehnung als richtig bewiejen worden 
find. Tiefe veränderlihen Kräfte find beſenders bei der krummlinigen Be 
wegung in Betracht zu ziehen, da bei dieſer im Allgemeinen, in jedem 
Zeitmoment die Geihwindigfeit und die Richtung ver Bahn eine Aenderung 
erjährt. Jedenfalls lafien fih jümmtlide an dem Punkt, von der Majle m, 
wirfjamen Kräfte in jedem Zeitmoment zu einer Rejultante R vereinigen, 
die wir der Größe und Richtung nach veränderlih annehmen müſſen. Aus 
ver Bewegungslehre des mathematijhen Buntes willen wir, dab die Be 
wegung de3 Punktes im Raum, al3 rejultirend angejeben werden Tann aus 
den Bewegungen feiner Projectionen auf die drei Achſen, und daß fomohl 
vie Beihlennigung j aus ten Achſenbeſchleunigungen jr, 5y, jr, als auch 
vie Geſchwindigleit o aus den Adjengeihmwindigfeiten o,, vy, v; erhalten 
wird. Die Componenten X, Y, Z der jetesmaligen Rejultante R müfjen 
hiernach die Achſenbeſchleunigungen hervorrufen, d. b. wir haben nah F. 29 





X=mj, 
Yanıt ».2 20.222000. ) 
Z=mj, 


Hieraus ergiebt fih 
ZH P+2=R=mj244)am.z 
een. (48) 
d. h. alfo auch bei frummliniger Bewegung des materiellen Punktes von der 
* Mafje m ift die jevesmalige Nefultante, die bewegende Kraft, gleich dem Pro: 
duct aus der Mafie m in die Beſchleunigung 5, und die Refultante R muß 


in die Richtung der jevesmaligen Beſchleunigung 5 fallen, kann alfo nicht in 
Nichtung der Bahn, vefp. in Richtung der Geſchwindigleit o wirlſam fein. 


oder B=mj ....... 


Ablenkungskraft. 51 

Da nun bie jedesmalige Refultante 2 in Richtung der Beihleunigung fällt, 

fo liegt fie nah $. 17 in der Döculationzebene der kummen Bahn, und 

wir fönnen viefelbe in jedem Moment in biefer Ebene in zwei aufeinander 

normal ftehende Componenten zerlegen, von denen die eine in Richtung der 

Zangente wirkt. Dieje heißt Tangentialfraft, wird mit T bezeichnet und 

iſt Urjache der gerade ftattfindenden Gejhwindigfeit v. Es ift biernad, unter 
3 die Tangentialbeſchleunigung verſtanden: 

Tamü 2.2.2220. (49) 

Die zweite Componente fällt in Richtung des Krümmungshalbmefjers ® 

fie heißt Normaltraft, Ablentungskraft, wird mit C' bezeichnet und hat 

die Aufgabe, den Punkt aus einer Tangente in die nachſtfolgende überzuführen, 

dagegen trägt fie zur Veränderung der Geſchwindigkeit Nichts bei. Aus ber 

Normalbeſchleunigung ja ergiebt fih der Werth von C, mit Radſicht auf 

Formel 23: 
u 

C=na=nT FE 60) 

Iſt die Bewegung auf der Curve gleihförmig, jo wird T= 0 un = C; 

& liegt dann alſo R in Richtung des jevesmaligen Krümmungshalbmeffers. 

Iſt die Bahn des Punktes von der Mafje m ein Kreis, fo heißt die 

Normalkraft C Centripetalfraft, und es ift in dem Werth für dieſelbe 

= dem Kreishalbmefjer r zu fegen. Führen wir noch vie Winkelgeſchwindig- 


kit © = - ein, fo ergiebt ſich: 
Cem 2.2.2220 
Macht der Punkt in der Minute u Umbrehungen, fo ift n. F. 26 


o= 0,1047 u zu fegen und wird für m fein mp @ eingeführt, fo entfteht als 


Größe der Gentripetalfraft . 
C= 00011174 @ru? 

Für eine gleihförmige Bewegung des Punktes auf dem Kreife ift, wie 
ſchon angegeben, R= C und T= 0, für eine ungleihförmige Bewegung dar 
gegen erhalten wir, wenn wir die Wintelbefhleunigung «= * einführen, 

T=mrı und hieraus 
=, 

Man multiplicire diefen Bruch im Zähler und Nenner mit r, um bie 
Form zu erhalten, die wir fpäter bei der Bewegung der Körper um eine feſte 
Achſe wieder finden werden. Tr heißt dabei das ftatifhe Moment ber 
Kraft und mr? das Trägheit3moment der bewegten Maſſe. 
_ Tr __ ftatifhes Moment 


(Earl — Trägheitsmoment 62 


4* 
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27 In dem gewöhnlichen Leben befteht die Wirtung einer Kraft nicht darin, 
eine volllommen freie Mafje in eine volllommen freie Bewegung zu verjegen, 
fondern e3 wird vielmehr von jeglicher Kraft die Vollbringung einer Leiftung, 
einer Arbeit verlangt. Eine Arbeit befteht aber darin, daß ein gemijjer 
Widerſtand, ein Drud oder Zug, eine Gegenkraft und zwar auf jedem Punkte 
des zurüdgelegten Weges überwunden werde. Gin rubender Drud oder Zug 
kann nur an einer Stelle des Weges einen Gegenvrud aufheben, nit aber 
an verjdiedenen Punkten, weshalb aud die, eine Bewegung hervorbringende 
Kraft, in Bewegung begriffen fein, ihr Angriffspunft aljo einen Weg zurüd: 
legen muß. 

Die von einem Widerſtande verbrauchte, fowie die von einer Kraft ge— 
leiftete Arbeit ift alfo in derſelben Weiſe zu mefien. Man hat als Einheit 
der Arbeit diejenige Arbeit angenommen, welche geleiitet wird, wenn ein 
Widerftand von 1 Kilogramm auf einem Wege von 1 Meter überwunden 
wird, hat diefe Einheit Kilogramm+Meter genannt und mit km bezeichnet. 
In ven Ländern, mo Pfund und Fuß bie betreffenden Einheiten find, dient 
in gleicher Weife das Fußpfund ala Xrbeitseinheit, das mit frfd bezeichnet 
wird. Es ift 1m — 6,3724 ford preußiſch — 7,233 fPid engliſch. 


1) Wirkt eine Kraft P mit unveränverliher Größe und erfolgt die Ber 
wegung ihres Angriffspunftes nad einer, mit der Kraftrihtung übereinftinmen- 
den Nihtung, oder find diefe beiden Richtungen gerade entgegengefept, fo iſt 
die geleiftete oder verbraudte Arbeit jowohl dem Drud P als auch dem vom 
Angrifispunfte der Kraft zurüdgelegten Wege s proportional und wir erhalten 
daher als Maß ber Arbeit, die Arbeitgröße L 


LS P. ch.... . ..... 6s) 


Es handelt ſich hiernach bei Berechnung der Arbeitgröße einer Kraft nur 
um die Größe des Druds und die Länge des Weges, dagegen iſt die Zeit, 
in melder biefe Wirkung ausgeübt wurde, die Geſchwindigkeit, mit der 
die Bewegung erfolgte, die Art der Bewegung, ob dieſelbe mit conftanter 
oder mit weränderliher Geſchwindigleit vor fih gebt, ganz außer Betracht 
zu laſſen. 


2) Wenn die Kraftrihtung MP. mit der Bewegungsrihtung MO den 

. Winkel & bildet (Fig. 33) 

Fig. 33. Big. 34. fo denfe man F in * 

pP aufeinanbernormal ftehende 
Componenten zerlegt, von 
L denen bie eine mit der 

=“ 0 Bewegungsrichtung zufam- 

o M menfällt. Bleibt während 
L der Bewegung die Richtung 

der Kraft P unverändert, 
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fo iſt erfihtlich, daß die zur Bewegungsrihtung normale Componente P. sin 
ebenjall® unverändert bleibt und feine Arbeit verrichtet, da fie die Forts 
bewegung ihres Angriffspunftes nicht bewirkt, daß dagegen die Arbeitgröße 
ter Gomponente P.cosa gleih P.cos«&.s,, unter 4, = MO ven Weg des 
Angriffspunltes verftanden, zugleich die Arbeitgröße der gegebenen Kraft P ift. 
Bezeichnet man die Projection von MO, auf die Richtung der Kraft P mit s, 
fit ML= s gleih s, cos« und daher bei Benugung dieſes Werthe die 
Arbeitgröße der Kraft P ebenfalls 

L=P.skm, 
d. h. unter Arbeitgröße einer Kraft verjteht man das Product 
aus dem Drud in Kilogrammen, und dem Weg s in Metern, den 
der Angriffspunft des Druds in Richtung defielben zurüdlegt. 
In gleicher Weiſe ift aljo auch die Arbeitgröße eines Widerftandes zu 
berechnen. (Fig. 34). 
3) Trägt man in ven beiden behandelten Fällen den Weg AB=s 
auf die X-Achſe und den Drud AD— P auf die Y«Adfe (Fig. 35), fo 
wird dadurch ein Rechtech beftimmt, deſſen Inhalt 
Fig. 35. dem Maß nach, das Maß der verrichteten Arbeit- 
größe angiebt. Die der X-⸗Achſe parallele Seite 














N 
u ° des Rechteds kann als ver geometriihe Ort ber 
Enppuntte der Drude P angejehen werden, wenn 
man in jedem Moment, dem entiprehenden Wege 
A 


mM B gemäß, den Drud ald Ordinate errichtet. Diefen 

geometrifhen Drt der Endpunkte der beziehlichen 
Trude mollen mir die Drudcurve nennen. Aendert fih während ver 
Bewegung der Drud, fo kann die Drudcurve nicht mehr mit der X-Achſe 
parallel laufen, fie wird bei gleihmäßiger Aenderung eine zur X-Achſe geneigte 
gerade Linie DC fein (Fig. 36) und bei ungleihmäßiger Aenderung eine 
beliebige frunime Linie bilden (Fig. 37). Die von der Drudcurve begrenzte 


"Sig. 36. Fig. 37. 








AEG 


dlache wird aber- jederzeit in ihrem Inhalte das Map der verrichteten Arbeit: 
größe darftellen, da wir die Fläche (in gleicher Weiſe wie früher bei ver Be: 
ihleunigungs » und Geſchwindigkeitscurve) aus unzählig vielen Rechtecken 
zuſammengeſetzt denken können, von denen jedes in feinem Inhalte das Maß, 


m 
aber dabei jenerzeit von tem Ausrifsrunte ver Kraft, in Richtung 
——— —⏑⏑ — wer alie Ward Vrojection des wirt: 
Eichen Weges auf vie Kraitrictung bergektellt werten muß, wenn biejelbe nicht 
iugleih die Dewegungsrihtung iR. 
Bir yaben biernab ganz allgemein: Die verrichtete Arbeitgröße 
wirs Durch vie Flache der Trmdcarve gemejien. 
Ten mittleren Werth P. des verinterlihen Druds erhält man aus der 
auf vieje Weije berechneien Arbeitgröße, wenn man 
Bis viejelbe durch den zurädgelegten Weg & divivirt. Es 
x it allo P. tie Seite A F des Rechteds AFEB, 
weldhes mit der von ter Trudame DNG be 
grenzten Zläde, gleihen Juhalt hat (Fig. 38): 


AF=Pp=Z. 





4) Wirlen auf einen Bunt A (Fig. 39) mehrere conftante ober ver: 
änberfiche Auäfte P,, P,, 

Fig. 39. Pz..., fo laſſen ſich 

/n dieſelben in jedem Mo: 

ment zu der Reſultante 

R vereinigen. Es fei AB 
die von dem Bunfte in die: 
jem Zeitmoment beſchrie⸗ 
bene krumme Bahn und 
die gerade Linie AB die 
X: Achſe, dann ift der frũ⸗ 
heren Bezeichnung gemäß 
Reosg=X= 

P, cosa, + Pzcosa, + 
P40803-+... Pa 050, 
Man vente von B auf fämmtlihe Kraftrihtungen Normalen gefält, 
welche die, von dem Punkte A in Richtung der Kräfte, zurüdgelegten unendlich 
Heinen Wege, auf dieſen abſchneiden. Diefelben werben ver — nach mit 





6, 61, 62, Op... bezeichnet. Dann iſt cosg = cos = 4 Le 
u. ſ. w. Bei Benugung dieſer Werthe geht vie obige Gleichung über in 
Ro=P, 6, +P26%+Pz;05+...P,6, oder kürzer | 


Ro=ZEPRG .. Pa (7) 


d. h. die in einem Zeitmoment von ber Refultante R verrichtete Arbeitgröbe 
iſt gleih der algebraifhen Summe der Arbeitgrößen fämmtliher Com: 
ponenten in berfelben Zeit. Jeder der Summanden auf ber rechten Seite | 


=35 
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der Gleihung ift pofitin oder negativ zu nehmen, je nachdem bie Richtung 
ber betreffenden Kraft mit der Richtung der Bewegung, einen ſpihen oder 
ſtumpfen Wintel bilde. Die pofitiven Glieder bezeichnet man mit dem 
Ramen bewegende Arbeitgrößen, bie negativen Summanden heißen da 
gegen widerftehende Arbeitgrößen, Waren die urfpränglihen Kräfte unter 
fh im Gleichgewicht, fo it R= 0 und die Gleihung 54 liefert 
EZBÜ=0 .» 2... 02.200. 66) 

Den in Nihtung der Kraft zurüdgelegten Weg, von unendlich kleiner 
Größe, nennt man virtuelle Geſchwindigkeit und das Product aus der 
Kraft in die virtuelle Geſchwindigkeit, wird virtuelles Moment oder virs 
tuelle Arbeitgröße genannt, fo daß die Gleihung 55 das Geſetz aus: 
ſpricht: Sind die einen Punkt angreifenden Kräfte unter fih im Gleich— 
gewicht und verjhiebt man das Syſtem unendlich wenig, fo ift die alges 
braifhe Summe der virtuellen Momente gleih Null. 

5) Denkt man bei der krummlinigen Bewegung vie Refultante R in 
die Tangentialfraft T und die Normaltraft C zerlegt, fo ergiebt fih, daß 
die Arbeitgröße der Rejultante in jedem Moment mit der, der Tangentials 
kraft T übereinftimmt, da die Normalkraft, normal zur Bewegungsrichtung, 
feine Arbeit zu verrichten im Stande ift, Bewegt fi der Punkt im Kreife 
vom Halbmefjer r, und läuft derfelbe u mal herum, jo ift, unter 7 die con= 
ſtante Tangentialkraft verftanden, die verrichtete Arbeitgröße 

L=T.2ar.u 

Bei der Berechnung der Arbeitgröße Z, ift zwar auf die Art der Be: 
wegung, melde der Angriffspunft der Kraft erhält, gar nicht Nüdficht zu 
nehmen gewefen, dagegen ift e3 von Intereſſe zu unterjuhen, welche Arbeit 
einer Mafje m zu ertheilen ift, um dieſelbe aus der Ruhe in eine beftimmte 
Geſchwindigleit v zu verfegen, oder um eine vorhandene Bewegung mit ber 
Geſchwindigkeit c, in eine andere mit der Geſchwindigkeit v umzumandeln. 

Es fei £ die Zeit, welde verfließt, bis die Maſſe m vie Geſchwindigleit 
v angenommen hat, und 8 der dabei zurüdgelegte Weg. Die bewegende Kraft P 
fei conftant und in der Bewegungsrichtung wirkſam, dann ift, unter j die Ber 
ihleunigung der Bewegung verftanden: 


„_? 
v=jt= n t und 
s=je=yet. 
Durch Elimination von 2 aus dieſen beiden Gleichungen ergiebt fh 
Ps=4m®=L ........0.0.0. (56) 


Hierin bedeutet Pa die Arbeitgröße, melde die Kraft an die Maſſe 
während des Weges s übertrug, bis alſo bie verlangte Geſchwindigkeit ents 
fanden war, und es ift dieje Arbeitgröße gleih dem Product, aus der halben 
Maſſe in das Duadrat der Geſchwindigkeit. 

Dieſes Product wird lebendige Kraft genannt, und es fagt daher Glei— 


28 
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der in dem Momente verrichteten Arbeitgröße vorſtellt. Unter dem Wege s 
ift aber dabei jeverzeit der, von dem Angriffspunfte der Kraft, in Richtung 
verfelben zurüdgelegte Weg zu verftehen, der alfo durch Projection des wirk— 
lien Weges auf die Kraftrichtung hergeftellt werden muß, wenn biejelbe nicht 
zugleich die Bewegungsrichtung iſt. 

Dir haben hiernach ganz allgemein: Die verrichtete Arbeitgröße 
wird durh die Fläche. der Drudcurve gemeffen. 

Den mittleren Werth Pm des veränverlihen Druds erhält man aus der 

auf diefe Weile berechneten Arbeitgröße, wenn man 














Big. 38. dieſelbe durch den zurüdgelegten Weg s divivirt. Es 
F — 5 it alſo Pm die Geite A F des Rechteds AFEB, 
vl ſo welches mit der von der Drudkume DNG be 
grenzten Fläche, gleihen Inhalt hat (Fig. 38): 
L 

27 AF=Pn=Z- 
4) Wirten auf einen Punkt A (Fig. 39) mehrere conftante oder ver: 
anderliche Kräfte P,, Pz, 
Big. 39. Py..., fo laſſen fih 


viefelben in jevem Mo- 
ment zu der Refultante 
Roereinigen. Es ſei AB 
die von dem Punkte in dies 
ſem Beitmoment beſchrie⸗ 
bene krumme Bahn und 
die gerade Linie AB die 
X.Achſe, dann ift der frü« 
heren Bezeichnung gemäß 

Roseg=X= 
Pı c080, + Pzcosay + 
P, 008044... Pn608 0. 

Man vente von B auf fämmtlihe Kraftrichtungen Normalen gefält, 
melde die, von dem Punkte A in Richtung der Kräfte, zurüdgelegten unendlich 
Heinen Wege, auf dieſen abſchneiden. Diefelben werden der Reihe nady mit 








R . 4 
6, 61, 62, Gy, .. bezeihinet. Dann ift cos = ZR 90 = 5 cos c 


= 5 u. fm. Bei Venutzung diefer Werthe geht die obige Gleichung über in 


Ro=P,6, +P26%.+Ps65 + -.. Pa On oder kürzer 
Re=ZEPG :. 2.0.2.0. 6) 


d. h. die in einem Zeitmoment von der Rejultante Z verrichtete Arbeitgröhe 
ift glei ver algebraifhen Summe ver Arbeitgrößen fämmtliher Com= 
ponenten in berfelben Zeit. Jeder der Summanden auf der rechten Seite 
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ver Gleihung ift pofitiv oder negativ zu nehmen, je nachdem die Richtung 
der betrefjenden Kraft mit der Richtung der Bewegung, einen ſpitzen ober 
ftumpfen Winkel bilvet. Die pofitiven Glieder bezeichnet man mit dem 
Ramen bewegende Arbeitgrößen, die negativen Summanden heißen das 
gegen widerftehende Arbeitgrößen, Waren die urfpränglihen Kräfte unter 
fh im Gleihgewidt, fo it — O0 umd die Oleicung 54 liefert 
ZEBh=0 : 2.2.2... (6b) 

Den in Richtung der Kraft zurüdgelegten Der, von unendlich Meiner 
Größe, nennt man virtuelle Geſchwindigkeit und das Product auß ber 
Kraft in die virtuelle Gejchwindigkeit, wird virtuelles Moment oder virs 
tuelle Arbeitgröße genannt, fo daß die Gleihung 55 das Geſetz aus— 
ſpricht: Sind die einen Punkt angreifenden Kräfte unter fih im Gleich— 
gewicht und verſchiebt man das Syſtem unenblid wenig, fo ift die alge— 
braifhe Summe ber virtuellen Momente gleih Null. 

5) Dentt man bei der frummlinigen Bewegung die Refultante R in 
die Tangentialfraft T und die Normaltraft C zerlegt, fo ergiebt fih, daß 
die Arbeitgröße der Refultante in jedem Moment mit der, der Tangentials 
frajt T übereinftimmt, da die Normaltraft, normal zur Bewegungsrichtung, 
feine Arbeit zu verrichten im Stande ift. Bewegt fi der Punkt im Kreife 
vom Halbmefjer r, und läuft derfelbe u mal herum, fo ift, unter 7 die conz 
ftante Tangentialkraft verftanden, die verrichtete Arbeitgröße 

L=T.2nr.u 


Bei der Berechnung der Arbeitgröße Z, ift zwar auf die Art der Be: 
wegung, welche der Angriffspunft der Kraft erhält, gar nicht Nüdficht zu 
nehmen gewefen, dagegen ift es von Intereſſe zu unterfuchen, welche Arbeit 
einer Mafje m zu ertheilen ift, um dieſelbe auß der Ruhe in eine beftimmte 
Geſchwindigleit v zu verjegen, oder um eine vorhandene Bewegung mit der 
Geſchwindigkeit c, in eine andere mit der Geſchwindigkeit v umzumandeln. 

€ fei £ die Zeit, welche verfließt, bis die Mafje m die Geſchwindigkeit 
v angenommen bat, und 8 der dabei zurüdgelegte Weg. Die bewegende Kraft P 
fei conftant und in der Bewegungsrichtung wirlſam, dann ift, unter j die Ber 
ſchleunigung der Bewegung verftanden: 





._P 
=jt= m‘ und 
s=4jt=yot 
Durch Elimination von 2 aus diefen beiden Gleihungen ergiebt ſich 
Ps=iJm®=L .... nee. (56) 


Hierin bedeutet Ps die rbeitgröße, nelge die Kraft an die Mafle 
während des Weges 3 übertrug, bis aljo bie verlangte Geſchwindigkeit ent: 
ftanden war, und es ift dieſe Arbeitgröße gleich dem Product, aus der halben 
Maſſe in das Duadrat der Geſchwindigkeit. 

Diefes Product wird lebendige Kraft genannt, und es fagt daher Ölei- 
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chung 56 aus: 1) Die Arbeitgröße, welche entwidelt werden muß, 
um einer Maffe eine gewiſſe Geſchwindigkeit beizubringen, ift 
glei ihrer lebendigen Kraft. 

Stellt fi einer bewegten Maſſe m, melde bei ver Geſchwindigleit v 
alfo vie lebendige Kraft Z mo? befipt, ein conftanter Widerftand entgegen, 
welcher der Bewegungsrichtung gerade entgegen wirkt, fo tritt eine gleihmäßig 
verzögerte Bewegung ein und die Maſſe kommt allmälig in Ruhe. Iſt ⸗ ver 
Weg, den die Maſſe zurüdlegt, bis fie in Rube gelommen, P ver conftante 
Wiverftand, t die Zeitdauer der Bewegung und j die negative Beſchleunigung, 
die Verzögerung der Bewegung, fo hat man 

o=r—j=n-Lt und 
s= hut, 
daher ergiebt fi wieder durch Glimination von d 
Ps=4mv, d.h. 

2) Die lebendige Kraft einer bewegten Maffe ift glei der: 
jenigen Arbeitgröße, welche dieſe Maſſe zu entwideln vermag, 
wenn fie auf einen Widerſtand fo lange einwirkt, bis fie ihre 
Geſchwindigkeit verloren hat. 

Befigt eine Maſſe m die Geſchwindigkeit c, fo ift alfo dadurch eine 
Arbeitgröße, glei ihrer lebendigen Kraft = 4m c? repräfentirt. Geht biefe 
Gefhwindigkeit in gleihmäßiger Aenderung allmälig in v über, fo ift jept 
dur die Mafje eine Arbeitgröße von mo? gegeben. Soll daher eine be: 
wegende Kraft die Geſchwindigkeit einer Mafje allmälig von c auf v bringen, 
fo ift dazu eine Arbeitgröße nothwendig, welde gleih ift der Differenz der 
lebendigen Kräfte, für die End: und ae d. h. 

LSf Im (orꝛ - eyy.. . 2. . . 69 

Einer Geſchwindigleitsanderung entfpriät. aljo unter allen Umftänden 
eine Arbeitgröße, d. h. bei zunehmender Geſchwindigteit wird ein Wer: 
braud, bei abnehmender Geihwindigleit dagegen ein Gewinn an 
Arbeitgröße ftattfinden. Bleibt die Geſchwindigleit wahrend der Bewegung 
diefelbe, fo ift ver Mafje weder Arbeit zugeführt worden, noch hat die— 
felbe Arbeit abgegeben. 

Die vorgeführten Gejege find vollftändig auf veränderlihe Kräfte über: 
tragbar. Bezeihnen wir zu dem Ende die veränderlihen bewegenden Kräfte 
in den aufeinander folgenden Zeitmomenten mit P,, Py, Pz ..., die von 
ihnen nad ihrer Richtung zurüdgelegten Wege mit G,, 02, 0 ..., die ber 
treffenden Geſchwindigkeiten mit ©), dg, %g - .-, Die Anfangsgeſchwindigkeit mit 
©, die Endgeſchwindigkeit mit o, jo üt unter fteter Anwendung von 57: 

Pa =4m(u?—e) 

P2 02 = 4m (u? — v1?) 

P,06, = m (03? — v2?) u. ſ. w. bis 
Pon=%m(v? — v2.) 





Lebendige Kraft. 57 
Hieraus folgt: 
I=PR6,+Rs+Ro+ = ZPa = Am(ꝰ cr). 


Hatte die Maffe zu Anfang feine Geſchwindigkeit, jo entfteht analog 
dormel 56: 

L=ZP,o6 = mv. 

Die vorftehenden Beziehungen zwiſchen ver geleifteten Arbeit und der 
Differenz der lebendigen Kräfte bleiben endlich aud nod erhalten, wenn die 
$täfte Pr, Pa, Ps ... außer der Veränderlichleit in der Größe auch noch in 
jedem Moment ihre Richtung ändern, wenn alfo die Bahn des Punktes eine 
kumme Linie if. In dieſem Falle find unter den obigen Kräften zunächſt 
die Tangentialträfte zu verftehen. Da jedoch die Arbeit der Normalkräfte, 
Alenkungskräfte, Null ift, jo ift die Arbeitgröße der Tangentialkräfte gleich 
jener der Kräfte R, die in jedem Moment in die Tangential: und Ablentungs: 
haft zerlegt werden mußten. Statt der Arbeitgröße von Z find aud infolge 
3. 54, die Arbeitgrößen ihrer Componenten X, Y, Z, in Richtung ver 
drei Achſen in Rehnung zu bringen. Bezeihnet man vie in einem Zeit« 
moment in Richtung der Kräfte R, X, Y, Z, P zurüdgelegten Wege be: 
niehlich mit Ar, Ars Ay Ar, Ap, fo fpriht fih das in diefem Paragraph 
vorgettagene Gejeg, das Princip der lebendigen Kräfte genannt, für 
jeglihe Bewegungen und jede beliebige Bahn aus durd die Gleichung: 

L= ZEPy=ZR4= Z3X4.+ YA, +24$= 4m (o®—e®). (58) 

Hieraus läßt fih die Endgeſchwindigleit v bei gegebener Anfangs: 
geihtwinbigfeit c jederzeit berechnen, wenn die links ftehenden Gummationen 
ausführbar find, mobei v ſtets denſelben Werth erhält, ſobald Z diefelbe 
Größe annimmt. Dieſes Geſetz beißt: . 

Brincip von der Erhaltung der lebendigen Kraft. 


Für den Fall, daß der Punkt einen Kreis vom Halbmefjer r bejchreibt, 
wollen wir noch anftatt der Peripheriegeſchwindigkeiten c und v die ent: 
ſprechenden Winkelgeſchwindigkeiten & und o einführen. Es iſt hierfür: 

L= $mr? (0? — &?) und fürs = 0 
im 69 

Zwei Kräfte find gleich groß, wenn fie gleiche Arbeitgrößen hervor: 29 
bringen, wobei die Art und Weife der Wirkung der beiden Kräfte immer noch 
äine verjhiedene gewefen fein kann. Eine Arbeitgröße von 60" kann 
man fi 3. B. dadurch hervorgebracht denken, daß 60 Kilogramm auf 1 Meter 
oder 1 Kilogramm auf 60 Meter, oder 2 Kilogramm auf 30 Meter gehoben 
werden u. |. m. Abgejehen hiervon, ift die Wirkung einer Kraft hauptſächlich 
von der Zeitdauer abhängig, die fie zur Verrihtung der Arbeit gebraucht. 
Bir nennen von zwei gleichen Kräften diejenige die mächtigere, inten- 
fivere, ftärfere, welche in türzerer Zeit dieſelbe Arbeitgröße hervorbringt. 
Bei Vergleihung zweier Kräfte, in Bezug auf bie Intenfität, mit der fie 


arbeiten, haben wir daher die Arbeitgrößen der beiden Kräfte in einer be- 
flimmten Zeit in Betracht zu ziehen. In der Bewegungslehre wird die 
Secunde als Zeiteinheit benupt, weshalb aud die in einer Gecunde ver: 
richtete Arbeitgröße als die ntenfität der Arbeit angejehen und in ver 
Folge, nad Reuleaur, mit Arbeitftärke bezeichnet werden fol. Während die 
Einheit der Arbeitgröße das Kilogramm: Meter ift, muß für die Arbeitftärke 
das in einer Secunde erzeugte Kilogramm:Meter als Einheit ges 
braucht werben. Diefe legtere fol kurz Secuunden -Kilogramm · Meter ge: 
nannt und mit Em. bezeichnet werden. (Ein Minuten: Kilogramm: Meter 
würden wir analog bierzu mit E® bezeichnen.) 


Iſt die von einer Kraft verrichtete Arbeitgröße gleih L, und hat die 
Kraft t Secunden lang gewirkt, fo ift die Arbeitftärke der Kraft 2, wofür wir 
übereinftimmend mit der Bezeichnung Er, 


I=\ 
ſchreiben wollen. Es ift hiernach 
Im=#1=p.im . ... . . ... 60) 


Für den Quotienten - iſt bei gleihförmigen Bewegungen die Geihmwin: 
digleit v zu fegen und wir haben daher für diefen Fall 
I-=Pem.... . 02. (61) 


worin P conftant fein oder den mittlern Ber der Veränbenfigen Kraft vor: 
ftellen muß. 


Bei periodiſch veränderlihen Bewegungen ift unter + die mittlere Ge: 


ſchwindigleit der Bewegung zu verftehen, wenn & die Länge des Weges, ver 
einer Periode entipriht, und t die Zeitdauer derſelben bezeichnet, fo daß auch 
für diefe Art veränderliher Beregungen 

L= = Po in ift, 

Es hat fi weiter in der Praris das Bedurfniß herausgeftellt, für die 
Einheit der Arbeitftärke eine Bezeichnung zu wählen, die von den Maßſyſtemen 
der verfchiedenen Länder unabhängig ift, und die andererfeit3 durch ihre Größe 
geftattet, die Arbeitftärke der verwendeten Kräfte in kleineren Zahlen anzu: 
geben, als es bei Benugung der Einheit Im möglih ift. Cine Arbeitſtärke 
von 75 m foll als Einheit benugt und Pferdeftärfe genannt merben. 
Erzeugt die Kraft, N Pferveftärken, fo ift hiernach die Arbeitftärke 

I=-nNm ... ..... (62) 

Für Länder, in denen Pfund und Zub bie denefenden Einheiten ſind, 
heißt die Einheit für die Arbeitſtärle „Sekunden Fußpfund“ und wird dem ent⸗ 
ſprechend mit fofd hezeihnet. Es find 75 km — 477,98 feld preußiſch — 


Pferdeſtãrle. 59 
542,47 ford engliſch, welche Reductionszahlen jedoch nicht als Pferdeftärte in 
Preußen und England gelten; vielmehr ift für Preußen 1 Pferdeſtärle zu 
480 fofd heftimmt worden, und in England ift der urjprünglih von Watt 
eingeführte Werth, von 33 000 fer! — 550 frfd vie gefeplihe Größe einer 
Bierbeftärte, 

Bei gleihförmigen oder periodiſch veränberlihen Bewegungen erhält man 
durch Verbindung von 61 und 62 noch eine ſehr wichtige Beziehung 
zwiſchen dem Drud P (bewegende Kraft) und ber Anzahl N der zu über: 
tragenden Bierbeftärken, nämlid: 

Pv=BN.... 2.2.20. (68) 

War in dem legten Falle die Bahn der Bewegung ein Kreis vom Halb⸗ 
mefler r, und wurden u Umdrehungen in der Minute gemacht, fo entiteht: 

2aru 
u 60 
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=75N 





Hierin heißt a der Effectquotient, fo daß die Formel fagt: das 


fatifhe Moment der bewegenden Kraft ift gleih dem 716fachen 
des Effectquotienten. 

Die bisherigen Unterfuhungen gingen von der Borausfegung aus, daß 30 
der materielle Punkt den auf ihn einwirkenden Kräften im vollem Maße folgen 
tonnte, daß er aljo bei Wegnahme der Kräfte, von jeglihem Zwange frei 
war. Dem entgegen wird ein Punkt häufig durd eine Bahn, aus der er 
nicht heraustreten Tann, an der freien Verfolgung der ihn treffenden Kräftes 
einwirkungen gehindert. Cine derartige unfreie Bewegung ift z. B. bie eines 
ſchweren Körpers, der auf einer gegen den Horizont geneigten Ebene hinab> 
gleitet, oder ein an einem Faden aufgehängter ſchwerer Körper, ber durch den 
Faden gezwungen ift, fih auf einer Kugelflähe zu bewegen, deren Halb: 
meſſer glei der Fadenlänge ift. 

Führt man in jedem Moment eine Kraft ein, melde die Wirkung der 
Bahn erfegt, fo kann man von derjelben abjehen und die Bewegung des 
Punktes ift wiederum eine freie. Auf den Punkt wirken dann die urfprüngs 
lichen an ihm wirkſamen Kräfte, reſp. deren Refultante R, und zweitens die 
Kraft, welche die Bahn erfegt, d. i. der Widerftand der Bahn. Iſt der 
Iegtere richtig beftimmt, fo muß aus der Zufammenfegung befielben mit der 
Refultante der urfprünglihen Kräfte eine Kraft hervorgehen, welde nun auf 
den frei gewordenen Punkt diefelbe Einwirkung ausübt, wie vorher die ger 
gebenen Kräfte in Gemeinfhaft mit der vorgeſchriebenen Bahn. 

Unter der Annahme einer volltommen glatten Bahn kann dieſelbe 
nad tangentialer Richtung der Bewegung feinen Widerftand entgegenftellen, 
und wenn wir noch zweitens die Vorausſetzung mahen, daß die Bahn voll: 
tommen feft fein foll, fo wird jeder, auch ber größte normal zur Bahn aus: 
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geübte Druck, vom derielben auigeboben werden, ohne dab die Bahn davon 
einen Eindruc errabrt. Unter vieien Borauiefungen wird der, unter der 
Eimwirfung beliebig vieler Kräfte ſtebende materielle Punkt, bei der unfreien 
Bewequng von dem Hinderniß Der Dahn einen Widerſtand erleiden, ver 
mormal zur Bahn gerihtet it, umn ebenin gruß it and der Trud, den der 
Bunft gegen das Hindernis ausübt. 
Es sei D dieier normale Winerſtand, wit ven drei Achſen die Wintel 
k, a, 9 bildend, und E vie Reiulumie der an dem Fuuft wirtjamen Kräfte, 
jo iſt mit Benugung der früberen Bezeihmungen, für ein beliebiges durch den 
Puntt gelegtes Cooroinutenivitem, die Componente 
in der X: bie = EP, cos, +DecosA—= N + Deosi 
„on 7» =ZPecop +Dcos=Y+ Deosp 
mn Z„ =ZPcoop +Deoosw—=ZH+ Deosv. 
Hieraus ergiebt Ah als Reiultante Die jegenannte Gijectivfraft Z 
E=Y(X+ Deosäj?+ Y+ Deosw® + (Z+ Deosv)%, 
deren Richtung Ab durch tie Ceinus ter Winkel beftimmt, welche E mit den 
Adjen bilder. Bezeitner man diere Winkel mit EX, EY, EZ, fo it 
eos EX. —— — —— cos EZ= Zr dem. 
Die Rejultante E ift, wie ſchen angegeben, als die Urjache der freien 
Bewegung des Kunftes anzuieben; d. b. es iſt 

















worin j, je, Jy, j. und m die früher angegebenen Bereutungen haben. 
Anvererjeit3 fann man au Z in vie Tangentialtraft T und die Ab: 
Ientungstraft C zerlegen und wir haben dann nad; dem Früheren: 
Eos TE=-T=ajı 
a 
EosCE=C=n,—=m- 
Berudfichtigen wir, daß die Gfietivfraft E fih mit 7 und C in ver 
Dicnlationgebene befindet, dagegen R und D nicht in vieler Gbene liegen 
müfjen, jo wird fih bei einer Zerlegung ver Kräfte nad Richtung der Tan— 
gente und des Arümmungsradius für R und D eine Gomponente normal 
zur Dsculationgebene ergeben. Rennen wir die Linie, in beren Richtung 
die fegteren Gomponenten liegen, n und bezeichnen vie Winkel wieder durch 
die Linien, welhe den entiprehenden Winkel bilden, jo üt 
T=ResTR=mjı 
a 
C=ReosCR+DoscD=n. 


0=RosnB+DesnrD=0. 
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Die Refultante aus den beiden Normalcomponenten R cos C R und 
ReosnR jei R,, und ftatt der Gomponenten von D, führen wir dieſen 


2 
Widerſtand D felbft ein, fo rufen D und R, die Ablenkungskraft m * 


2 
hervor. Es iſt alſo mdie Reſultante aus D und R, ober der Wider: 
fand D der Bahn ift die entgegengefete Refultante aus Z, und der 
2 
Gegenfraft von m 7 


Diefe Gegenkraft ver Ablenkungskraft nennt man wohl Centrifugal: 
kraft (Fliehkraft) und hat darunter aljo die Reaction zu verftehen, mit 
welcher der durch die Gentripetalkraft (Ablenkungskraft) von der geraden Rich: 
tung abgelentte Körper auf die Körper reip. die Bahn zurüdwirft, won denen 
die ablentenden Kräfte ausgehen. (Die Centrifugalkraft ift hiernach feines: 
falls al3 eine an dem bewegten Punkte felbft, thätige Kraft anzufehen, da 
fonft die Gentripetals die Gentrifugalfraft aufheben müßte und der Punkt ſich 
in der Tangente geradlinig und gleihförmig weiter bewegen würde.) 

Erfegen wir in den obigen Gleihungen den Wiverftand D der Bahn 
durch —D, d. i. der Drud des Punktes gegen die u fo erhält man 
ala Componente deſſelben J 

v 


DeoseCD=Rcos ler | 


DecoenD=Resnk. 

Die zweite Gleichung zeigt, daß der Drud normal zur Dsculationd- 
ebene bloß von der bewegenden Kraft R herrühtt. Aus ver erften Gleihung 
erfährt man den Drud in Richtung des Krümmungshalbmefjers. Diefer 
Druck muß, damit der Punkt in der vorgeſchriebenen Bahn bleibt, ftet3 gegen 
diefelbe gerichtet fein. Der ganze Drud D ergiebt ih, wenn wir wieder die 
Eomponenten von B zu ber Reſultante Z, vereinigt denen, als Rejultante 


2 
aus der Kraft R, und der Centrifugalkraft ” 


Iſt die Bahn des Punttes eine ebene Curve, fo. bleibt nur der in 
Richtung de3 Krümmungshalbmefierd wirlſame Drud übrig, welcher für Z, 
=0, wenn aljo feine äußeren Kräfte auf den Punkt wirken, gleih der Centri— 
fugaltraft wird. 

Das Princip der lebendigen Kräfte läßt fih zumäcft für die Effectiv- 
fraft E in Anwendung bringen. Für dieſe ift, wenn ce und v die Anfangs: 
und Endgeſchwindigkeit de3 Punktes vorftellen 

„L=ZEAe=4m(W—c}). 

Da E die Refultante aus der Tangentialfraft T und der Ablentungs« 
kraft C ift, die letztere aber bei der Bewegung keine Arbeit verrichtet, fo ift 
die Arbeit der Cffectivfräfte gleih der Arbeit ver Tangentialtäfte zu 
fegen. Diefe find aber bei volltlommen glatten Bahnen, allein Componenten 
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von der Refultante K, der an den Punkt äußerlich angebradten Kräfte. Der 
Widerſtand D ver feiten Bahn hat alfo darauf feinen Einfluß, deshalb ift 
aud für die unfreie Bewegung des materiellen Punktes die oben entwidelte 
Gleihung (57) richtig 

L= EPA,= ZRAr= Z $XA:+ FAy+ZAJS= 4m we). 

Soll fih der auf einer feften und volllommen glatten Bahn befindliche 
Punkt, unter der Einwirkung der äußeren Kräfte, im Gleichgewicht befinden, 
fo muß die oben entwidelte Effectivkraft Z gleih Null fein. Das liefert 
die drei gleichzeitig ftattfindenden Gleichgewichtsbedingungen: 

X+Deosi=0 
Y+Decosu=0 
Z+Deosv=0. 

Hieraus folgt, wenn man die Glieder mit D auf bie rechte Seite bringt, 
die Gleihungen quabrirt, abdirt und dabei berüdfichtigt, daß cos A? + cos u? 
+ 0sv?—1 if, 

D=eYV2+rP+Z | 
d. h. der von der Bahn entwidelte Wiverftand ftimmt der Größe nad, mit 
der Refultante A der, an dem Punkt mwirffamen Kräfte überein und wirkt ders 
ſelben entgegengefept. 

Die obigen drei Gleichgewichtsbedingungen laſſen ſich durch geihidte An- 
nahme de3 Coordinatenſyſtems vereinfachen. 

a) Die Bahn des Punktes fei eine fefte, volllommen glatte Oberfläche. 
Die Normale zur Dberflähe, in welcher aljo der Widerſtand D derſelben 
wirlſam, nehme man zur Z:Adhfe, die X- und FaAchſen liegen dann in ber 
Tangentialebene und die drei Gleichgewichtsbedingungen find demnach: 

X=0; Y=0; D+Z=0. 

Die legte der drei Gleichungen ift wegen der feftigfeit der Oberfläche 
jederzeit erfüllt und dient zur Berehnung von D, weshalb fid in dieſem 
Fall die drei Gleichgewichtsbedingungen auf zwei reduciren, nämlich: 

Z=0 mw Y=0. 

b) Die Bahn des Punktes fei eine feite, volllommen glatte Curve. 
In der Normalebene des Curvenpunftes nehme man die 2- und Y-Adfe 
an, dann fällt die X-Achſe in Richtung der Tangente. Der Widerftand D 
Tiegt ebenfalls in der Normalebene und zerlegt fih, wenn feine Richtung 
mit der Y= und Z:Adje die Winkel u und v bilvet, in zwei Componenten 
Deosy und Deosv. Die drei Gleichgewichtsbedingungen erhalten in diefem 
Falle die Form 

X=0; Deoseu+Y=0; Desv +Z=0. 

Die beiden letzteren Gleihungen find jederzeit wegen der Feſtigkeit der 
Eurve erfüllt und dienen zur Beftimmung der Größe und Richtung von D. 
Es bleibt demnach für diefen Fall nur eine Gleihgewichtsbedingung übrig, 
namlich X—O. 
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Mit Hülfe des durch F. 55, ZP, 6, — 0, dargeſtellten Princips der 
virtuellen Momente ift das Gleichgewicht, für die umfreie Bewegung. eines 
Punktes, leicht nachzuweiſen. Jede unendlich Heine Verſchiebung in der Bahn: 
fähe muß die Mafje des Punktes in ihrem Zuſtande lafien, darf ihr alſo 
keine Beichleunigung zuführen, das wird aber nur ftattfinden, wenn die als 
gebraifhe Summe ber virtuellen Momente für jede mögliche Verſchiebung 
Null iſt. Bei einer Dberflähe muß dieſe Bedingung nad zwei aufeinander 
normal ftehenden Richtungen, bei einer Curve nur nad Richtung ihrer Tanı 
gente erfült werben, was der Anzahl nad mit den oben gefundenen Gleich- 
gewichtsbedingungen übereinftimmt und zugleich fagt, daß die Reſultante Z, 
aller auf den Punkt einwirlenden Kräfte keine Tangentialcomponente haben 
fan, alfo normal zur Oberfläde reſp. Curve ftehen muß. 

Beifpiele für die unfreie Bewegung eines materiellen Punktes. 

Ein Punkt von der Mafje m fei allein ber Einwirkung der Schwertraft 
ausgeſetzt und babei gezwungen die in ber Fig. 40 verzeichnete Curve zu 
durchlaufen. 

Die in den einzelnen Momenten einwirlenden Kräfte R find bier gleich 

groß und zwar glei dem Gewicht m.g des 
Fig. 40. Punltes. Es ift deshalb nad dem Princip der 
lebendigen Kräfte 
mgEAr=4n(t—c, 

Bir nehmen die Z+Achfe horizontal, die 
X-Achſe vertical mit dem pofitiven Theile nach 
unten gerichtet, jo liefert ZA, die Summe 
der in den einzelnen Momenten zurüdgelegten 
Wege des Punktes in Richtung der X: Ace. 
Geſetzt, der Punkt A habe in der Z Y« Ebene 
die Geſchwindigleit O gehabt, im Punlte B 
nad einer gewiſſen Zeit die Geſchwindigkeit v 
erlangt, indem er fi vermöge der Schwere 
auf ber beliebigen krummen Linie bewegt, fo hat man, in der obigen Gleichung 
e O gefeht, 





2 


. ge=yW%, 
woraus fih für jeden beliebigen Punkt 3 auf der Curve die Geſchwindigkeit v 
ergiebt: 

v=ydge. 

Die Geſchwindigkeit ift aljo ganz unabhängig von der Form der Bahn, 
dagegen allein abhängig von der Entfernung de3 Punktes von der ZY: Ebene, 
d. h. der Punkt hat in allen Punkten der Curve, die gleihweit von ver 
ZY:Ebene entfernt find, dieſelbe Geſchwindigkeit. Schneidet man daher die 
Bahn des Punktes durch eine horizontale Ebene, fo erhält ver bewegte Bunt 
immer diefelbe Geſchwindigkeit, fobald er in diefe Ebene kommt. Geſeht, die 
Bahn de3 Punktes komme nad einmaligem Fallen in die Z Y: Ebene zurüd, 
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fo wird der Punkt vermöge der Schwere zuerft bis zum tiefften Punkte C ver 
Bahn gebradt werden, dadurch ift ihm eine gewiſſe Menge lebendiger Kraft 
mitgetheilt worden, welche vie weitere Einwirtung der Schwere überwältigt 
und hinreicht, den Körper foweit in die Höhe zu treiben, bis die vorhandene 
Geſchwindigkeit verzehrt, der Punkt aljo in die Z Y: Ebene gekommen iſt. 
Diefe lebendige Kraft leiftet diejelbe mechaniſche Arbeit, welche die Schwere, 
indem fie den Punkt nah unten brachte, hervorgerufen. Es geht hiernach 
die einmal beigebradhte lebendige Kraft nicht verloren, was mir durch das 
Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft, ausgebrüdt haben. Ganj 
ebenfo verhält fih die Sache, wenn die Bahn des Punktes die Z Y Ebene 
nicht erreicht, fondern ein Auffteigen und Nieberfallen abwechſelt; die vor 
handene lebendige Kraft wird dann nicht vollitändig verbraudt, fo daß am 
Ende der Bahn dur dieſen Ueberfhuß ein Höherfteigen des Punktes erfolgen 
oder aber die vorhandene lebendige Kraft dazu benugt werben Tann, irgend 
ein anderes Hinderniß der Bewegung zu befeitigen, wobei die hierzu ver: 
richtete Arbeitgröße, der noch vorhandenen lebendigen Kraft gleich fein muß. 
Hatte der Punkt in B die Geihwindigleit c und iſt er bis nah C ge 
tommen, wo feine Geſchwindigkeit gleih v geworden fein mag, fo erhält 
man den Zuwachs an lebendiger Kraft dur die Gleihung 

9 Ei —2) = % (0?—c?) und daraus 
v=Ver+29(1—2). 

Der Drud normal zur Curve ändert fi im Allgemeinen von Punkt zu 
Punkt und ift nad $. 30 gleich der Rejultante aus der Normalcomponente R, 
der bewegenden Kraft und der Gentrifugalkraft. 

Ueber die Art der Bewegung läßt ſich erſt dann Näheres beftinmen, 
wenn die Bahn in ihrer Form gegeben. 

1) Unter den vorigen Voraugfegungen fei die 
Fig. 41. Bahn des ſchweren Punktes von der Maſſe m eine 
= gegen den Horizont unter dem Winkel @ geneigte 
gerade Linie FH (Fig. 41), Für die Gefhmin- 
digkeit o in H haben wir, wenn FR die X-Achſe 
vorftellt, 
H u R mgz=$mv? 
v=YV2ye, 
d. h. der Punkt erhält jederzeit diefelbe Gejchwindigkeit, wenn er von F 
bis R frei fällt oder eine der geneigten Linien von F bis H durdläuft. 

Die Tangentialcomponente der bewegenden Kraft mg iſt hier die in 

Richtung der Ebene liegende Componente 
. mg sine. 

Nach der Formel P=mj erhalten wir daher 

mgsin«—=mj over 
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d. h. die Beſchleunigung ift für die geneigte Linie conftant, weshalb die, für die 
gleihmäßigveränderte Bewegung entwidelten Geſehe, unmittelbar Anwendung finden. 
Nah t Secunden fei der Punkt von F bis H, (Fig. 42) gelommen, fo 
it hier die Geſchwindigkeit 
Fig. 42. v=jt=gteina, 
der durhlaufene Weg FH, = s aber ift 
s=4j = }gt? sine 
und hieraus 





Aus diefem Ausdrud ergiebt fih: die 
Zeitdauer der Bewegung wird auf denjenigen 
geneigten Linien dieſelbe fein, für melde 
= * denſelben Werth hat. Man errichte in 
H, zu FH, eine Normale A, G, ſchlage über FG als Durchmeſſer 
einen Kreis, jo iſt diefer der geometrifhe Ort der Endpunlte derjenigen ger 
neigten Linien, die von dem Punkte von F aus in derjelben Zeit durchlaufen 
werden. Der Punkt braucht hiernach für die Zurüdlegung der Streden FH, 
FH,, FH, ... FG dieſelbe Zeit, oder die, von einem Punkte eines Kreiſes aus, 
gezogenen Sehnen und der dazu gehörige Durchmeſſer werden ijohron burdz 
laufen. Der Drud D auf die Bahn ift hier gleich der Normalcomponente mg cos 
der bewegenden Kraft, da eine Gentrifugalkraft, wegen g= oo, nicht vorhanden. 

2) Die Bahn des Punktes von der Maſſe m, der durch die Schwere 
allein in Bewegung gefept wird, fei ein Kreisbogen A BC (Fig. 43), ver 

in einer verticalen Ebene, in 

ig. 43. der X Z»Cbene, liegt. 

M Ein materieller Punkt in 

A auf den Kreißbogen gelegt, 
der Schwere überleijen, bewegt 
fi) bis B, und vermöge ber 
erlangtenlebendigen Kraft weiter 
bis C, wo die in B vorhan⸗ 
den geweſene Geſchwindigkeit 
verbraucht iſt, wenn C und 
A in derſelben Horizontal: 
ebene liegen. Hier wiederholt 
ſich das Spiel von Neuem, 
der Punkt geht zurüd- duch 
B nad) A, wiebervon 4 durch B 
nad Cu. f. w., bleibt aljoimmer 
in Bewegung, wenn wir von 
jeglichen Widerſtanden abjehen. 

5 














Berwide, Meganit. I, Zweite Auf. 
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Der Paukt jei mit der Geſchwindigleit = m E augelommen, dann iſt, 
ie jenfrechte Entfernung ven E Ira zur Derizentulebene A C mit z, bezeichnet: 
mg, =}r’m, daber 
r=)272. 
Im nähiten Zeinmoment 7 iomme E nah F, ver Bogen EF=o 
lit Ab als gleikförmig mir der Geichwindigkeit w durchlaufen anjehen, 
daber in 








Für die aufeinander felgendenden Begelemente der Bahn ABC be 
fimme man nah tiefer Formel tie Zeittauer der Bewegung, jo erhält man 
in Zr—t vie Zeit, welde ver materielle Punkt gebrauft, um vermöge der 
Schwere von A duich B nach C gebracht zu werten, d. b. um eine Schwingung 
zu maden. 

Bird der Halbmeiler r verbilmismäßig groß, der Ausihlagwinkel « 
aber Heiner als 5° genommen, jo läßt ih der Areitbogen A BC als ge: 
ade Linie anjehen, und wir haben e2 daun mit einer gerablinigen Schwingung 
zu ıhun. Jn diefem Falle iR die Kraft, welche den Punkt in die Ruhelage 


EB 
zu bringen verjucht, mg sin a gleih mg Die eutjorechende Der 


ichleunigung if aljo „EB, d. h. proportional der Entfernung BE, d. i. 
der Entfernung des bewegten Bunktes von jeiner Ruhelage in B, und die Be: 
ſchleunigung in ver Gntfernung 1 von B ift deshalb gleich ı =2. Für eine 
derastige gerablinige Schwingungsbemegung ift in 3. 20 die Schwingungszeit 2, 
zu BG beftimmt und darunter die Zeit verftanden worden, welche nothwendig 
s 
it, ven Punkt nad einer volltommenen Schwingung wieder in jeine urfprüng- 
liche Lage zurüdzubringen. Hier in unjerm alle würde aljo diefe Zeit &, 
verftreihen, bei der Bewegung des Punktes von A durch B nah C und 
zurüd von C durch B nah A, daher ift bier die Zeit £, um den Bogen 
ABC zu vurdlaufen, wenn Bogen A BC als gerade Linie angenommen 
werden barf: 
=zaV- -:...0.0.0. (65 
” 7 (65) 
Der Drud D in den einzelnen Punkten des Kreisbogens A BC, durch 
die Bewegung des materiellen Punktes hervorgerufen, ijt glei der Rejultante 
aus der Normalcomponente R,, der Kraft mg und der Genttifugaltraft, 
melde bier, da fämmtliche Kräfte in einer Ebene liegen, gleih der Summe 
dieſer beiden Kräfte if. Fur den beliebigen Punkt Z haben wir hiernad: 





Mathematifches Pendel. 67 
D=mgcosu+ Em 
r—(h—n) | 298; 
Kr zu zu 
r—h+3z 
m. 


=my 
=mg 


Derjelbe ift mit der Lage des Punktes veränderlih, ift bei A und C ein 
Minimum gleih m —F und in B ein Marimum gleich mg —— 
Die erhaltenen Reſuitate liefern das Geſetz der Schwingungen bei dem eins 
fahen oder mathematifchen Penvel (Fig. 44). Dafielbe befteht aus einem 

Fig. 44 ſchweren materiellen Punkte A, ver mittelft eines 
unaugdehnbaren Fadens ohne Maffe an einem 
c feften Punkte C aufgehängt ift. Bringt man den 
materiellen Punkt aus der verticalen Linie nach 
A und überläßt ihn der Schwere, fo wird er 
nad) beiden Geiten der Berticalen Treisförmige 
Schwingungen machen, wobei die Endpunkte A 
a p Bund B verfelben ſich auf verfelben Horigontalen 
v befinden müffen. Sieht man hier von. jeglichen 
Wiverftänden ab, nimmt ven Ausſchlagwinlkel 
unter 5°, und fegt in F. 65 die Länge Z des Fadens anftatt r, fo erhält 
man als Schwingungszeit eines einfachen Penvels 











Die Spannung S des Fadens ift gleich dem oben gefundenen Drud D 
auf die Bahn 


son tta. 


Die veränderlihe Beſchleunigung des Punktes ift bei einem Ausſchlag⸗ 
winkel wu glei g sin a, und die entſprechende Wintelbeihleunigung 

= sinp. 

Bei zwei verjchievenen Pendeln von ven Längen 2, und 4, verhalten 
fh die Schmwingungszeiten t, und Z, wie die Duabratwurzeln aus den 
Bendellängen ty: tz = Vh : Viz. 

In einer gemiffen Zeit T made das eine Pendel n,, das andere ng 
Schwingungen, fo it: 

—:— = Yh:Vl, und hieraus 


nina = Vi: Vh, 
5* 
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Der Punkt fei mit der Geſchwindigleit » in Z angelommen, dann ift, 

die ſenkrechte Entfernung von Z biß zur Horigontalebene A C mit z, bezeichnet: 
-. = im daher 
292. 

Im nachſten — r lomme E nah F, ver Bogen EF=o 
laßt ſich als gleichförmig mit der Geſchwindigleit v durchlaufen anſehen, 
daher iſt 

o ⸗ vr um 
— 
Vagz 

Für die aufeinander folgendenden Wegelemente der Bahn ABC be 
ftimme man nad) diefer Formel die Zeitdauer der Bewegung, jo erhält man 
in Zr=t die Zeit, welche der materielle Bunft gebraudt, um vermöge der 
Schwere von A durch B nad C gebradt zu werben, d. h. um eine Schwingung 
zu maden, 

Wird der Halbmefjer r verhäftnißmäßig groß, der Ausſchlagwinkel & 
aber Heiner als 5° genommen, fo läßt ih der Kreisbogen ABC als ge: 
tade Linie anfehen, und wir haben es dann mit einer gerablinigen Schwingung 
zu thun. In diefem Falle ift die Araft, melde den Punkt in die Ruhelage 


EB 
zu bringen verfucht, mg sin u gleih m IT Die entiprehende Ber 


= 


ſchleunigung ift alfo g zz, d. h. proportional der Entfernung BE, d. i. 


der Entfernung des bewegten Punktes von feiner Ruhelage in B, und die Ber 
ſchleunigung in der Entfernung 1 von B ift deshalb gleih ı =!. Für eine 
berutige geradlinige Schwingungsbewegung ift in $. 20 die Schwingungszeit &, 
nz = peftimmt und darunter die Zeit verfianden worben, melde nothwendig 
b 

iſt, den Punkt nad einer volltommenen Schwingung wieder in feine urfprüng- 
liche Lage zurüdzubringen. Hier in unferm Falle würde aljo diefe Zeit ?, 
‚ verftreichen, bei der Bewegung des Punktes von A durch B nad C und 
zurüd von C durch B nah A, daher ift hier die Zeit 2, um den Bogen 
ABC zu durchlaufen, wenn Bogen ABC als gerade Linie angenommen 


werden darf: R 
— De 
t= = V —A (65) 


Der Drud D in den einzelnen Punkten des Kreisbogens ABC, durch 
die Bewegung des materiellen Punktes hervorgerufen, ijt gleich der Rejultante 
aus der Normalcomponente R,, der Kraft mg und der Centrifugaltraft, 
melde hier, da fämmtlihe Kräfte in einer Ebene liegen, gleih ver Summe 
dieſer beiden Kräfte ift. Far den beliebigen Punkt Z haben wir hiernad: 


Mathematifches Pendel. 67 
D=mgeosu+ Em 
be) ‚20m, 


r 
r—h+32 
— 


=my 
=mg 


Derjelbe ift mit der Lage des Punktes veränderlih, ift bei A und C ein 
r + 24 





Ninimum gleich mg Zi und in B ein Marimum gleich mg 


Die erhaltenen Hefte liefern das Gefeg der Schwingungen bei von. eine 

fahen oder mathematiſchen Pendel (Fig. 44). Dafjelbe bejteht aus einem 

Fig. 44 ſchweren materiellen Punkte A, der mittelft eines 

g. 44. unausvehnbaren Fadend ohne Maffe an einem 

c feiten Punkte C aufgehängt if. Bringt man den 

materiellen Punft aus der verticalen Linie nach 

4A und überläßt ihn der Schwere, fo wird er 

nad) beiden Geiten der Verticalen Treisförmige 

Schwingungen maden, wobei die Enbpuntte A 

4 Bund B berfelben ſich auf derfelben Horizontale 

= befinden müffen. Sieht man hier von. jeglichen 

Widerftänden ab, nimmt ven Ausſchlagwinkel 

unter 5°, und fegt in F. 65 die Länge Z des Fadens anftatt r, fo erhält 
man als Schwingungszeit eines einfachen Pendels 


\ af I 
tzaV — 
g 


Die Spannung S des Faden ift gleich dem oben gefundenen Drud D 
auf die Bahn 
sen —— 
Die veränderliche Beihleunigung des Punktes ift bei einem Ausſchlag-⸗ 
winfel u gleich g sin w, und die entiprehende Wintelbejchleunigung 


= Sony. 
Bei zwei verſchiedenen Penveln von ven Längen Z, und Z, verhalten 
Äh die Schwingungszeiten t, und 2, wie die Duabratwurzeln aus den 
hendellangen 4:15 = Vh : Vz. 
In einer gewiſſen Zeit T made das eine Pendel n,, das andere n, 
Schwingungen, fo ift: 
TT . * 
—: Vn: V und hieraus 


min=Vb:Vh, 
5* 
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d. h. die Schwingungszahlen verhalten ſich bei zwei verſchiedenen einfachen 
Bendeln umgelehrt wie die Duabratwurzeln aus den Benbellängen. 


Ein Pendel heißt ein Secundenpendel, wenn feine Schmwingungszeit t 
gleich einer Secunde ift. Aus der entſprechenden Gleichung 1 = x V r 


läßt fi bei befanntem 2 vie Beſchleunigung g ver Schwere oder umgelehtt, 
bei befanntem g vie Länge I des einfachen Secundenpendels beredinen. 


. 09 
“it al. . . . . . . . . .. 060) 
ud g=12 


Die Länge des Secundenpenvel3 ändert fi für die verſchiedenen Drte 
der Erde, fie wird größer gegen die Pole und Heiner gegen den Aequator, 
ganz in berjelben Weife, mie fih die Beichleunigung ändert. Für unfere 
Gegenden ift die Länge I de3 Secundenpendel3 duch Beobachtung gefunden 
worden, nämlich glei 

5 3,1663' preußiſch — 993,9 Millimeter. 
’ Bei Benugung diefes Werthes findet man n. F. 66, die Größe ver Be 
ſchleunigung 9 für unfere Gegenden gleich 9,809” — 31,25’ preußiſch. 


Vebnngen. 





1. Ein Körper von dem Gewichte 20 Kilogramm wird durch eine Kraft 
in eine gleihmäßig. beſchleunigte Bewegung verfegt, deren Acceleration gleich 
2,7” Fin mag. Welde Größe hat die Kraft? 

5,5 Kilogramm. 


2. Ein Körper von dem Gewicht 50 Kilogramm befigt eine Geſchwindig⸗ 
keit von 13”, Derjelbe wird durch eine conftant wirkende Kraft in eine gleich: 
mäßig verzögerte Beregung gebracht und kommt nah 10 Secunven zur Ruhe. 
Die groß ift die wirffame Kraft? Welchen Weg hat der Körper zurüdgelegt? 

j= 1,3"; P= 6,6” Kilogramm; s = 65. 

3. Cine Kraft von 150 Kilogramm hat 1 Secunde lang auf einen 
Körper von 200 Kilogramm Gewicht eingewirkt. Welche Geſchwindigleit er: 
hält der Körper? 

7,3”. 

4. Zwei Körper, von den Gewichten 5 und 12,5 Kilogramm, befinden ' 
ſich in gleihmäßig beſchleunigter Bewegung mit den Accelerationen 4 und 4,5". 

Wie verhalten ſich die bewegenden Kräfte der Größe nah? 

Wie verhalten ſich diefelben bei den oben angegebenen Accelerationen, 
wenn die Körper dafjelbe Gewicht haben? 

Wie verhalten ſich die Kräfte bei dem oben angegebenen Gewichte, wenn 
die Aecelerationen bei den beiden Bewegungen gleih groß fein follen? 

1:2,8; 1:1,125; 1:2,5. 

5. Ein Körper von 50 Kilogramm Gewicht wird vermittelft eines Fadens 
aufgehängt. Es ift die Spannung des Fadens zu beftimmen, wenn ber Auf: 
hängepunkt mit einer Beichleunigung von 1,5” in ſenkrechter Richtung abwärts 
oder aufwaͤrts bewegt wird. 

42,4 und 57,6 Kilogramm. 

6. Zwei Körper von 25 und 36 Kilogramm Gewicht befigen Ge 
ſcwindigleiten von 10 und 15”. Wie verhalten ſich die Bewegungsgrößen 
(Antriebe)? Wie verhalten ſich biefelben bei gleihen Gewichten und wie, bei 
gleihen Geſchwindigkeiten? 

1:2,16; 1:1,5; 1:1,44. 
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7. Auf einen Bunt wirken theils nad derfelben, theils nad der gerade 
entgegengefegten Richtung die Kräfte + 130 Kilogramm, — 50 Kilogramm, 
— 70 Kilogramm, — 320 Kilogramm, + 75 Silogramm, + 400 Kilos 
gramm, deren Refultante der Größe und Richtung nach beftimmt werben fol. 

R= + 165 Kilogramm. 

8. Auf einen Punkt wirken die Kräfte von 35 Kilogramm und 87 Kilo: 
gramm unter einem rechten Winkel, Es iſt die Refultante der Größe und Nic: 
tung nad zu beftimmen. 

R= 93,77 Kilogramm 
68° 5’ mit der Kraft von 35 Kilogramm. 

9. Man jol die auf einen Punkt wirkſame Kraft von 120 Kilogramm 
in zwei auf einander rechtwinkelig ftehende Kräfte zerlegen, von denen 

a, die eine gleih 75 Kilogramm fein mag, 

b. die eine, einen Wintel von 34° 7’ 3” mit der Refultante bilven ſoll. 

a 51° 19' 3,75” mit der Kraft von 75 Kilogramm. 
“ 193,65 Kilogramm, 

b. 99343 Kilogramm an dem gegebenen Wintel liegend. 
" 167,306 Kilogramm. 

10. Auf einen Puntt wirken drei Kräfte gleih 35, 67 und 98 Kilo: 
gramm, bie nicht in einer Ebene liegen und wechſelſeitig auf einander recht⸗ 
winkelig ftehen. Es ift die Größe und Richtung der Refultante zu beftimmen. 

123,766 Kilogramm 
13° 34' 24" 
57° 13' 30" 
37° 38’ 42”, 

11. Auf einen Punkt wird ein Drud von 550 Kilogramm ausgeübt, 
der nad drei auf einander normalen Richtungen zerlegt werben fol. 

a. Zwei der Componenten feien 100 und 230 Kilogramm, 

b. Eine der Componenten babe eine Größe von 120 Kilogramm und die 
gegebene Kraft joll mit einer zweiten Componente, den Winkel 15° 6’ 14” bilden. 

©. Die gegebene Kraft joll mit zweien der Componenten, die Winkel 
87° 13’ 12” und 54° 17’ 8” bilben 

489,49 
79° 31’ 27" 
a) 65° 16'49” 
27° Tas”, 
120 Kilogramm mit 77° 23’ 51” 
b. 2531,02 » » 15° 6'14" 
78,2 » » 81° 49’ 32" 
36° 23’ 48”. 
445,7 Kilogramm, 
c. 3321,06 » 
26,676 » 
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12. Auf einen Punkt wirken zwei Kräfte gleich 116 und 89 Kilogramm, 
die mit einander den Winkel 147° 8’3” bilden. 

a. Wie groß ift die Reſultante ver Größe und Richtung nah? 

b. Wie groß ift der Winkel, den die gegebenen Kräfte bilden, wenn bie 
Refultante gleich der kleineren ober gleih der größeren, ber gegebenen 
Kräfte werben ſoll? 

62,865 Kilogramm mit der Componente 
von 89 Kilogramm den Winkel 83° 4’ bildend. 
v. 130° 14’ 44” 
“ | 112° 45’ 54". 

13. Die Kraft von 775 Kilogramın, an einem Punkte wirkſam, foll in 
zwei Seitenträfte zerlegt werben. 

a. Wenn die Componenten mit der gegebenen Kraft bie Wintel 35° 7’ 11" 
und 52° 9’ 8 bilden. 

b. Wenn eine der Componenten einen Werth von 505 Kilogramm ers 
haften und einen Winkel von 36° 8’6” mit der gegebenen Kraft bilven fol. 

c. Wenn eine der Componenten gleih 600 genommen werben foll, und 
die andere, nod zu beſtimmende Componente, mit der gegebenen Kraft einen 
Winkel von 47° 10’11” bilden muß. 

d. Wenn ‚vie beiden Componenten der Größe nach gleih 462 und 
350 Kilogramm gegeben find. 

" 612,65 Kilogramm 
1446,34 » 
b. 472,7 Kilogramm 
39° 2'3”. 
J 718,8 over 334,8 Kilogramm 
“ 161° 28’ 17” oder 24° 9’ 4”. 

d. Die beiven Componenten bilven die Winkel 35° 4’ und die Reful: 

tante mit der Kraft 462 Kilogramm den Winkel 15° 2’ 18”. 


14. Drei Kräfte, gleih 32, 45 und 50 Kilogramm, follen in einer 
Ebene fo an einen Punkt gelegt werden, daß fie ſich das Gleichgewicht halten, 
Bie groß find die Winkel, welche die Kräfte mit einander bilden? 

Der Winkel zwiihen 32 und 45 = 100° 59’ 22” 
» » » 32 » 50 = 117° 55’ 58” 
» » » 4 » 50= 141° 4'40”. 

15. Die Summe dreier Kräfte, die in einer Ebene an einem Punkte 
wittſam find und ſich das Gleichgewicht halten, ift 478,75 Kilogramm. Die 
Kräfte mögen mit einander die Winkel 

147° 19, 65° 13’, 147° 28' 
bien. Welche Größe‘ hat jede ver Kräfte? 
130,195 Kilogramm 
129,66 » 
218,895 » 
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16. Es ih ein Treied ABC gesehen. Wan icli innerhalb beflelben den 
Bunft X keitimmen, io tab tie Bertintunsziımien X A, XB, XC der Größe 
und Lage mad; trei Aräite verüclien, vie kb am X tu: Gleichgewicht halten. 

Jede ver Linien muß, verlingert, Mittellinie far das Treied werten, weö: 
Halb fi} die Auigabe dabia terucrt, für ein gegehenes Dreien die drei Mittel: 
linien zu berednen. 

17. Bean eine im Raum gelegene Krait mit den trei rehtwinteligen Coor: 
dinatenachſen die Winlel a, ß, y kilvet, io Anden ielgenne Relationen fatt: 

co⸗s a* +coß@®+cay?=1, 
cos 2æ co⸗83 4 c0ò -1 
cos(a ) cos (c — ſ) 4 co⸗ yꝝ ⸗ O. 

18. Wenn zwei an einem Panli wirfisme Aräite mit drei auf einander 
normal ftebenven Adien tie Winlel 0, 5, x und A, a, v bilden, fie jelbft 
aber den Wintel z einihlichen, io it 

c08£= c0sgcosi-} cos6cosp 4 cos ⁊ cos v. 

19. Auf einen Punkt wirken acht Kräfte, vie im Raume liegen und der 
Größe und Richtung nad), zu einem beliebig gewählten rechtwinleligen Coor: 
tinatenjufteme gegeben ſind. Es it tie Größe unt Richtung derjenigen Kraft 
zu beftimmen, die, an ven Punkt veriegt, Gleihgewidt bervorbringt. 

P= 75 Silge.; a, = 63°27; = 48° 36; y, ſpit 
P, Fe wur 67° 13°; 92 — Rumpf 













































B=% » = 7614; ß = 147° 12°; 7, = fumpf 
BR=15 » 4=115 7; =137 9%; 94 = Rumpf 
B=60 » = 16 35° 3; 96 =Mik 
B= 31 » =145° 78° 3; 7, = jpiß 
B=% » = 62°10; =149° 8; 7, = ipik 
P=10 » , 123° 58'; By = 127° 56’; 9, = ftumpf. 








X= EP, cosa, = + 24,393; Y= EP, cosß, = + 290,290; 
Z= ZP, c0sp, = + 221,29. 

R = 365,84; g = 86° 10' 36"; 6 = 37° 29’ 14”; ı = 52° 46’ 43”. 

Die Refultante der Kräfte liegt im erften Raum, die entgegengefegte 
Refultante alfo im achten Raume, und die Wintel, welche die legtere mit den 
Achſen bildet, find fämmtlih ſtumpf und 
zwar: 

@ı = 93° 49' 24”; 0, = 142° 30' 46"; 
7 = 127° 13'117". 

20. Gin Gewicht @ (Fig. 45) liegt auf 
einer gegen den Horizont geneigten volllom⸗ 
men glatten Gbene und wird durch drei gleihe 
Kräfte, gleih , G, an feinem Plap erhalten. 

Die vier Kräfte liegen in einer Ebene 
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und greifen einen Punkt im Innern des Körpers an. Das Gewicht G wirkt 
in einer zur Horizontalebene normalen Richtung. Y/, 6 wirkt horizontal, 
5 @ wirft parallel ver geneigten Ebene und 6 wirkt der Kraft G gerade 
entgegengefeßt. 

Welchen Winkel bilvet die geneigte Ebene mit der Horigontalebene? 

53° 748”. 

21. 63 fei eine Stange AB (fig. 46) in fefter Lage gegeben, um 
den Winkel © gegen die Horizontalebene geneigt. An einem Ringe, ber fih 
an der Stange verfchieben Täft, wirken zwei Kräfte P und Q, die mit der 
Stange in berfelben Ebene liegen, von denen P normal zur Horizontalebene 
-wirffam ift, während die Kraft Q ihre Richtung mit der Lage des Ringes 
ändert. Die Kraft Q ift nämlich dur ein Gewicht erſetzt, das mitteljt eines 
Seiles über eine feſte Rolle geführt wird. Es ift für diefe Anordnung der 
Gleichgewichtszuſtand des Ninges zu beitimmen, wenn die Lage der feften 
Rolle, fowie deren Halbmeſſer bekannt iſt. 


ig. a7. 


Big. 46. 





22. Es find zwei feite Bunte A und C’ gegeben (Fig. 47), ein voll- 
lommen biegfamer Faden ift in A befeitigt, bei C durch einen Ring geführt 
und in einem dazwifchen liegenden Punkte B dur eine Kraft P angegriffen, 
die normal zur Verbinbungslinie A C wirlt. Das über C' fortgeführte Ende 
des Fadens trägt ein Gewicht Q, fo daß 40 und die beiden Kraftrihtungen 
fi in derfelben Ebene befinden. Es möge Gleichgewicht ftattfinden und das 
bei 40 durch die Kraftrichtung P halbirt werben. 

Welche Größe muß das Gewicht Q erhalten? 

Bezeihnen wir AB mit a, AC mit 5, fo ift für den Gleichgewichts: 
zuſtand: 

——— 
Via— 

23. Zwei umverrüdbare Ebenen find unter einem Winkel feſt mit ein 
ander verbunden und zu der Durchſchnittslinie wirft normal eine Araft P, 
welche mit der einen Ebene einen Winkel x, mit ver andern ven Mintel bildet. 

a. Welche Größe haben die daraus zu den Ebenen rejultirenden nor: 
malen Drude? 


Q=P 


. 
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b. Welche Größe erhalten diejelben, wenn die Kraftrichtung mit der 
Durchſchnittslinie den Winkel y bildet, und wenn « und 4 bie Winkel find, 
melde die durch Kraftrihtung und Durchſchnittslinie gelegte Ebene mit den 
gegebenen Ebenen bilvet? 
p_ee 

Ana@+ß 
cos ß 
n(a+B) 
sin ycosa 
inc +B) 
sin y cos ß 
sin (a + B) 

24. Zwei Stangen AB und AC (Fig. 48) find bei A durch ein 
Charnier mit einander verbunden. An A ift eine Kraft P wirlſam, deren 
Richtung mit den Stangen die Winkel & bildet. Iſt der Punkt B feitgemadt, 
während ſich C gegen ein nachgiebiges Stüd ftüpt, jo wird bei Einwirkung von 
Pin C ein normaler Drud hervorgerufen, der beredinet werden foll. Der 
Apparat heißt die einfache Kniehebelpreſſe. Als Bahlenbeifpiel jei gegeben: 

15° J 





P = 50 Kilogramm und « = (65° 





D /g Ptang « 
6,698 Kilogramm 


175 » 
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25. Es ift der ausgeübte Drud bei ber zufammengefegten Aniehebelprefie 
(Fig. 49) zu beftimmen, wenn P, «& und ß gegeben find. 
P = 50 Rilogramm & = B = 76°, 
D, = Y, Ptang atang ß, 
= 201,08 Kilogramm. 
26. Welche Arbeitgröße wird von einem Pochftempel verrichtet, der ein 
Gewicht von 97 Kilogramm hat un defien Hubhöhe 0,4” ift? 
38,8 , 


27. Ein Pferd hat eine Laft 70” weit fortgefhafft. Der mittelft eines 
Ktaftmeſſers gefundene Drud in den Zugfträngen betrug zu Anfang der Ber 
megung 55 Kilogramm umd in den Entfernungen von 7, 14, 21, 28, 85, 
42, 49, 56, 63, 70 Metern, war derjelbe gleih 62, 52, 55, 65, 60, 57, 
63, 70, 55, 65 Kilogramm. Wie groß ift hiernad die mittlere Arbeitgröße 
des Pferdes? 

L=%.Yıo-70-$55 +4 (62 +55 + 60 4 63 4 55) + 2 62 

+65 +57 + 70) + 65$ 

L=4172 w. 


28. Werden belebte Weſen zur Verrichtung einer Arbeit benupt, fo 
haben ſich erfahrungsmäßig für den auszuübenden Drud, die Geſchwindigkeit 
und die Zeit der Arbeit, Mittelwerte ergeben, bei deren Anwendung bie tägs 
liche Leiftung des belebten Weſens die größtmöglichfte ift. In der folgenben 
Tabelle find dieſe Mittelwerthe für die hauptfädlich zur Verwendung kommen⸗ 
den lebenden Weſen zufammengeftellt. 









Mittelwerthe 
* wart 
des befebten in 
Motors, Drud Pin Kilo» | Gefhwindigteit v Stunden. 


grammen. in Metern. 





ſchwach 46 
Dis | mittel 56 0,786 
fart 66 0,942 


Benugt man in der Praris andere, als die hier angegebenen Mittel: 
werthe, fo ift alfo die tägliche Arbeitgröße geringer als die mit denfelben er: 
haltene Zeiftung, und es ift deshalb nothwendig, bei Aenderung diefer Werthe 
eine Beziehung zwiſchen ihnen aufzuftellen. Hierbei geht man von der Anſicht 
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aus, va leiner viejer Mittelwerihe die doppelte Größe erreichen darf, wenn 
wicht einer der anderem Factoren, alje die tägliche Arbeitgröße, zu Rull werben 
fell. Bezeihnen wir andere, als dieſe Mitielwerthe, mit P,, v), ij, fo erhält 
man die umter dem Ramen ber Gerfiner’ihen Zormel belannte Beziehung 

e 4 


= _{ı _ 
r=P(a *)(2 9 

29. Wie groß iſt der Drud, den ein Arbeiter momentan mit ſehr ge⸗ 

ringer Geſchwindigleit ausüben kann? 
P=4P. 

30. Bie viel Pfund können ſechs Karte Pferde mit 0,942” Geſchwindig- 

keit bewegen, wenn fie täglich ſechs Stunden arbeiten jollen? 
P, = 680 Silogramm circa. 

31. Eine Kugel von 10 Kilogramm ſchlägt mit einer Geſchwindigkeit 
von 105” auf einen Körper, ver fie bei Annahme eines conftanten Wider: 
ftandes 52"" eindringen läßt. Wie groß ift hiernach der Wiverftand, welcher 
der Kugel entgegengejegt wirb? 

P= 108 060 Kilogramm. 

32. Welche Arbeitgröße ift nothwendig, um einen Wagen von 3000 

Kilogramm Gewidt, in eine Geſchwindigleit von 10” zu verfepen? . 
15 290". 

33. Ein Wagen von 2000 Kilogramm Gewicht hat eine Geſchwindig⸗ 
leit von 3,3”. Wie groß ift die Zunahme der Arbeitgröße, wenn die Ger 
ſchwindigleit auf 12” gebradt wird? 

13 569". 

34. Gin Körper von 250 Kilogramm Gewicht bewegt fi) mit einer 
Gefhwindigleit von 1,2” und erhält einen Zuwachs an Arbeitgröße von 
780 Im, Wie groß ift die Geſchwindigkeit des Körpers nah Aufnahme 
diefer Arbeit? 





a9”. 


35. Cine Kraft jet eine Waflerpumpe in Bewegung. Der Kolben ber: 
felben hat einen Durchmefjer von 0,4” bei einer Hubhöhe von 1,5". Das 
Waſſer wird auf eine Höhe von 10” gehoben, wobei die Pumpe in einer 
Minute 20 Kolbenfpiele machen fol. Welche Arbeitgröße verrichtet die Kraft 
bei einem Kolbenfpiele? 


Wie groß ift die Arbeitftärke der Kraft? 
Die viel Pferdeſtärlen erfegt die Kraft? 
Inhalt des Kolbens ze = 0,12566 [7*; Inhalt des Pumpencylinders 


= z dh = 0,12566 .1,5 = 0,18849 Cubv; Gewicht des Waſſers 
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=188,5 Kilogramm; Xrbeitgröße = P.s = 188,5. 10 = 18868; Ar⸗ 


keitftärte — zu = 1885 - 3 — 628m; Pferdeftärlen = Zi: =84. 


36. Eine Kraft verrihte eine Arbeit von 3200 * und bringe dem 
bewegten Körper eine Geſchwindigleit von 1,6” bei. Wie groß ift der aus: 
geübte Drud? 

Wie groß ift die Geſchwindigkeit des bewegten Körpers, wenn ber Wider: 
fland der Bewegung 250 Kilogramm beträgt? 

2000 Kilogramm; 12,8”. 

37. Es werden 20 Pferdeftärlen von einer Kraft übertragen. Mit 
welcher Geſchwindigleit wird ein Körper bewegt, der einen Wiverftand von 
27 Kilogramm leiftet? 

Die groß ift der ausgeübte Drud bei einer Gejhwinvigleit von 3,6”? 

55,6”; 416,7 Kilogramm. 


38. Auf ver ftehenden Welle einer Turbine (horizontales Waflerrad) 
befindet fich zur Uebertragung der Bewegung ein Zahnrad von 2” Durch- 
meſſer. Wenn vie Turbine 40 Pferdeftärten überträgt und. dabei 120 Um: 
drehungen in ber Minute macht, wie groß. ift der im Umfange des Zahn: 
tades wirfame Drud? 

Pr=1716 Eu 
“ 
P= 238,7 Kilogramm. 

39. Auf einer horizontalen vollkommen glatten Ebene liege ein Körper 
vom Gewicht Q (Fig. 50). Durch ein Seil, das über eine feite Rolle geführt 


Big. 50. 





wird, ift ein Gewicht P mit dem Körper verbunden, fo daß derſelbe dadurch 
in Bewegung gejept wird. Es find die Bewegungsverhältniſſe zu entwideln: 


pP J . 
J=9pr0 v=jt,s=4jt. 


40. Ein volllommen biegjames Seil ift über eine feite Rolle mit volle 
Iommen glatter Oberfläche gelegt und trägt an feinen Enden die Gewichte 
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P und Q (Fig. 51). Es find die Bewegungsverhältniſſe, unter der Boraus: 
fegung zu entwideln, daß P>Q P 
Big. 51. — v ⸗It; shit. 

41. Wie groß iſt die Centrifugalkraft einer 
Bleitugel von 2,5 Kilogramm Gewicht, die fi mit 
einer Gejhwindigfeit von 5" in einem Kreiſe von 
2m Halbmefjer bewegt? 

3,2 Kilogranım. 

42. Cine eijerne Kugel, die durh ein Geil 
mit einer ftehenden Welle verbunden iſt, wird in 
drehende Bewegung verfegt (die Welle als Drehachſe 
gedacht) und das Geil zerreißt in Folge der erlang- 
ten Centrifugallraft. Wie groß ift die Geſchwindig⸗ 

teit der Kugel? Wie viel Umdrehungen werben in der Minute gemadt? 

Die Kugel habe ein Gewicht von 175 Kilogramm, das Seil eine Länge 
von 7”, einen Querfchnitt von 3,42 []" und der Zug, welcher das Geil zu 
zerreißen vermag, betrage 500 Kilogramm pro I". 


175 v2 
377 3,42 . 500 
v= 235,9” 
u — 35%, pro Minute. 





43. Zwei durch eine Kette mit einander verbundene Kugeln (Fig. 52) 
von 0,07 und 0,12 Kilogramm Gewicht 
iteden leicht bemeglih auf einem Metall: 
draht, der in horizontaler Lage mit der 
Hülje 5 an der verticalen Drehachſe einer 
Schwungmaſchine befeftigt iſt. Die erite 
Kugel befindet fih I” von der Drehachſe 
entfernt. Auf welche Entfernung iſt die zweite Kugel zu ſchieben, damit bei 
einer beliebigen Winkelgeſchwindigkeit co der Maſchine 

a. beide Kugeln ihren Ort behaupten? 

b. die ſchwerere Kugel die leichtere nach ſich ziehe? 

c. die leichtere Kugel die ſchwerere in Bewegung fee? 

a. 5,25, 
b. Wenn die Entfernung der ſchwereren Kugel größer als 5,25% wird. 
c. 
4 


Big. 52. 





. Wenn die Entfernung der fhmereren Kugel Heiner als 5,25" wird. 

4. Eine Kugel vom Halbmefier 7 dreht fih mit der Winkelgeſchwindig- 
teit @ um einen Durchmefier als Drehachſe. Wie verhalten fih die Centri— 
fugalträfte der einzelnen Punkte der Kugeloberflähe? 

Die Punkte eines Kreisumfanges, deſſen Ebene normal zur Drehachſe ift, 
Barallelfreis genannt, haben gleihe Gentrifugalfräfte. Die Centrifugal: 
Träfte der Punkte der Augeloberflähe verhalten ſich aber bei gleicher Mintel: 
geſchwindigkeit o und berjelben Maſſe m, mie die normalen Entfernungen von 
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der Drehadhie, ober, was bafjelbe iſt, wie ber Kalbmefler der zugehörigen 
Parallelkreife. Die Punkte im Umfange des größten Paralleltreifes, Yequator 
Fig. 58. genannt, entwideln die Centrifugalfraft 
mo®r, 
während die Durchſchnittspunlte der Drehachſe mit 
der Kugeloberflähe, die Pole, die Centrifugaltraft 
Null haben. Die Punkte auf der Oberflähe zwi⸗ 
ſchen Aequator und Pol haben daher bei der Drer 
bung eine Gentrifugaltcaft, die zwiihen Null und 
mo?r liegt. Für einen beliebigen Punkt A, ver 
zu einem Parallelkreiſe vom Halbmeſſer r, gehört, 
ift die Gentrifugaltraft 
-=mo®tn 
=mwtrcosh, 
unter A den jpigen Winkel verftanden, den der zu 
dem Punkte A gehörige Kugelhalbmeſſer mit demjenigen Halbmefjer des 
Aequator3 bildet, welher mit der Drehahje und dem zum Punkte A ger 
börigen Kugelhalbmeffer, in berjelben Ebene liegt. 

Nennen wir den Winkel A die Breite des Punktes A, jo ergiebt fich hieraus: 

1. Ale Punkte, die gleiche Breite haben, entwideln aud bei der Drehung 
gleihe Centrifugalfräfte. 

2. Die Centrifugalträfte zweier Punkte der Kugeloberflähe verhalten ſich 
bie die Coſinus der Breiten. 

45. Die Punkte unferer Erde werden duch die im Mittelpunfte ver 
jelben angenommene Schwerkraft angezogen. Hätte die Erbe feine Rotations— 
bewegung, wäre fie weiter volltommen tugelförmig und überall von derſelben 
Digtigleit, fo würden alle Punkte der Oberflähe in gleicher Weiſe von der 
Schwerkraft angegriffen werben, d. h. die Acceleration g müßte überall dens 
jelben Werth haben. Nehmen wir die volllommene Kugelform und dieſelbe 
Dihtigkeit für die Erde an, fo erhalten die Punkte der Oberfläche dur die 
Vewegung der Erte um ihre Achſe eine Centrifugaltraft, welche, mit der Schwer⸗ 
kraft vereinigt, dieſe vermindern wird, und zwar in ungleiher Weiſe, da bie 
Eentrifugalträfte der verfhiedenen Punkte, verſchieden find. 

Der dolbmeſer der Cide it gig 1900 000° __ 6.308 1987, die Zeit 
einer Umdrehung gleich 86 164 Secunden (Dauer des Gterntaged), die 
beobachtete Acceleration der Schwere am Aequator fei gleih g. Welche Größe 
bat dieſe Acceleration auf der ganzen Erde, wenn für diejelbe keine Rotationds 
bewegung angenommen wird? Wie groß ift die Acceleration der Schwere, für 
einen Ork von der Breite A? Welche Rotationsgeſchwindigteit müßte die Erde 
haben, damit die Körper am Nequator, weder auf die Erde fallen, noch von 
ihr ſortgeſchleudert werden 

De pa 


a,r 
7 


= 9 + 0,033859", 
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P und Q (Fig. 51). Es find die Bewegungsverhältniſſe, unter der Boraus: 
fegung zu entwideln, da P>Q 


Fig. 51. j= = yjlR. 


41. Wie groß ift die Gentrifugalfraft einer 
Bleikugel von 2,5 Kilogramm Gewicht, die ih mit 
einer Geſchwindigkeit von 5" in einen Kreiſe von 
2m Halbmefjer bewegt? 

3,2 Kilogranım. 

42. Cine eijerne Kugel, die durch ein Geil 
mit einer ftehenden Welle verbunden iſt, wird in 
drehende Bewegung verfegt (die Welle als Drehachſe 
gedacht) und das Geil zerreißt in Folge der erlang: 
ten Gentrifugaltraft. Wie groß ift die Geſchwindig⸗ 

feit der Kugel? Wie viel Umdrehungen werben in der Minute gemacht? 

Die Kugel habe ein Gewicht von 175 Kilogramm, das Seil eine Länge 
von 7”, einen Querfchnitt von 3,42 []” und der Zug, welcher das Geil zu 
zerreißen vermag, betrage 500 Kilogramm pro LI". 





175 v: 
9a T 3,42 . 500 
v— 25,9" 


u= 35%, pro Minute. 

43. Zwei durch eine Kette mit einander verbundene Kugeln (Fig. 52) 
von 0,07 und 0,12 Kilogramm Gewicht 
iteden leicht beweglih auf einem Metall: 
draht, der in horizontaler Lage mit der 
Hülfe d an der verticalen Drehachſe einer 
Schwungmaſchine befeftigt iſt. Die erite 
Kugel befindet fih 9" von der Drehachie 
entfernt. Auf welche Entfernung üt die zweite Kugel zu ſchieben, damit bei 
einer beliebigen Winkelgeſchwindigkeit o der Maſchine 

a. beide Kugeln ihren Ort behaupten? 

b. vie ſchwerere Kugel die leichtere nach fi ziehe? 

c. die leichtere Kugel die ſchwerere in Bewegung fege? 

a. 5,25", 

b. Wenn die Entfernung der ſchwereren Kugel größer ala 5,25" wird. 

c. Wenn die Entfernung der ſchwereren Kugel Heiner als 5,25” wird. 

44. Eine Kugel vom Halbmefjer r dreht fih mit der Winkelgeſchwindig- 
teit @ um einen Durchmefier als Drehachſe. Wie verhalten fih die Centri— 
fugalfräfte der einzelnen Punkte der Kugeloberflähe? 

Die Punkte eines Kreisumfanges, deſſen Ebene normal zur Drehachſe ift, 
Paralleltreis genannt, haben gleihe Centrifugalträfte. Die Centrifugals 
träfte der Punkte der Kugeloberflähe verhalten ſich aber bei gleiher Winfel- 
geſchwindigkeit co und derfelben Maſſe m, mie die normalen Entfernungen von 


Fig. 52. 
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der Drehachſe, oder, was daſſelbe iſt, wie der Halbmeſſer der zugehörigen 
Barallelfreife. Die Punkte im Umfange des größten Paralleltreifes, Aequator 
Fig. 53. genannt, entwideln die Centrifugaltraft 

mar, 
während die Durchſchnittspunkte der Drehachſe mit 
der Nugeloberflähe, die Pole, die Centrifugaltraft 
Null haben. Die Punkte auf der Oberfläche zwis 
ſchen Aequator und Pol haben daher bei der Dre- 
bung eine Gentrifugaltaft, die zwiſchen Null und 
mo?r liegt. Für einen beliebigen Punkt A, ber 
zu einem TParalleltreife vom Halbmeffer r, gehört, 
iſt die Gentrifugaltraft 

=mo®tn 

=mwtrcosi, 
unter A den fpigen Winfel verftanden, den der zu 
dem Punkte A gehörige Kugelhalbmefjer mit demjenigen KHalbmefjer des 
Aequators bildet, welcher mit der Drehahje und dem zum Punkte A ges 
börigen Kugelhalbmeſſer, in verjelben Ebene liegt. 

Nennen wir den Winkel A die Breite des Punktes A, jo ergiebt ſich hieraus: 

1. Alle Punkte, die gleiche Breite haben, entwideln aud bei der Drehung 
gleihe Centrifugalkräfte. 

2. Die Centrifugalträfte zweier Punkte der Kugeloberflähe verhalten ſich 
wie die Cofinuß der Breiten. 

45. Die Punkte unferer Erde werben durch die im Mittelpunfte dere 
jelben angenommene Schwerkraft angezogen. Hätte die Erde feine Rotationd: 
bewegung, wäre fie weiter volllommen kugelförmig und überall von derjelben 
Digtigleit, jo würden alle Punkte der Oberfläche in gleicher Weiſe von der 
Schwerkraft angegriffen werben, d. h. die Acceleration g müßte überall dens 
jelben Werth haben. Nehmen wir die vollfommene Kugelform und biefelbe 
Dihtigfeit für die Erde an, fo erhalten die Punkte der Oberfläche buch bie 
Vewegung der Erte um ihre Achſe eine Centrifugaltaft, welche, mit der Schwer: 
kraft vereinigt, diefe vermindern wird, und zwar in ungleiher Weile, da die 
Sentrifugalträfte der verfhiedenen Punkte, verſchieden find. 


Der Halbmeffer der Erde ift gleich ————— == 6.366 198”, bie Zeit 


einer Umdrehung gleich 86164 Secunden (Dauer des Gterntages), die 
beobachtete Acceleration der Schwere am Aequator ſei gleih g. Welche Größe 
bat diefe Acceleration auf der ganzen Erde, wenn für dieſelbe keine Rotations- 
bewegung angenommen wird? Wie groß ift die Acceleration der Schwere, für 
einen Ork von der Breite A? Melde Rotationsgeſchwindigteit müßte die Erbe - 
haben, damit bie Körper am Aequator, weder auf die Erde fallen, nod von 
ihr fortgefchleudert werben? 


++ 





‚a 
4 = 9 + 0083862, 
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d. h. die Verminderung der Acceleration der Schwere durch die Gentrifugal: 
traft beträgt 0,033852” oder ungefähr Yas, .g. Die Acceleration der Schwere 


würde alſo ohne Rotationsbewegung der Erde = 9 ‚betragen. 


4m? 
BGH Ya Ag Yayı 9 — Vase 9 008 32 


zsur Yaao sin AR), 





)J)ng=m = 
v = 7902,7m, 


d. h. ungefähr eine 17 mal größere Geſchwindigkeit als unter den obwaltenden 
Verhältnifien, für die vü — 464,2" ift. 

46. Ein materieller Punkt bewege fih in einer Ellipſe (Fig. 54), deren 
Achſen 24 und 25 jein mögen. Die Bewegung wird dur eine Gentral: 
teaft hervorgebracht, die ihren Sig in einem der Brennpunkte F, haben mag. 

Es ift die Größe der Acceleration der Centralkraft zu beftimmen. 

R Wir nehmen an, die 

Big. 54. Gentraltraft wirle von Fy aus 

und der bewegte Punkt befinde 
fih in P. 63 findet bei diefer 
Bewegung nah $. 19 das 
Princip der Flähen Anwen: 
dung, d. h. die von dem Leit- 
ſtrahle in derſelben Zeit durch⸗ 
laufenen Flãchenraume ſind ein: 
ander: gleich. Gebraucht der 
Buntt.P, t Zeiteinheiten, um bie 
ganze Ellipfe zu durchlaufen, 
fo beihreibt des Radius vec- 
tor in einer Zeiteinheit, da 
zab ver Fläheninhalt der 








Ellipfe ift, eine Flache von der Größe ze, 

dieſe Fläche ift einem Dreiede glei, das zur Baſis den in einer Zeiteinheit 
durchlaufenen Ellipſenbogen hat, welcher gleich der Geſchwindigleit v des be: 
wegten Punktes, iſt und deſſen Höhe die vom Centralpunkt auf die Ellipſe 
reſp. auf die in P conſtruirte Tangente gefällte Normale A, ift, d. h.: 








Yon re 
m 2uab 
Ss 


Bir zerlegen die Centralfraft nad Richtung der Tangente in P und 
normal dazu, jo wird die Tangentiallraft die Geſchwindigkeit dem Punkte P 
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erhalten, während die Normalkraft den Punkt aus einer Tangente in bie 
andere überzuführen hat. 
Bezeichnen wir die Acceleration in Richtung des Leitſtrahles A, P mit 5, 
fo ift die Normalacceleration jcosw; n. F. 23 haben wir: 
R v2 
ca = — 
J o f} ’ 
unter v die Gejhwindigfeit und g den Krümmungsradius der Gilipfe für den 
Bunft P verftanden, daher nad) der Subftitution des für v gefundenen Werthes: 
4m a? b2 
ALITUTE 
In diefem Ausdrude ändern fih mit der Lage von P die Werthe A,, E 
md @. Zu dem Ende formen wir den gefundenen Ausvrud von 5 fo um, daß 
ſich darin allein ver veränderlibe Radius vector F} P R, finden möge. 
Mittelft höherer Mathematit ergiebt fih für den Krümmungsrabius g 
eines beliebigen Punktes einer Stipfe, unter n die Länge der Normale PQ 
deſſelben verftanden: 


gc80= 


je 





c08@ 

Bezeichnen wir die, von dem zweiten Brennpunkte F,, auf die Tangente 
in P gefällte Normale mit Ag, und ben von F, nad P gezogenen Leitſtrahl 
mit Rg, fo findet fi n aus dem Paralleltrapeze FR DCRF,: 
MPD+MPC 
= TpDBrPC 

Die Summe der Berbindungslinien der Brennpunkte mit irgend einem 
Punkte der Ellipje ift gleich der großen Achſe 2 =, und dieſe Berbindungs- 
linien bilden mit der im Punkte conftruirten Tangente gleiche Vinlel. Die 
Dreiede F, DP und F, CP find daher ähnlich imd es ift: 

— hi Bat * Rı 
ae ee 
— hı Ra 
Zr 


und 


A. R, 
oo =. 
080 a cos co 








Far cos co können wir noch En fegen, fo daß 


0080 = Er 
Subftituiren wir ven Werth von gcos@ in dem Ausdrude für 5, fo 
entteht: 
Bernide, Meganit. I. Zweite Kufl, - 6 
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2 
Eine Relation zwifhen Ay, Ag, Rı, Rz und 5 findet fih einfach auf 
folgende Weiſe: 
Es iſt MC parallel F, P und gleich a, 
MD» FRPı» » a 
daher liegen die vier Punkte A, B, C, D in der Peripherie eines Kreifes vom 
Halbmefjer a. Denken wir diefen Kreis conftruirt und DF, bis @ ver 
Tängert, fo iſt F,@ gleih A, und 
DE.RG=AR.FMB . 
hy.h=(a—MR)(a+MR,) 





ad— M Fr? 
@— (a? — 59 
Ag.h =D, 
oder in Folge der Proportion A): hy = R,: Be: 
A? = b2 ober #_B. 
J 


Durch Subſtitution dieſes Werthes in dem oben für j angegebenen, ent⸗ 
fteht endlich für die Acceleration der Centralfraft, von einem Brennpuntte einer 
elliptiſchen Bahn aus wirkſam: 

‚_4z2a° 
er RB? : 

47. Das in der vorigen Nummer Vorgeführte, bilvet die Grundlage für 
die Bewegung unferes Weltſyſtems und enthält die drei, duch Beobachtung 
gefundenen 

Reppler’fhen Geſehe. 

Erftes Gefeg. Die Planeten bewegen fih um bie Sonne in ebenen 
Eumen und ber Radius vector befolgt das Princip der Flächen, fo daß die 
Bewegung zu den Gentralbewegungen gehört. 

Zweites Gejeg. Die Planeten beſchreiben bei ihrer Bewegung Ellip— 
fen, deren einer Brennpunkt der Sig der Gentralkraft, der Mittelpunkt der 
Sonne ift. 

Hieraus folgt bei Betrachtung des Werthes 

" ‚_4m2a® 
JSpem 
daß bie Acceleration in den verjhiedenen Punkten der Bahn verjchieven ift 
und zwar umgelehrt proportional dem Duadrate der Entfernung R, des 
Planeten von der Sonne. 

Drittes Gefeg. Bei zwei Planeten verhalten fih die Duadrate der 
Umlaufsgeiten wie die Cuben der großen Achſen ihrer Bahnen. 

In dem gefundenen Werthe für die Aeceleration 5 wird ſich daher für 


bie verfhiedenen Planeten 2 nicht ändern, fo daß für biejelbe Entfernung R 
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die Acceleration gleih ausfallen wird. Die von der Sonne ausgehende Kraft 
| wirft daher auf Mafjen, die fi in verfelben Entfernung befinden, auf gleiche 
Beife, fie ändert fi nur mit der Entfernung der Maſſe von der Sonne. 

Newton hat das große Verbienft, nachgewieſen zu haben, daß dieſe drei 
Gejege nur Folgerungen find von dem, allen Körpern eigenthümlichen Geſetze, 
der gegenfeitigen Anziehung. Es befteht zwiſchen allen einzelnen Theilen 
peier Körper eine gegenfeitige Anziehung, deren Intenfität direct proportional 
| der Maſſe der anziehenden Theilden und umgefehrt proportional dem Quadrate 
der Entfernungen diejer Korpertheilchen ift. 

Hiernach gelten die obigen Keppler'ſchen Gejege nicht allein für die 
Bewegung der Planeten um die Sonne, fondern aud für die Bewegung ber 
Zrobanten um die Planeten, fowie für die Bewegung eines beliebigen Körpers 
gegen feinen Planeten. Die Schwerkraft unferer Erde ift aljo ebenfalls eine 
Folge diefes allgemeinen Geſetzes; das Gefeg ift befannt unter vem Namen: “ 
die allgemeine Gravitation. 

48. Auf einer geneigten Ebene vom Neigungswinkel 60° liegt ein 
Körper von 25 Kilogramm, der innerhalb 15 Secunden die ſchieſe Ebene in 
gleitender Bewegung burdläuft. Mit welcher Geihwindigfeit kommt der 
Körper in die ‚Horigontalebene, welche Länge bat bie feiefe Ebene, welde 
Krbeitgröße hat der Körper in ſich nen? 

v= 127,4", = 965,74”; L = 20681 w. 

49. Auf derjelben ſchiefen Ebene eh ein Körper eine Endgeſchwin⸗ 
digkeit von 45", 

In welcher Zeit legt ver Körper den Weg auf ber ſchiefen Ebene gleis 
end zurüd? 

Weihe Länge hat die fchiefe Ebene? 

ß 5,3 Secunden; 119,3”. 

50. Ein Körper foll innerhalb 5 Secunden bei der Bewegung auf einer 
geneigten Ebene eine Geſchwindigteit von 17” erlangen. 

Velden Neigungswintel hat man für bie ſchiefe Ebene anzunehmen? 

Welche Länge hat vie geneigte Ebene? 

« = 20°16'40"; 8 = 42,5”. 

51. ine geneigte Cbene von der Länge 40” durchläuft ein Körper 
innerhalb 4 Secunden gleitend. 

Wie groß ift der Neigungswinkel der Ebene? 

Welche Geſchwindigkeit erlangt der Körper? 

Die groß ift die aufgenommene Arbeitgeöße, wenn der Körper ein Ger 
hiht von 100 Kilogramm hat? 

« = 30° 38'30”; v = 20%; L = 2038,7 . 

52. Cine geneigte Ebene von der Länge 40” und dem Neigungswinfel- 
50°, die allmälig in die Horigontalebene übergeführt ft, durdläuft ein 200 Kilo: 
gramm ſchwerer Körper. 





6* 


ba Zweiter Abſchnitt. 

Wie weit bewegt der Körper, in der Horizontalebene angekommen, ein 

Hinderniß von 14 Kilogramm, nad welcher Zeit kommt der Körper zur Ruhe? 
437,7”; 35,7 Secunven. 

53. Zwei geneigte Ebenen find an ihrem tiefften Punkte allmälig in ein— 
ander übergeführt. Die Länge ver erften Ebene fei 70” mit dem Neigungss 
winkel 53°17’20”, die zweite Ebene fei gegen den Horizont um 20° geneigt. 
Ein Körper durdlaufe die erfte Ebene gleitend. 

Welchen Weg wird derſelbe auf der zweiten Ebene zurüdlegen? 

s.sina—=r.einß 
z = 164”. 

54. Ein Körper foll, nachdem er fih auf einer ſchiefen Ebene von ber 
Länge 7” und dem Neigungswintel 75° bewegt hat, eine in der Bertical: 
ebene liegende kreisfrmige Bahn (Fig. 55) vollftändig durdlaufen. 


Fig. 55. 





Welche Größe darf der Halbmeſſer des Kreiſes höchſtens erhalten, wie 
groß kann der Halbmefjer gewählt werben, wenn ber Körper zu Anfang feiner 
Bewegung bereitö eine Geſchwindigleit von 12” bejaß? Die beiden Aufgaben 
unter 53 und 54 bilden in ihrer Vereinigung die Gentrifugal: Cifenbahn. 

Iſt u, die Geſchwindigleit des Körpers vom Gewicht G und der Maſſe m 
im tieften Punkte der freisförmigen Bahn, v, dagegen die Geſchwindigkeit im 
hochſten Punkte und r der Halbmefier der Bahn, fo haben wir: 

In (ww? —u?)=@2r. 
9, beftimmt fi durch die Bedingung, daß die Centrifugaltraft des Körpers 
im böcften Punkte der Bahn größer als das eigene Gewicht fein muß: 
2 
n>6. 
Endlich ift die Geſchwindigleit dv, durd die Länge 3 ber ſchiefen Ebene 
und deren Neigungswinkel «& beftimmt 
“ Vr=2gs.sina 
und bei der gegebenen Anfangsgeſchwindigkeit c 
vo? 09? 4 296. in 


rD2,6,64*. 
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55. Die Schwingunggeiten von Fadenpendeln zu berechnen, deren Längen 
gleih 1,5” und 3” gegeben find. 
Wie groß ift die Spannung ber Fäden, bei einem u von 5°, 
wenn der materielle Punkt die tieffte Stelle erreicht? 
t= 1,23 und 1,74 Secunden; S = 1,0076. .mg. 


56. Gin Fadenpenvel von der Länge 1,4” macht in einer Minute 
12 Schwingungen. 
Um wie viel ift daſſelbe zu verkürzen, damit es in derſelben Beit 
20 Schwingungen made? 
%, = 0,504", daher um 0,896” zu verkürzen. 


57. Die Länge des einfachen Secundenpenvels ift unter 52° Breite 
gleih 440,65 parifer Linien. 
Wie groß ift hiernach die Acceleration der Schwere, für Orte unter 52° 
Breite, für Orte am Aequator? 
1" —.443,296 par. Linien. 
gain un = 90 (1 + Yan sin BP). 
9,810”; '9,78965”. 
58. Es iſt die Länge des einfahen Secundenpendels zu berechnen für 
die Orte, die unter der Breite von 5°, 76° und 90° liegen: 


991,92"; 995,13"; 995,33", 
59. Eine Uhr mit Secundenpendel, die am Yequator richtig geht, eilt 
unter 75° Breite wie viel Secunden täglich vor? 
Iſt U die Länge des Secundenpendels am Aequator, fo ift bie Zeit: 
tauer einer Schwingung deſſelben an einem Orte von der Breite B 


u Vommn 


Macht das Pendel an diefem Orte täglich n Schwingungen, fo ift darnach 






= 86 400 Secunden, 





B 

n = 86540, 
d. h. 140 Schwingungen find zu viel vorhanden. Die Uhr geht alfo um 
140 Secunden gleih 2 Minuten 20 Secunden vor. 

60. Der Factor Yaz, gleih z gejept, läßt fih aus der Länge zweier 
Serundenpendel für verſchiedene Breitengrade berechnen. Bejeichnen wir dieſe 
Grade mit B und ß,, die Längen der Secundenpendel mit 2 und Z,, fo ift 

I=gm(i+zenß) 
a’, =g(1 + x sin B}?), daher 


86 Zweiter Abſchnitt. 


Für Berlin unter 82 83016 nordlicher Breite gelegen iſt die beobachtete 
Länge 440,665 par. Linien und für Paris unter 48°50’14” nörblider 
Breite ift diefe Länge 440,53. Far biefe durch Beobachtung gefundenen 
Grdßen ergiebt ih 

x = 0,00489, 
während Y2s, gleih 0,00346 ift, was feinen Grund darin hat, daß bei dem 
früheren Hall die Erve als volllommene Kugel vorausgefept worden ift. 


61. Für Orte unter der Breite B am Niveau des Meeres gelegen, ſei 
die Länge des Secundenpendels ,. 

Wie groß ift diefe Länge unter berfelben Breite in einer Höhe von AM 
über dem Meeresipiegel? 

Die Berechnung fei für den Mont Blanc 4900” über dem Meere, unter 
der Breite von 45°45’ gelegen, durchzuführen. 

Der Radius r der Erde ift 6366198”: 


r 2 
u=4() 
1, = 994,97, 

62. Ein Secundenpenvel von der Länge ! wird durch Wärme um 
0,012 länger. . 

Wie viel Schwingungen macht es täglih weniger? 

429 Schwingungen. 

63. Ein Fadenpendel von der Länge 2 (Fig. 56) ſei an einer vertical 
ſtehenden Welle. befeitigt, die fih mit der Winkelgeſchwindigleit co um ihre 
geometrifche Achſe dreht. Der auf dieſe Weife conftruirte Apparat heißt 
Gentrifugalpendel, . 

Das Fadenpendel bejchreibt dabei den Mantel eines normalen Kegels 

mit kreisförmiger Baſis. 

. Die Höhe des beihriebenen Kegelmantels ift 
Big. 56. von der vorhandenen Winkelgeſchwindigleit abhängig, 
B indem beim Wachſen derſelben der materielle Punlt 
des Pendels eine größere Gentrifugaltraft F erhält, 
dadurch einen Kreis mit größerem Halbmeſſer be: 
ſchreibt, wodurch die Höhe des Kegelmantels von 

ſelbſt Heiner wird. 

Sür jede beliebige Winlelgeſchwindigleit ift die 
Eentrifugaltraft 7 mit dem Gewichte mg des mas 
teriellen Punktes und der Spannung S des Fadens im 
Gleichgewichte, d. b. die Refultante aus F und mg 
liegt in Richtung des Fadens und wird durch den 
Aufhängepunkt vernichtet. 

Bezeihnet hiernach & den Winkel, den der 
Faden bei der vorhandenen Winkelgeſchwindigleit & 
mit der Drehachſe bildet, jo ift: 





Fe... 
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F:img= sina:cosa 





oder a?mlsina:mg = sina:cosa, 
2 
d. h. T losa=1 
9 
ober a I. 
leos« 


Hieraus erfieht 'man, daß der Grhebungswintel fih mit der Wintel- 
geſchwindigteit ändert, da g und Z conftante Größen find. 
Gehören zu einem Umlaufe &, Secunden, fo it @t, = 2 zu fegen. 
Subſtituiren wir hieraus den Werth von @ in dem obigen Ausdrude, fo entfteht: 
am\?loosu · 
Dre 


d. h. — y Zee 


Die Zeit t einer Schwingung bei einem gewöhnlichen einfachen Benvel war: 





ı 
t=2\ — 


d. h. das Gentrifugalpendel gebraucht zu einer Umdrehung nod einmal jo viel 
Zeit als ein einfaches Pendel, wenn die Höhe des von dem erſten beichriebenen 
Regelmantelö glei der Länge des gewöhnlichen Fadenpendels iſt. 

64. 68 feien zwei verfdiedene Gentrifugalpenvel gegeben: 

Wie verhalten fi die in berfelben Zeit € gemachten Umläufe n, und ny? 

Wie verhalten fih die Längen der Centrifugalpendel, wenn in verfelben 
Zeit eine gleihe Anzahl von Umläufen gemacht werben fol? 

ng:ny =V, 0080, :V iæ cos c 
I: la = 008 02:08 0. 

65. Das Gentrifugalpendel von der Länge I made in einer Minute 
n Umläufe. 

Wie groß ift die Höhe des dabei beichriebenen Kegelmantels? 

894,50" 
n? . 

66. Es fei ZZ’ (Fig. 57 a.f. ©.) die Drehachſe, ABC eine beliebige 
Curve, die um ZZ’ votir. In D befinde ſich auf ber feften Curve ein 
materieller Punkt von der Mafje m. 

Der Punkt behauptet feine Lage während der Rotation, ift alfo-auf der 
Curve im Gleichgewichte, wenn die drei Kräfte: der Widerſtand W’ ver feiten 
Curve, vie Gentrifugalttaft F und das Gewicht mg, im Gleichgewicht fine, 
oder: die Nefultante A aus F und mg muß in Richtung der in D für die 
fefte Curve conftruirten Normale liegen. 

Bezeichnen wir die gerade ftattfindende Winkelgeſchwindigkeit mit o und 


die Länge ED ver Normale mit 2, fo befteht die Beziehung @® — a 








88 Zweiter Abſchnitt. 
Für die verfhiedenen Punkte der Curve ändert fih Z und @ zu gleiher Zeit, 
fo daß den verfhiedenen Gleichgewichtslagen des Punktes auf der Curve auch 
verſchiedene Winkelgefhtwinvigkeiten entſprechen muſſen. Es giebt jedoch eine 
Curve, die Parabel, für welche das Pro⸗ 
Big. 57. duct 2 cos @ conftant ift und bie des⸗ 
halb die Eigenſchaft hat, daß der Punkt 
bei derfelben beftimmten Wintels 
geſchwindigleit, an jeder beliebigen Stelle 
der Cure, unter der Einwirtung von 
W, F und mg im Gleichgewicht ift, 
alfo feinen Ort behauptet. 

Iſt die vorgelegte Cume ABC 
eine Parabel, fo ift EG gleih Lcos «, 
daß hier,einen conftanten Werth haben foll. 

Es fei MN die Direchir und S 
der Brennpunkt der Parabel. 

Man fälle von D die Normale 
DL auf MN, ziehe in D vie Tangente 
zur Parabel und fälle auf diefe von S aus die Normale SH, welhe den— 
felben Punkt Z ver Directrix trifft. 

Das Viered DESL ift ein Parallelogramm, daher Dreied 

DGEDLES. 

Aus der Congruenz folgt: 


GE=Ima=KS—=#, 


unter p den Parameter der Parabel verftanden. 
Für die Drehung einer Parabel um vie ZZ’: Ahje haben wir hiernad 


ar I _— 22; aus welcher Gleihung ſich bei Feftfegung der Winkel: 
> 8 








Loose 
geihwindigteit der Parameter p ver Parabel berechnen und demnach diejelbe 
conftruiren läßt. Gefegt, die Parabel mache in einer Minute u Umdrehungen, fo ift 


= (0,147 W? = 2 sn und 
p= un. Für u = 40 ift demnach p = 1,12”. 


67. Eine gerade Röhre, melde eine frei bewegliche Kugel vom Gewichte 
mg enthält, liege in einer horizontalen Ebene und werde in dieſer um einen 
Buntt O gleihförmig mit der Wintelgefhwindigteit c@ gedreht. Es ift die 
Bewegung der Kugel in ver Röhre und ihr Drud gegen bie Röhre zu beftimmen. 

Für eine beliebige Lage A der Kugel (Fig. 58) fi 0OA=n (A=x, 
Winkel OAC—gY und die längs der Röhre ftattfindende Geſchwindigkeit v. 
Die durd) die Drehung ver Kugel ertheilte, in dem Moment vorhandene 
Gentrifugaltraft € ift mr @?, melde wir längs der Röhre und normal 
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dazu in die beiden Componenten mr a® cos p und mra?sing jet: 

legen. Die erftere bewirkt die Aenderung in ber Geſchwindigleit, ihre Arbeits 

größe muß alfo der der Kugel innewohnens 

Fig. 58. den lebendigen Kraft gleich fein. Nehmen 

wir an, bie Geſchwindigleit der Kugel fei 

in C gleih Null geweſen, fo ift demnach, 

den Heinften denlbaren Theil von z mit 
A bezeichnend, für den Weg CA 


L= Emratoosg.As=$met 
7 
ober cosp -- gefegt: 


ma? 22.A2= mot. 
o 








2 
Hierbei beveutet &x. A z die Summe 
o 


von unendlich vielen Rechteden, deren eine Seite Az, deren andere Seiten all⸗ 
mälig von O bis z wachſen, aljo die Längen 0. Az, 1.A z, 2-A2, 3. A 2... 
haben. Für die Summe dieſer Rechtede iſt demnach das Maß von dem Inhalte 
eines rechtwinkeligen Dreieds zu fegen, befien Katheten beide gleih = find. Es 


ift hiernach Er. Az= 1 22 und die Beiegungägleihung heißt daher: 
° . 


mo? 2?= mv. 

Für einen zweiten Punkt B in der Röhre ift in gleicher Weile, die Ent: 
fernung- CB mit ao und die entſprechende Geſchwindigleit mit vo bezeichnend, 

4m 0? 00° = mo. 

Hieraus ergiebt fih für den Weg der Kugel zwiihen B und A als 
Vewegungsgleichung: 

4m 0? (2? — 20?) = $ m (0? — voꝰ) und 
o=Vertara-an. 

Verfolgen wir die Bewegung der Kugel von A aus weiter, fo legt bie: 
felbe im nädjften Zeitmoment r, in Richtung ver Röhre, ven Weg vr zurüd 
und zugleich beſchreibt fie einen unendlich Heinen Kreibogen, deſſen Radius 
or und deſſen Mittelpunktswinkel or fein wird. Die Länge dieſes Kreis: 
bogens ift daher ormr und zwar Tann dieſer Weg in beſchleunigter Be- 
wegung zurüdgelegt gedacht, alſo allgemein dur 25T? ausgedrudt werben. 
Behufs Zurüdlegung dieſes Weges müſſen wir aljo eine Ablenkungskraft C, 
normal zur Geſchwindigleit o in Richtung der Bewegung annehmen und 


deren Beichleunigung 5 gleich a ſehen. Es ift demnach: 
1. 
vror=} m un 


&=2mvo. 


% 3 weiter Abſchnitt. 

Die Reaction diefer Ablenlungskraft liefert den Drud ver Kugel gegen 
die Röhre, der noch durch die Rormalcomponente m r @? sin ꝙ der Centrifugal: 
kraft C vermehrt wird. Es ift demnach diefer Drud D für ven Punlt A 

D=nra’sapg+2mve. 


Segen wir noch OC= e, ſo iteing = und es ergiebt fih 


D=mo(eo-+2r) 
D=majeo+2Yo?+a?(@"— a 
Fallt der Drehpunft O mit dem Endpunkt C der Röhre zujammen, jo ift 
e=0, z und x, gleih r und ro zu fegen und wir haben dann: 
= Vor + ar (dr) 
D=2moYvu?+o?(t— ro). _ 
68. Cine ebene Scheibe (Fig. 59) dreht fih in horizontaler Lage um 
den Punkt C gleihförmig mit der Winkelgeſchwindigleit ©. Auf diefer Scheibe 
J iſt in der Ebene derſelben eine enge gebogene 
ig. 59. Röhre befeftigt, in welchet ſich eine Heine Kugel 
vom Gewichte mg frei bewegen Tann. Es iſt 
die Bewegung der Kugel in der Röhre und ihr 
Drud gegen die Röhre zu beftimmen. 
it die Geſchwindigkeit der Kugel im Punkte 
4, in der Entfernung r, von dem Drehpunkte C, 
gleih c,, in dem beliebigen Puntte M, in ver 
Entfernung r von C, glei c, jo ift die von der 
Kugel während der Bewegung von A bis M auf: 
genommene lebendige Kraft m (c? — c,?) und 
die Arbeitgröße der Tangentialoomponente der 


Eentrifugalfraft C in derſelben Zeit gleich Im ro? cosp6, unter 6 den 


Weg in Richtung diefer Zangentialcomponente und unter p den Winfel zwi: 
fhen c und r verftanden. Es ift aber 6 cos ꝙ gleih dem Heinften denk⸗ 
r 
baren Theile von r gleih Ar und deshalb dieſe Arbeitgröße glei) m a? Er. Ar, 
n 
woraus ſich wie in der vorigen Aufgabe 4m coꝰ (72? — r]?) ergiebt. Als 
erfte Gleihung haben wir demnach 
4m (cꝰ — 4?) = $mo?(r? — r,?) over 
Vater”. 
Bezeichnen wir den Krummungsradius der Röhre im Punkte M mit E, 
fo ift die Ablenkungskraft an diefer Stelle 





a 
ir , durch welche alſo die Kugel 


in die benachbarte Tangente übergeführt wird. Diefe ift Refultante aus dem Drud 
D ver Röhre gegen die Kugel, der in voriger Aufgabe beftimmten Ablentungs- 
traft €, und der entgegengefepten Normalcomponente der Centrifugalfraft C. 





Mebungen. 91 
mE 
2 
D=nlotrotmp- 200), 
worin für o, der oben gefundene Werth zu fubftituiren ift. 
Soll D jeverzeit gegen die concave Seite der engen Röhre gerichtet fein, 
fo muß D' pofitio bleiben und wir haben hierfür in den Punkten M und A 
Vie Bedingungen 
Etrating >2cound 


2 
trat — 


Die abſolute Geihtoindigkeit @,, mit welcher die Kugel bei A in bie 
Röhre einzuführen ift, ftimmt ver Größe und Richtung nad mit der Refultante 
aus co, und o, —=r,@ überein. Ebenſo verläßt die Kugel die Scheibe im 
Punkte B mit der abfoluten Gefhwindigfeit @,, welche der Größe und Rich: 
tung nad) glei der Nefultante aus den beiden Geſchwindigleiten c, und 
y=r.0ift. 


Dritter Abſchnitt. 
Mechanik feiter Körper. 


J Erſtes Capitel. 
Bon der Vereinigung nnd Zerlegung der Kräfte. 


32 Ein Körper befteht aus der Verbindung einer unendlich großen Anzahl 
von materiellen Punkten, die mit abftoßenden und anziehenden Kräften be 
haftet find, deren gegenfeitige Größe die verfchievenen Aggregatszuſtände der 
Körper bevingt. Iſt diefe Verbindung abjolut unveränderlid, behalten 
die einzelnen Punkte, felbft unter der Einwirkung von Kräften, ihre gegen: 
jeitige Lage, fo haben wir es mit einem feften Syftem materieller Punkte, 
mit einem feiten Körper zu thun. In einem berartigen Körper wird bier- 
nad jeder einzelne Punkt, ſobald Kräfte von Außen darauf wirken, die Ber: 
ſchiebung nah allen Richtungen zu hindern ſuchen, es werden alfo im Innern 
de3 Körper daburd neue Kräfte hervorgerufen, welche innere Kräfte, 
Gegenträfte, Widerſtände, Reactionen heißen. 

Wirkt auf den Punkt A (Fig. 60) die Kraft P und wird die Lage des 
Punlktes A dadurch nicht verändert, jo muß P durd eine ihr gleihe, aber 
gig. 60 entgegengefegt wirkende innere 

©. Kraft Q, aufgehoben werden. 


Geht diefer Widerftand von dem 
x X in der Kraftrichtung gelegenen 
Punkte A, aus, fo erfährt A, 


elbſt, nad dem Princip der gleihen Wirkung und Gegenwirkung, von A 
aus eine gleiche Einwirkung Q, welde mit Q, nach entgegengefegter Richtung 
wirt. Soll aber diefe letztere Einwirtung auf die Lage de3 Punktes A, nicht 
veränbernd einwirken, fo ift in A, eine Kraft P, in Richtung von AA, ans 
zubringen, welche gleich Q, d. i. P ift und dieſer gerade entgegengejept wirft. 
Die beiven an den Punkten A und A, in der Richtungslinie entgegengefegt 
wirkſamen, gleid großen Kräfte P und P, rufen alfo die inneren Kräfte Q 
und Q hervor, welde ihrerſeits die gegenfeitige Lage der Punkte A und A, 
erhalten, dabei einander aufheben und zugleih das Gleichgewicht zwiſchen den 
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Kräften P und P, vermitteln. So lange die Verbindung zwiſchen A und A, 
eine fefte ift, kann man alfo auch annehmen, daß ſich die beiden Kräfte P 
und P, unmittelbar das Gleichgewicht halten. Die gegenfeitige Lage ver 
Bunfte A und A, wird aber durd eine gerade volllommen ftarre Ber: 
bindungslinie erhalten, welde aljo weder einer Ausdehnung, nod einer Bu: 
jammenvrüdbarteit fähig ift, dagegen eine gemeinſchaftliche Drtöneränderung 
der Punkte zuläßt. In dem volllommen feften Körper haben wir aljo alle 
materiellen Punkte durch derartige ftarre gerade Linien verbunden zu denten, 
in deren Richtung die auftretenden und ſich gegenfeitig aufhebenden Wiber: 
fände wirtjam find. Denkt man dagegen nur je zwei Nadbarpunfte eines 
Körper durch eine derartige ftarre Linie verbunden, fo kann der Körper eine 
gewiſſe Biegfamteit beibehalten, und wir haben es dann mit einem volllommen 
biegfamen Faden von unveränderter Länge zu thun. 

Aus der obigen Unterfuhung folgt unmittelbar: 

1) Zwei gleidy große Kräfte halten ſich das Gleichgewicht,‘ wenn fie an 
den Enden einer ftarren geraden Linie in deren Richtung nad) entgegen: 
gefegter Seite wirkſam find. 

2) Der Angriffspuntt einer Kraft kann, ehne daß fi deren Wirkung 
ändert, in jedem beliebigen Punkt ihrer Richtung angenommen werben. 

Zur Erläuterung der legten Folgerung fei P die in dem Punkte A des 
Körper3 M (Fig. 61) in Richtung von CA wirkjame Kraft. Durd den be 
liebigen Punkt Bin diefer Linie lege man zwei glei große in Richtung von 
CA aber nad) entgegengejegter Seite wirkſame Kräfte P, und P,, die ih 
alſo aufheben und ben urſprunglichen Zuftand des Körpers nicht ändern. Der 
Körper ift al3 feit vorausgefegt, die Verbindungslinie 3 A daher aud voll: 
tommen ftarr. Sept man A—=P,=P, fo tann man nah 1) P und P, 
ala fih aufhebende Kräfte anfehen, und es bleibt dann P, in B mirtiam 
übrig, d. h. der Angriffspuntt der Kraft P ift von A nah B in der 
Richtung CA verlegt. 

Big. 61. 
r 





An zwei feft miteinander verbundenen Punkten A und B (Fig. 62) find 33 
die parallelen Kräfte P, und P, nad derſelben ‚Richtung wirkiam. Es ift 
die Größe und Richtung der Refultante zu beftimmen, 


9 Dritter Abſchnitt. Erſtes Eapitel. 

Man bringe in A und B in Richtung der Verbindungslinie 4 B zivei 
gleih große Kräfte Q an, die mad) entgegengejegter Seite wirken, den ur: 
ſprunglichen Zuftand alfo nicht ändern, erfege P, und Q vurd ihre Reſul⸗ 
tante R,, P, und Q durd die Mitteltraft R, und verlege die Angriffs: 
punlte diejer beiden Kräfte in den Durchſchnittspunlt C ihrer beiden Rich: 
tungen. erlegen wir jegt die beiden in C wirkſamen Kräfte Z, und R, 
nad Richtung ihrer urfprünglihen Componenten, fo entitehen wieder die beiden 
ſich aufhebenven Kräfte Q und zwei Kräfte nad Richtung der gegebenen 
Kräfte, welche dieſen gleih find und in ihrer Summe die Rejultante R der 
beiden gegebenen Kräfte liefern: 

R=P+B.... nn. (69) 

Bezeihnen wir noch den Durdfänitepunft v von R und AB mit D, fo 
folgt aus der Aehnlichkeit der Dreiede: 


AB_CD PB_CD 
aıD und Qa”Ds und daraus 
pP _DB 


BeaD rer (68) 


wodurch die Lage des Punktes D, den man als Angrifjspunft der Rejulti- 
renden R anfehen Tann, beftimmt ift. 

Aus (68) folgt: 

A+BR_DB+D4 „At _DB+DA 
PB, DB F DA 
Segt man hierin PA +P,= Rund DB+DA= AB, fo hat man 
R:P:P=AB:DB:DA...... . (69) 
63 ſei O ein beliebiger Punkt auf der Linie AB, fo folgt ferner aus 
(68), wenn wir DA und DB durch OA, OB und OD ausbrüden: 
A- OB-OD 
 0D—04 
PB .OD-P .04= = P.0B—P,.0D 
0D.(A+P)=P.OB+P,.04A 
B.OD=P.0A+P,.0B. 

Fallt man noch von O auf die Kraftrihtungen Normalen, nennt die 
normalen Abſtände der drei Kräfte R, P,, F, von O: r, pi, Paz und den 
Winkel, den dieſe Normale mit A B bilvet, &, fo ift, da 

OD.csea=r; OA.cos«a = p,; OB.cos« — pa, auch 

Rr=P.pt+PPm :::::.. (0 

Gleihgewiht findet in diefem Falle niemals ftatt. Wil man bafjelbe 
berftellen, fo ift in D eine Kraft gleih R, mit der gefundenen Refultante 
nad entgegengefegter Richtung wirkſam, anzubringen. 

Umgetehrt laßt ſich jede Kraft R in zwei nad verfelben Richtung wirkende 











ober 


Zwei parallele Kräfte. 3% 


parallele Eomponenten P, und Py zerlegen, und zwar muß man außer Z nod 
wei von den vier Größen P,, Pa, AD, BD geben. 
J Wirken die beiden parallelen Kräfte 
Big. 69. P, und P, (Fig. 63) nad entgegens 
gefeter Richtung, fo zerlege man die grör 
Bere derjelben, bier P,, in zwei parallele 
Componenten, von denen die eine glei 
der Heineren Kraft P. in dem Angriffs 
punkt B verfelben angebracht wird. Diefe 
vernichtet demnad die gegebene Kraft Pr 
und es bleibt als Refultante PA — Ps, 
in D wirfam, — 
R=P—B... er. . (678) 
Zur Beitimmung von D haben wir nad (68): 
AB 





oder 


(688) 





und hieraus mie oben 
R:P:P=AB:DB:DA .. . . (69) 

Faͤllt man wieder von einem beliebigen Punkt O der Linie AB Nor: 
malen auf die Kraftrichtungen und benugt die obigen Bezeichnungen, fo 
erhält man R.OD=P,.0A—P,.OB over 

Rer=P.m—P-Pa =: . . (700) 

Die Gefege für zwei parallele Kräfte, in den Formeln (67) und (70) ent⸗ 
halten, ſprechen ih wie folgt aus, wenn man die Producte R.r, Pi -Pı> 
P,.p, die Momente ver Kräfte in Bezug auf den beliebigen Punkt 
O nennt: 

1) Die Refultante von zwei parallelen Kräften ift gleich der algebraifhen 
Summe derfelben. 

2) Das Moment ner Mitteltraft ift gleich der algebraifhen Summe ver 
Momente der Eomponenten. 

Umgelehrt läßt ſich jede Kraft 2 auf vielfältige Weiſe in zwei nad) ent⸗ 
gegengefegter Richtung wirkſame parallele Kräfte zerlegen, wobei wieder außer 
R noch zwei von den vier Größen P), Pa, AD, BD beliebig angenommen 
werden Tönnen. 

Gleihgewiht kann zwiſchen den Kräften P, und P, niemals ftattfinden, 
vielmehr wird man zur Herſtellung deflelben wieder in D eine Kraft R 
=P,—P,, parallel und entgegengefegt der Rejultante anbringen muſſen. 
Eine befondere Erörterung erfordert jeboh noch der Fall, wenn Pi = Py, 
alſo R= 0 wird. Aus Gleichung (69a) folgt allgemein: 


F 
DB=AB7:- 
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Läßt man hierbei A B und P, unverändert, dagegen P, immer größer 
und größer werben, jo wird R Heiner und Heiner, D B nimmt an Größe 
immerfort zu und wird endlih fir Z,—=P,, d. h. für R=0 unendlich 
groß, d. b.: Zwei gleich große, parallel aber nach entgegengefegter Richtung 
wirfjame Kräfte haben zur Nefultante die im Unendlichen angreifende Krajt 
Null, fie haben alſo feine Nefultante, lafien fih aljo niemals durd eine 
Kraft erjegen. 

34 Zwei gleih große parallele Kräfte, die nad entgegengefegter Richtung 
wirtſam und feit miteinander verbunden find, heißen ein Rräftepaar ober 
ſchlechtweg Paar. Dafjelbe ift nebft den Kräften als einfahes Element 
in die Mechanik eingeführt. Die normale Entfernung der beiden Kräfte heißt 
der Arm oder die Breite ded Paares, jede der Kräfte Seitenfraft oder 
einfah Kraft des.Paares. Während die einzelnen Kräfte fih als Urſache 
ver Beihleunigung von Punkten ergeben haben, hat das Kräftepaar das Be: 
ftreben, die Ebene, im ber ſich bafjelbe befindet, zu drehen. In welcher 
Weiſe die Drehung erfolgen wird, ift vorläufig ganz unbeftimmt, da ſich nicht 
überfehen läßt, welcher Punkt der Ebene feft ift und dadurch dem Kräftepaar 
als Drehpunkt dienen kann. ft über den Drehpunkt keine beftimmte An- 
nahme gemadt, fo wird das NKräftepaar feine Wirkung äußern, darf aber 
deshalb doch nicht als nicht vorhanden angefehen werden. Hat das 
Kräftepaar das Beftreben, die Ebene in der Weife zu drehen, wie ſich der 
Zeiger einer Uhr bewegt, jo nennt man dafjelbe rechtsdrehend (Fig. 64), 
bei. dem entgegengefegten Beftreben heißt das Paar linksdrehend (Fig. 65). 
Zwei Kräftepaare find gleih, wenn fie gleihen Arm und gleiche Kraft haben. 


Fig. 64. Big. 65. 








H 
ja 
— — ‚P 





1) Zwei gleih große Kräftepaare, die entgegengefegtes Drehungs: 
beftreben haben und in einer Ebene liegen, halten fi daß Gleichgewicht. 
Die beiden NKräftepaare können eine breifahe Lage zu einander haben. 
a) Die Kraftrihtungen der Paare mögen ineinander fallen (Fig. 66). 
In dieſem Falle wirten in ven Linien zwei glei große Kräfte nad) ent: 
gegengefegter Richtung. Die Wirkung verjelben ift Null, daher aud die Wir: 
fung der gegebenen Paare, 
b b) Die Kräftepaare mögen fi fchneiden 


ig. 66. 

r 88 (Sig. 67). 
— — — Die Paare haben dieſelbe Breite, bie 
Durchſchnittsfigur iſt deshalb ein Rhombus. Für 
P H P vie beiden Kräfte in A mirkfam gedacht, be 


“mi Stimme man die Refultante R. Diefe liegt der 
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Richtung nach in der Diagonale des Rhombus. Für die Kräfte in B ber 
fimme man ebenfalls die Rejultante, die auch gleich R wird, aber der erften 
Nitteltraft entgegengefegt wirken muß. Diefe beiden Mittelträfte heben fi 

| af, weshalb aud die Wirkung der gegebenen Paare Null fein muß. 


Big. 61. Big. 68. 





c) Die Paare A und B mögen parallel liegen (Fig. 68). 

Man bilde fi zwei Paare A’ und B’, welde den gegebenen gleich 
find, entgegengefeßtes Drehungsbeſtreben haben und ſich ſchneiden. Diefelben 
find nah b) unter fih im Gleichgewichte und werben, zu ben gegebenen 
Paaren in eine biefelben ſchneidende Lage gebradt, den urfprünglihen Bü- 
fand nicht ändern. Nah der legten Erörterung it A und B' im Gleich: 
gewihte, ebenſo B und A’, daher müffen auch A und B einander aufheben, 
da 4’ und 2’ für ſich im Gleichgewichte find. 

Aus dieſem Geſetze folgt, daß die Lage zweier Baare in einer Ebene die 
Birkung derfelben nicht ‚ändert. Es iſt hiernach geftattet, ein Paar in einer 
Ebene beliebig zu verjhieben, und jeder Punkt derfelben kann als Angriffs- 
punkt des Paares dienen. 

Der Arm eines Paares joll in der Folge jebergeit durch einen Buch⸗ 
ftaben des Heinen lateiniſchen Aphabets, die dazu gehörige Kraft dagegen 
| durch venfelben Buchftaben des großen lateiniſchen Alphabets bezeichnet werben. 
das Product Pp aus der Kraft P und dem Arme p eines Paared nennt 
man dad Moment des Paares und verfieht daſſelbe bei rechtsdrehenden 
Pearen mit einem pofitiven, bei linksdrehenden alſo mit einem negativen 
Zeichen. 

2) Zwei Paare in derſelben Ebene wirkſam, mit entgegengeſetztem Drehungs⸗ 
beftreben und gleichen Momenten, halten ſich das Gleichgewicht. Die Mo: 
mente der beiden Paare feien Pp und Qg. Nach der Vorausfegung iſt 

Pp= Qg wer P:Q = g:p. 

Man verjhiebe das Paar Qg (Fig. 69 a. f. ©.) fo, daß es das andere 
techtwinkelig ſchneidet, bilde in A und B die Refultanten, Diefe find. gleich, 
liegen der Richtung nad in der Diagonale. des aus den Armen gebilveten 
Rechteds, weil p und g den Kräften Punb Q proportional fm, und wirten 

Bernide, Meanit, I. Zweite Aufl, 
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entgegengefegt. Die beiden Refultanten heben ſich alio auf und deshalb 
halten fih aud vie gegebenen Paare das Gleihgewicht. 
Diejem Gejeg zufolge kann man bei einem 
Fig. 69. Paare Kraft und Arm beliebig verändern, wenn nur 
der Werth des Momentes unverändert bleibt, woraus 
folgt, daß das Moment als das Maß der Kräfte: 
paare anzuſehen iſt. 

Beliebig viele Kraͤftepaate laſſen ſich durch das 
zuletzt angegebene Hülfsmittel ebenfalls vereinigen. 
Man bringe fümmtlihe Paare auf dieſelbe Breite, 
vereinige durch Verſchieben die rechtsdrehenden Paare, 
ebenjo die linksdrehenden. Es entitehen dadurch 
zwei Paare von gleicher Breite mit entgegengejeptem 
Drehungsbeftreben, die fih wieder duch richtiges Aneinanderihieben zu einem 
Kräftepaare von derfelben Breite vereinigen lafjen. Das Refultat wird ent: 
meer ein rechtsdrehendes, oder ein linksdrehendes Paar fein, oder es mird 
Gleichgewicht ftattfinden. 

Auch durch Rechnung läßt ih zu demjelben Rejultate gelangen. Das 
reſultirende Paar Qg erhält man in ver algebraiihen Summe der Momente 
der gegebenen Kräftepaare. Bezeihnen wir die Kräfte der Paare durch 
P, P2..-, ihte Breiten durch P,, P2-.., jo ült: 


Q=ERBMm: :::-:::.2...M 
deſſen Werth pofitiv, negativ oder Null jein kann. 


In den beiden feft miteinander verbundenen parallelen Ebenen Z und F 
(Sig. 70) liegen die Kräftepaare P, p, und Pa pa. Haben viejelben ent: 
. gegengejegtes Drehungsbeftreben, aber gleihe 

Sig. 70. Momente, jo halten fie fih das Gleich⸗ 

gewicht. Man bringe die Paare auf die 
Breite p, fo werden die Kräfte wegen der 
vorausgejegten Gleichheit der Momente eben: 
falls gleih P. Die beiven Paare verſchiebe 
man nun in ben beiden Ebenen vergeitalt, 
daß die einzelnen Kräfte P fi in. paral 
lelen Ebenen befinden, und jdneide bie 
Ebenen E und F rechtwinkelig durd zwei 
neue Ebenen @ und ZH. €3 wirken dann 
zwei Kräfte P normal zur Linie A B, deren 
Reſultante aljo gleich 2 P it; andererſeits wirken die beiven anderen Kräfte P 
normal zur Linie CD und liefern ebenfalls 2 P ala Mitteltraft. Beide Re— 
fultanten wirken nad entgegengejegter Rihtung in der durh M und N mit 
den Kräften parallel gehenden Linie, beben fi aljo auf, weshalb aud bie 
urſprunglich gegebenen Aräftepaare im Gleihgewichte jein müflen, da die beiden 
Kräfte 2 P anftatt der Kräftepaare gejept werden dürfen. Da nad dieſem 
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Gefege die Entfernung der beiden feft verbundenen Ebenen E und F auf die 
Birfung der darin liegenden Kräftepaare leinen Einfluß bat, fo folgt daraus, 
dab man jedes Kräftepaar mit feiner Ebene parallel verjhieben darf, und 
daher verſchiedene Kräftepaare, die in feſt miteinander verbundenen parallelen 
Ebenen liegen, in derſelben Weije zu einem refulticenden Aräftepaar ver⸗ 
einigen Tann, als ob die Kräftepaare in berjelben Ebene vorhanden geweſen 
waͤren. Es lafien fih aljo beliebig viele Kräftepaare, die in berfelben Ebene 
oder in damit feft verbundenen parallelen Ebenen liegen, jederzeit‘ zu einem 
reſultirenden NKräftepaar vereinigen, deſſen Moment gleih der algebraifchen 
Summe der Momente der gegebenen Kräftepaare ift. Umgelehrt läßt ſich 
alio auch jedes beliebige Kräftepaar in eine beliebige Anzahl von Kräftepaaren 
zerlegen, die mit den gegebenen in berjelben Ebene over in, mit derjelben feft 
verbundenen parallelen Ebenen liegen. 

Errihtet man auf ber Ebene eines Paares, nah ver Seite des Rau: 
me, von weldher aus das Paar als ein rechtsdrehendes ericheint, eine Nor 
male, verfieht diefe nach der angegebenen Seite hin mit einer Pfeilipige und 
trägt auf derfelben eine Strede ab, deren Maß mit dem Maß bes Kräftes 
paares übereinftimmt, fo nennt man dieſe Normale die Achſe des Paares und 
da begrenzte Stüd derjelben das Achſenmoment. Führt man anftatt der 
Momente der Kräftepaare dieſe Achjenmomente in die Rechnung, fo erhält 
man für vie biß jetzt behandelten Fälle in der algebraiihen Summe ver 
Adfenmomente das Achjenmoment des tejultirenden Kräftepaares, d. h. es 
laſſen fi) die Achienmomente für Paare, in verfelben oder in parallelen Ebenen 
gelegen, gerade jo vereinigen, wie wir Aräfte, die an demſelben Bunte, theils 
nad} derjelben, theils nach der gerade entgegengefepten Richtung wirkten, ver⸗ 
einigt Haben. 

Es feien in zwei, feft miteinander verbundenen, fi ſchneidenden Ebenen 
EE, und FR, (Fig. 71) zwei Kräftepaare Vo und Wi gegeben, 

J deren reſultitende Wirkung beſtimmt wer⸗ 

Fig. 71. den jol. Man bringe beide Paare auf 
5 dieſelbe Breite r, die ſich dabei ergebenden 
Kräfte mögen gleih P, und Py werben. 
Es iſt hiernach alſo 

Yr=Prm Wu=PBr. 

Man verjhiebe nun die Paare fo in 
den Ebenen, daß die Arme beider Paare 
in die Durchſchnittslinie AB fallen, die 
Kraftrihtungen treffen dann je zwei ben- 
felben Punkt der Durchſchnittslinie und 
ftehen auf derfelben normal. Dan erfege 
die Kräfte P, und ?, in A und B dur 
ihre Refultanten R, welche nad paralleler aber enigegengefegter Richtung 
wirten und in einer Ebene liegen, welche mit der gegebenen Ebene vie 
Durchſchnitislinie gemein hat. Die beiden Kräfte R, welde die gegebenen 

7* 
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Kraftepaare erſetzen, bilden demnach ein Kräftepaar, dag 4 B ebenfalls 
zur Breite hat. Das Moment des reſultirenden Kräftepaares iſt alſo Ar. 
Es fei 5 ver Neigungswinlkel der beiden gegebenen Ebenen, jo ergiebt ſich 
n. 3. 36: 





R=YP®-+-P®+2P, P, 008 ö 
und nachdem wir beide Seiten der Gleichung mit r multiplicirt 

Rr = V(P N®+(Pan?+2Pır.Parcosd over 

Rr=V(Vo%+(Ww?+2V0.Wwcosd . . (7) 
d. h. aber, daS refultivende Moment Ar wird aus den Momenten Vv 
und Wo ver gegebenen Kräftepaare gerade fo beftimmt, wie wir früher bie 
Refultante für zwei, einen Punkt unter einem Winkel angreifende Kräfte ge- 
funden haben. Wir können das Leptere vollftändig zur Webereinftimmung 
bringen, wenn wir in bemjelben Punkte ver Durchſchnittslinie der gegebenen 
Ebenen die Achjenmomente conftruiren, welche ſich befanntlih unter dem 
Neigungswintel ver Ebenen ſchneiden, und dieſe wie Kräfte an einem Punkt 
zu dem refultivenden Achſenmoment Zr vereinigen. Bildet da3 Legtere mit 
dem Achfenmoment Vo den Wintel g und mit Ww ven Winkel 6, fo 
iſt n. 5.37: 

Rr: Vo: Vu — ino: ain o: ein d... 0.0. (73) 
woraus fi) die Lage des reſultirenden Achſenmomentes oder die reſultirende 
Paarebene beſtimmt. 

Gleichgewicht findet hierbei nicht ſtatt. Umgekehrt laßt fi jedes Kräfte: 
paar in zwei andere zerlegen, deren Ebenen ſich mit ver von Ar in ber: 
felben Linie jhneiden und die unter fih den Winkel Ö bilden. Zu dem Ende 
müffen außer Ar noch zwei ver Größen 6, 0, Vo, Ww gegeben: fein. 

Bilden die beiden Ebenen einen rehten Winkel, fo tedueiren ſich die 
obigen Formeln auf folgende 

Rr= Yo + (Wu 
12 Wut... 222.2. 004) 
eos der ru und cs 0 = Br 

Sollen beliebig viele Kräftepaare in ſeſt verbundenen Ebenen, - welhe 
fammtlih durch diefelbe Linie 4 B gehen, vereinigt werden, fo denke man in 
einem Punkte O dieſer Linie fämmtlihe Ahfenmomente conftruirt, dazu durch 
O ein rechtwinfeliges Coordinatenſyſtem, und beftimme die Lage der Achſen— 
momente duch: die Winkel « und ß, welche dieſe mit den Coordinatenachſen 
bilden, wobei die Winkel wieder in der früher angegebenen Weiſe zu meflen 
find. . Wir zerlegen die Achjenmomente der gegebenen Kräftepaare P, pi, 
PyPas Pa Ps, .. ., die mit den Achſen die Wintel a,, Pi; &2, Ba; &ss Ba--- 
bilden, nah Richtung der Achſen, ſo erhält man in Richtung der X-Achſe 
die Componenten: P, pı 608 &, P2 Pa 006 @,, Pz P5 608% ..., beren 
Summe mit LI bezeihnet werben foll.. In gleicher Weife ſei die Summe 
der Componenten in der Y-Achſe gleich ZP, pı cos Bı gleich Mm. 
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Hieraus ergiebt fih das Moment de rejultirenden Kräftepaares Qg ober 
das reſultirende Achſenmoment, wenn wir A und u die Wintel des Iepteren 
mit den Coordinatens Achfen nennen: 


sv | cs) 
QgeosaA— Liund Qgeosu= Mm) ' ' 
Zär den Gleihgewichtäzuftand ift 
Qq=0 ser 
LI] an ....... 66) 
Mm gleichzeitig = O 


morin ZI aljo das Drehungsbeftreben um die X-Achſe und Mm das um 
tie Y:Achfe bezeichnet. 

In verjelben Weiſe erhalten wir aus drei Kräftepaaren mit den Mor 
menten Uu, Vo, Ww, welde in brei Ebenen liegen, von denen jede zu 
den beiden anderen normal ift, das Moment des refulticenden Kräftepaares 

Rr=VO Hr WE HrW®.....m 
ta die drei Achjenmomente die Kanten eines Parallelepipevums bilden, deſſen 
Vingonale ver Richtung und Größe nah das refultirende Achſenmoment 
Rr liefert. Nennen wir die Winkel, welhe dieſe Diagonale mit den Kanten 
bildet, 9, 0, r, fo beftimmt fi die Lage derfelben und damit auch die Lage 
der rejultirenden Paarebene duch die Gleihungen: 

Rrcosg=Uu, Rreoso= Vo; Rrost= Ww. 

Umgekehrt läßt fih biernah aud jedes Kräftepaar vom Moment Ar 
in drei Kräftepaare zerlegen, deren Ebenen eine folhe Lage haben, daß jede 
terjelben auf den beiden anderen rechtwinkelig fteht. 

Sollen endlich beliebig viele in den verſchiedenſten Ebenen gelegene Kräfte: 
daare vereinigt werden, fo können wir die Ebenen mit fid parallel verihoben 
tenfen, bis fie jämmtlich durch denjelben Punkt O gehen. In O conitruire man 
die Achjenmomente, lege durch O ein dreiachſiges rechtwinkeliges Coordinatenſyſtem, 
jerlege jedes Achſenmoment nad) Richtnng der Coordinatenadhfen und vereinige 
te Componenten in den Achſen durch algebraifche Addition. Dabei fei 

Li= EP, p, c0sa; Mm= ZP, pı cos; Nn=ZP, pı cos yı; 
dann ift das Achjenmoment des rejultivenden Kräftepaares: 

Qa=vaey + Um Hann 2.2... (08) 

Die Lage vefjelben beftimmt fih durd die Winkel A, u, v mit ben drei 
Goordinatenachjen und wir erhalten analog den obigen Ausprüden: 

QgeosA=Li; Qgeosu—=Mm; Qgeosv—=Nn . . . (79) 

Baren die Kräftepaare unter fih im Gleichgewicht, fo ift: 

Qq=0 ner 

Li . 

Denn. (80 
Mm gleidgeitig = 0 (eo) 
Nn 
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Hierin bezeihnet LI das Drehungäbeftreben um die T-Achſe oder in 
der Y Z:Cbene, Mm vafjelbe für die F-Achſe oder in der X Z=Ebene 
und Nn bezieht fih auf die 2-Achſe oder auf die X Y’:Ebene. Aus dem 
Vorhergehenden ergiebt fi, daß beliebig viele Kräftepaare, in beliebiger Lage 
im Raum, ſich jevderzeit durch ein einziges Kräftepaar erſehen laſſen, ebenfo 
wie beliebig viele an einem Punkt nach beliebiger Richtung wirfame Kräfte 
eine Refultante haben. 

36 Es bleibt nod die Beziehung zwiſchen einer Kraft und einem Kräftes 
paare zu unterfuchen, ob und unter melden Umftänden, eine Bereinigung 
zwiſchen diefen heterogenen Elementen der Mechanik möglich ift. 

a) Das Paar vom Moment Qy liege mit der Kraft P (Fig. 72) in 
derfelben Ebene, oder die Kraftrichtung laufe mit der Paarebene parallel. 
Beide Fälle laſſen fih durd eine Unterfuhung abmachen, da man bei ver 

Iegten Vorausfegung die Paarebene jederzeit jo weit mit ſich 

parallel verſchieben darf, biß fie bie Kraftrichtung in fih auf: 

genommen hat. 

Das Paar vom Moment Qg veränbere man in ber 
Weiſe, daß es zur Kraft die gegebene Kraft P erhalte. Der 
dazu gehörige Arm x beitimmt fi dabei durch die Gleihung 
Qq=Px. Diefes veränderte Paar verjhiebe man in 
der Ebene dergeftalt, daß eine feiner Kräfte die im Punkt A 
angreifende gegebene Kraft P vernichte. Es bleibt dann in 
der Entfernung = im Puntte B eine Kraft übrig, melde 
glei und parallel der urfprünglihen Kraft P und aud nad) 

derſelben Richtung wie dieſe, wirkſam ift. 

In dieſem Falle iſt alſo eine Vereinigung des Kräftepaares Qg mit 
der Kraft P möglih, und es erſcheint als Reſultat viejelbe Kraft P bloß 
mit fi parallel um die Breite = de3 veränderten Paares verihoben. Hieraus 
ergiebt ſich umgelehrt, daß man eine Kraft P parallel ihrer Richtung von 
B nad A verſchieben darf, daß man aber dabei das ſich bildende Kräftepaar 
vom Momente Px mit in Rechnung zu bringen hat. 

b) Schneidet die Kraftrihtung die Paarebene, fo ift eine Vereinigung 
zwiſchen beiden Glementen unmöglih, da man bei dem Verſuche auf zwei 
Kräfte geführt wird, deren Richtungen windſchiefe Linien find. 

37 Nah Einführung des neuen Glementes, des Kräftepaares in die Mecha— 
nit, gehen mir zu der allgemeinften Aufgabe der Dereinigung der Kräfte 
über, die an beliebig vielen, feſt miteinander verbundenen Punkten nad den 
verſchiedenſten Richtungen wirkſam find. Der DVereinfahung. wegen machen 
mir noch die Vorausfegung, daß ſammtliche Kräfte vorläufig in einer Ebene 
gelegen find, und übertragen die hierbei erlangten Refultate dann ſchließlich auf 
Kräfte, die nicht derfelben Ebene angehören. 

In der Ebene der Kräfte nehmen wir ein rechtwinkeliges Coorbinaten- 
foftem, und denken die Angriffspuntte der n Kräfte duch ihre Coordinaten 
& Yır %2 Yo} Tg Ys... der Lage nach beftimmt. Die Kräfte fein der Größe 
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nah gleich P,, Pa, Ps... und ihre Richtung werde duch die Mintel bes 
fimmt, die diefe mit den Coordinatenachſen bilden. Diefe Winkel fein &, ßı, 
% Ba, &% Ba -.., auf die in $. 15 angegebene Weiſe gemefjen. Die in A, 
(dig. 73) angreifende Kraft P, verlege man parallel ihrer Richtung nad dem 
Coordinaten= Anfangapunft O, wobei das ſich bildende Aräftepaar P, p, in 
Rehnung zu bringen ift. Die beiden Kräfte des Paares erfegen wir durch 
ihre Componenten, in Richtung der Coorbinatenadfen, dann haben mir anftatt 
ter in A, wirkſamen Kraft P, dieſelbe Kraft P, in O nad derſelben Ric: 
tung wie die gegebene und mit ihr parallel wirlſam, ſowie zwei Kräftepaare 
mit den Momenten P, cosa, .y, und P, cosß, .x, (Fig. 74). Die beiden 


Fig. 73. Big. 74. 





legteren laſſen ſich durch algebraiihe Addition vereinigen, wobei auf ven 
Vrehungafinn der einzelnen Paare, ſowie auf das Zeichen ver von ber ge: 
gebenem Kraft herrührenden Componente und auf das ver zugehörigen Coor= 
dinate Rüdjiht zu nehmen ift. In dem angenommenen Falle ift dad Paar 
P, 008 & . Yı lintsdrehend, aljo negativ in Rechnung zu bringen, die nega— 
tive Componente P, cos«, verwandelt dies Zeichen jedoch wieder in ein 
vofitived; amdererfeitö ift P, cos ß, .z, ein rechtsdrehendes Paar, hat alfo 
ein pofitives Zeihen, das durch die negative Gomponente P, cosß, dagegen 
wieder negativ wird. Das aus beiden Kräftepaaren refultirende Kräftepaar 
bat hiernach die Form P, cos, .Yı — Pı cos, .zı, worin cos, und 
cos ß, mit ihren abfoluten Werthen in Rechnung zu bringen find. Statt 
der Araft P, in A, mirkiam, haben wir daburd die gleichgerichtete, in O 
wirfiame Kraft P, und das NKräftepaar Pi cosa, .yı— Pı cosß, .zı ers 
halten. Für eine zweite Kraft P, in A, wirkſam (Fig. 75 a. f. S.) werde 
diefelbe Verwandlung vorgenommen, fo entiteht die gleihgerichtete in O wirt: 
iame Kraft P, und ein Kräftepaar, das aus Pꝛ 008 @y.y5 und Pz cos ß,. æ⸗ 
beiteht. Das erſte derſelben ift linlsdrehend, das negative Zeichen wird aber 
durch die negative Coorbinate y, in ein pofitived verwandelt; Py cos By. x, 
iſt rechtsdrehend, die negative Coordinate verwandelt dagegen das pofitive 
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Beiden in ein negatives. Es ik daher für bieje Kraft das rejultiende Paar 

P2c08@2.492— Pacosß,.x,, worin 3, und z, als abfolute Werthe in 

Aehmung zu bringen find. Für eine dritte Kraft P, in A, wirtiam (Fig. 76) 
Big. 75. Big. 76. 


y] 





eoß, 





findet man bei derſelben Verwandlung die gleichgerichtete in O wirkſame Kraft 
P, und das Aräftepaar P, cos ,. y3 — Pz cos ß, . æ,, worin für cos a;, 
c08 ßz, æ,, Ya die abſoluten Werthe in Rechnung zu bringen find. In 
gleicher Weile verwanveln wir alle gegebenen n Kräfte in m gleichgerichtete, 
in O wirkſame und n Kräftepaare, von denen jedes ber Form nad mit ben 
entwidelten übereinftimmt, wenn man die Cofinus der Winkel, fowie bie 
Eoorbinaten ohne Zeichen in Rechnung bringt. Dieſe m Kräftepaare lafjen 
fih, da fie in derfelben Ebene liegen, durd algebraife Addition vereinigen, 
welche Summe wir, analog der früheren Bezeichnung, durch N x ausbrüden wollen. 
& iſt demnad: 
Nn=ZP, (osa, .yı — cosß, . 2). 

Die in O wirkfamen, mit den gegebenen gleihgerichteten n Kräfte laſſen ſich 
n. $. 24 durch eine Refultante R erfegen, deren Componenten X = ZP, cosa, 
und Y=ZPı cosß, find, und deren Richtung ſich durd die Winkel g und 6 
beftimmt, welche R mit den Adhfen bildet: 

RB=Y2?+7P 
Rcosg = X un Roso=Y. 


Da das refultivende Kräftepaar N n mit der vefultirenden Kraft 2 in 
berfelben Ebene liegt, fo ift eine Vereinigung beider n. 8. 36 4 möglid. 
Es entjteht die mit BR gleihgerichtete und ihr an Größe gleiche Kraft R nur 
um r, von O aus gerechnet, parallel verfhoben, wobei r durch die Gleihung 
Nn= Br beftimmt werden muß. Es findet fih dadurch die Richtung 
ver Refultante R des Syſtems ber gegebenen n Kräfte, und kann jever Punkt 
verfelben als Angriffspuntt angenommen werben. Es habe ein beliebiger 
Punkt der Refultante die Coorbinaten z und y, fo läßt fih für Ar analog 
der oben gezeigten Umwandlung 

Recosg.y— Reos6.z 
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jegen, und es liefert dieſer Ausorud gleih Na gejegt, da — und yau 
fammengehörige Coordinaten der Richtungslinie von R find, die Bleihung ber 
geraden Linie, in welder die Refultante des Syſtems von Kräften liegt: 
Rosg.y—Reso.<=Xy— Yı=Nn ..... (8) 
Für Nn können wir auch ftatt des oben entwidelten Summenausdruds 
die Summe ver urfprünglicen Kräftepaare ZP, p, einführen, und dann ent: 
hält die Gleihung: 
Br=Nn=ZP (cs —208ß)=ZPpm . . (82) 
Für jeden beliebigen Punkt O ift das Moment der Reful: 
tante glei der Summe der Momente der gegebenen Kräfte, 
Halten ſich die gegebenen n Kräfte dad Gleichgewicht, fo muß ſowohl das 
Beltreben nach fortfcreitender Bewegung als aud das Drehungäbeftreben ver- 
ihwinden. Die Gleichgewichtsbedingungen find daher, wenn wir noch ftatt R 
die Componenten X und Yin Rechnung bringen: 
Z=0 





......... .. (88) 

Nna=0 

Findet nur theilmeife Gleichgewicht ftatt, fo kommen auch nur die biefem 
Gleichgewicht entiprehenden Gleihungen zur Verwendung. 
Waren die fämmtlihen Kräfte parallel gerihtet, ſo iſt = =, 
sh=h=ß =... PB zu ſehen, die Kräfte find dann aber mit 
voftiven und negativen Feigen zu verfehen, je nachdem fie die eine ober bie 
gerade entgegengefegte Richtung haben. In den vorher entwidelten Formeln 
eriheinen umter diefen Annahmen cos a und cos ß ald gemeinſchaftliche Fac⸗ 
toren und wir erhalten dadurch: 

R=YX?+ PP = V(ZP,) (cosa® + c0sß?) 

R=EZPR .. 2.2.89) 
d.h. die Refultante varalieler Kräfte if gleih ber algebraiſchen 
Summe ber Kräfte: 

Rosg= X=cosa.ZP, 
Rcos0—= Y=c0sß. EP, alo 
csg=cosa und o80=c08ß. . . . . . . (85) 
d.h. die Reſultante paralleler Kräfte ift den gegebenen Kräften 
varallel: 
Nn=osaZP, y—caßZARn=ZPp 
Nn=Br=cosa.Ry—cosß.Raz, 
di eos a (EP, y —Ry) + 00sß (Rr— EP, 2) = 0. 
Soll dieſe Gleihung für jeden beliebigen Werth von « und ß erfüllt 
werden, fo muß man 
Rı=ZPB 
w Ry=ZPy 
fegen. 











(86) 
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Diefen beiden Gleihungen gemäß giebt e8 einen beftimmten unver: 
änderlihen Punkt z, y in dem Syſtem paralleler Kräfte, durch melden 
die Nefultante K derſelben jederzeit hindurchgeht, das Syſtem paralleler 
Kräfte mag zu dem Coorbinatenfyftem feine Lage in beliebiger Weile ändern. 
Diefen einzigen, von der Richtung der gegebenen parallelen Kräfte unab: 
bhängigen Angrifispunkt ihrer Rejultante nennt man den Mittelpunkt der 
parallelen Kräfte, weil bei einer Trehung des Syſtems paralleler Kräfte 
um ihre Angrifispuntte, unter Erhaltung des Parallelismus, die Mitteltraft R 
um biefen Punkt eine Drehung von derjelben Größe ausführt. 

Man nennt die Probucte aus der Kraft in die Entfernung ihres Angrifid: 
punfte3 von einer Linie das Moment der Kraft in Bezug auf dieje Linie, 
fovaß hiernach Rz, ZP, z, die Momente der Kräfte für die Y-Achfe und Ry, 
ZP, yı die Momente für die X-Achſe vorftellen. Die Formeln (86) ent: 
halten demnach das Gejeg: Für parallele Kräfte iſt das Moment der 
Mitteltraft, bezogen auf irgend eine Linie, gleih der alge— 
braifhen Summe der Momente der gegebenen Kräfte für die: 
ſelbe Linie. 

Aus (86) laſſen fid die Eoordinaten z, y des Mittelpunktes ver parallelen 
Kräfte berechnen, wobei wir noch für die Rejultante R ihren Werth EP, 
jegen wollen: 

_ZRAz 


ı= 


F 
— un = a) 
d.h. der Abftand des Mittelpunttes paralleler Kräfte von irgend 
einer Linie ift gleih der algebraifden Summe der Momente der 
gegebenen Kräfte für diefe Linie, dividirt durch die algebraifhe 
Summe diejer Kräfte. 

Geht eine Linie durh den Mittelpunkt paralleler Kräfte, fo muß für 
tiefe a=y—=0, alio 

ZBmn=EPnm=0......2:2... 08) 

fein und umgekehrt, eine Linie, für melde vie algebraifhe Summe 
der Momente paralleler Kräfte gleih Null wird, geht durd ven 
Mittelpuntt des Syſtems. 

Für ven Fal, daß die parallelen Kräfte. unter fih im volllommenen 
Gleichgewicht find, müjlen die beiven Gleichungen 

R=0 w Nn=0 

erfüllt werden. Die erfte derjelben, R= EP, = 0, liefert das Gejeg: die 
algebraifde Summe ver Kräfte muß zu Null werden; die zweite 
diefer Bedingungen, Nn = cosa EP, yı — cosß EP, 2, = 0, können wir 
durch geihidte Annahme de Coordinatenſyſtems vereinfahen. Zu dem Ende 
legen wir die Y:Adhfe den parallelen Kräften parallel, dann ift «= %0°, 
cos @ gleich Null, B— 0°, cosß = 1, daher revucirt ſich die obige Gleid: 
gewichtsbedingung auf 














Nn=2Pn=0, 
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d.h. die algebraifhe Summe der Momente paralleler Kräfte für 


eine mit den Kräften in derfelben Ebene gelegene und den» 
ſelben parallel laufende Linie, muß gleih Null jein. 

Die oben F. 83 für beliebig gerichtete Kräfte entwidelten drei @fleich: 
gewichtsbedingungen reduciren fich hiernach für parallele Kräfte auf zwei, nämlich: 

ZB=0wERn=0 .....2.22..(89) 

Iſt ZP, 2, allein gleih Null, während SP, einen beftimmten Werth 
annimmt, fo ift der beliebig gewählte Coorbinatenanfangspunft, in dem SP, 
witkſam, zugleich Mittelpunkt der parallelen Kräfte Sit aber ZP, gleih 
Rull, dagegen ZP, x, von Null verjhieven, fo hat das Syſtem feinen 
Nittelpunft. 

Hatten endlich fämmtlihe parallele Kräfte viefelbe Richtung, fo kann 
niemal® Gleichgewicht, aber auch Fein Drehungsbeftreben ftattfinden, e3 gelten 
dann alfo zur Beftimmung der Rejultante R die drei Gleichungen: 

ZP a. ZA R 
zB '’”" za 

Nehmen wir noh in dem legten Falle fämmtlihe n Kräfte von gleiher 
Größe = P an, fo wird: 


R=nP; x 








R=ZP;« 


wy= zu 5 





wobei der Mittelpunkt des Syſtemes zum Mittelpunkt der mittleren Abs 
fände wird. 

Es bleibt nod übrig, die in $.'37 burdgeführten Unterfuhungen für 
Kräfte in einer Ebene gelegen, auf Kräfte, melde eine ganz beliebige Lage 
haben, zu übertragen. Zu dem Ende mählen wir im NRaume ein beliebiges 
rtechtwinkeliges dreiachſiges Coordinatenſyſtem und beftimmen die n mit eins 
ander feftverbundenen Punkte, melde als Angriffspuntte der Kräfte P,, Paz, 

Big. 77. Py... dienen follen, dur ihre Coordi— 
naten 2 Yı 215 ZaYa 2, ZsYa2a.:- 
Die Richtung der Kräfte iſt wieder durch 
die Winkel &, Bı Yı> & Ba Ya, Es Ba Ya+-- 
mit den drei Coordinatenachſen bejtimmt. 

Es fei A (Fig. 77) der Angriffs: 
punlt von P, welche man parallel ihrer 
Richtung nah dem Coordinatenanfangs- 
punft O verlegt und deshalb das Kräfte 
paar P, 9, mit in Rechnung bringen muß. 
Die Kräfte des legteren werden nach Rich: 
tung der Coordinatenachſe zerlegt, wodurch 
ſich anftatt des NKräftepaares P, p, drei 
Kräftepaare mit den Momenten 


P, 0080, · Vnꝰ +22; Pı cos ß,.Vz1%+ 21%; P,c0sy,.Vz,2-+yı? 








38 
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" ergeben. Diefe, in den Diagonalebenen des aus den drei Eoorbinaten z, yı 2ı 

gebilveten Barallelepipevums gelegen, werden noch einmal jedes in zwei 

Kräftepaare zerlegt, die in den Coordinatenebenen jelbjt oder in damit pa= 

tallelen Ebenen wirtjam find. Zu dem Ende bringen wir (Fig. 78) in BC 
zwei Kräfte P,cose, an, die fi das 
Gleihgewiht balten, in CD legen wir 
zwei gleihe Aräfte P, cos B,, die entgegen: 
geiegt gerichtet find, und in BE werben 
‚zwei Kräfte P, cosy, unter berjelben Be: 
dingung angeortnet. Darauf fafle man 
diejenigen Kräfte als Paare zufammen, die 
in einer ver Coordinatenebenen over in einer 
damit parallelen Ebene liegen und ver- 
einige dieje mit Rüdjicht auf ihr Drehungs- 
beftreben durch algebraiſche Addition. Zu 
dem Ende betrachten wir diejenige Drehungs⸗ 
richtung als die pofitive, welhe won dem 
pofitiven Theile der X: Achfe über die poſi⸗ 
tive 7: Achfe und 2-Achſe zurüd nah der X:Adje führt. Für dieje An: 
nahme ergiebt fih das Drehungsbeftreben 
um bie X-Achſe oder in ver 7 Z=Ebene = P, cosyı -yı — Pı cos ßı-2ı 

»n Fu» » XZ „ =Poosa .2; —P cos yj. æi 
»n Zu» » XY: „ =P, cos, .zı —Pı 008 .Yı- 

Durch diefe Umwandlung haben wir anftatt der Kraft P,, in A wirkjam, 
eine ihr gleich und gleichgerichtete in O angreifende und drei in den Coorbinatens 
ebenen gelegene Aräftepaare erhalten. Verfährt man mit den übrigen Kräften 
in gleicher Weije, jo erhalten wir hiernach n Kräjte den gegebenen gleich und 
gleihgerihtet in O wirfam und in jeder der Goorbinatenebenen n Kräfte: 
paare. Die n Kräfte mit dem gemeinjhaftlihen Angrifjspuntt O laſſen fih 
zu einer Refultante R vereinigen, deren Größe und Richtung fih n. 3. 44 
und 45 beftimmt: 

R=VX?FY2 1 Z, Roosg= X; Rcoso= Y; Rost —=Z. 
Die n Kräftepaare, welche in jeder der Coordinatenebenen liegen, vereinigen 
ſich n. F. 71 zu einem Kräftepaar, das wir für die Y Z=Cbene mit ZI, für 
die X Z- Ebene mit Mm, für die X Y-Ebene mit Nn bezeihnen wollen: 

LI=EP, (yı c0sy, — 2, cos 8,) 
Mm= EP, (z c08sa, — 2,c087,) 
Nn=EP, (a cos ß; — yı 608 a). 
Das hieraus reſultirende Kräftepaar Qg ergiebt fih der Größe und 
Richtung n. F. 78 und 79: 
a0 = VER FUN FORTE 
Qgeosa=Li; Qgesu=Mm; Qgcsv=Nn. 
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ALS Enbrefultat‘ erhalten wir hiernach in jedem Falle vie Refultante K 
und daß tefulticende NKräftepaar Qg, deren Bereinigung davon abhängig iſt, 
ob die Kraftrihtung R der Paarebene parallel ift oder in berjelben Liegt. 
Stellt man ſich dabei unter Qg das refultirende Adfenmoment vor, fo muß 
diefe Paarachſe mit der Richtung von R einen rechten Winkel bilden, wenn 
die Vereinigung zu einer Gefammtrefultante R möglich fein ſoll. 

Nehmen wir den Fall der Vereinigung von Qg und R an, benfen 
aljo Qg auf die Kraft R gebraht und das neue Paar in der Weife ver: 
ihoben, daß die im Goorbinatenanfangspunfte wirkende Kraft R aufgehoben 
wird, fo bleibt die Gefammtrefultante R in einem Punkte, deſſen Coordi— 
naten 2, y, 2 fein mögen, übrig, welche der früheren Refultante parallel wirkt 
und auch mit diefer gleihe Richtung hat. Denkt man nun umgelehrt dieſe 
Gejammtrefultante R nad dem Coorbinatenanfangspuntt O parallel mit ſich 
verſchoben, alſo in die Kraft R in O wirkſam und das Nräftepaar Ar zer: 
legt, und erſetzt außerdem Ar durch drei in den Coorbinatenebenen gelegene 
Paare, jo müjjen diefe mit L 2, Mm, Nn vem Werthe und der Drehungs- 
tihtung nad) übereinftimmen. . Die Bedingung der Vereinigung hängt hiers 
nad von der gleichzeitigen Erfüllung folgender drei Gleichungen ab: 

Li= Rosr.y— Rcoss.z . 
Mm= Rcosg.2— Reost.z 
Nn= Reoso.x— Rcosg.y. 

Multiplieirt man die erfte der drei Gleichungen mit X— R 008g, die 
jweite mit 7 = Rcoss6, die britte mit-Z—= Rcosr und abbirt barauf 
die Gleihungen, fo erhält man: 

LI.X+Mm.Y+Nn.Z=0 ...... (00 
ala einzige Bedingung für die Vereinigung von Qg und R. 

In Nr. 18 der Uebungen des zweiten Abſchnitts foll eine Formel für 
cos & abgeleitet werden, unter & den Winkel verftanden, den zwei Linien mit- 
einander_bilden, deren jede für fih mit den Coordinatenachſen den Wintel 
090,7; A,u,v bildet. In Anwendung diefer Formel auf den vorliegenden 
Fall erhalten wir den Winkel, welhen R mit der Paarachſe bildet, durch die 
Gleihung: 

- 008 E= 008 0.0084 + c086.cosu + c08T.cosv 
Z. Li Y,Mm _ 2Z,Nn, 
RastR a tra 

Nimmt man & gleih 90°, cos E aljo gleih Null, fo ergiebt ſich hieraus 
die Bebingung der Vereinigung von R und Qq zu einer Gefammtrefultante 
R, wie wir fie eben in F. 90 gefunden. 

Zur Berechnung der Coorbinaten x, y, 2 des Angriffspunktes der Ger 
fammtrejultante dienen die aufgeftellten Gleichungen: 

Rycosr— Rzcos6— Li= ZP, (y cosyı —zıcosß,) - - 

Rzeosg— Rzcoss =Mm= EP, (z 608 — 2, 0089.) 

Ræ. coss — Rycoog = Nn=ZP, (a cosß, — Yı 608 01). 
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Diele drei Gleihyungen fu abhängig von einamuber, mad tarıı Jermel (89) 
Wir uchmen vie beiden Igien Gleihungen: 
Ma=Bzcog— Bz caıw=X:— Zr 
Nn=Bzcu0o— By og = Ye—Xy, 
weiße die Kıdtung der Reiultane B im Roume beitimmen, da die erfe 
berielben vie Vrojectien der Ritungslinie auf die X Z-Ebene, die jweite die 
Projection auf bie X Y-Chene vorftellt. Dierdei iR zu beadten, dab jeder 
Bunfı vieler Rictungslinie als Angrifispuntt ver Rejultuste Z gelten fann. 
Tas volllommene Gleibgewiht ik durch die Gleihungen 
2E=0 m Qqg=0 
beitimmmt, welche, in ibre Compomenten auigelöft, für dieſen allgemeiniten zall 
ichs ——— und zwar drei für fortichreitende mb drei für 








a) 





Für den Fall, daß jänmtliche gegebene Kräfte parallel laufen, kim ni. 
wie oben bei der „ Unteriuhung in dr Ebene, 1 =, =,—-. 
=h=h= BEN n=n=...g u ahalen dann ein 


B=EP, 
e=a,6=ß,r=y 
d. h. vie Refultante praralleler Kräfte ift gleich der algebraiihen Summe ber: 
felben und wit ihnen parallel laufend. Weiter haben wir: 
Li =csy.ZEPy—caß.EZPz 
Mm=cosa.EP, 1 —cosy.ZPız, 
Nn=coß.EP, x, —cosa.ZP,yı- 

Das rejulticende Kräftepaar Qg liegt hier mit R immer in berjelben 
Ebene, da die urfprünglicien Aräftepaare P, Pı, Papa, Ps Ps... in Gbenen 
liegen, welche die Richtung der Rejultante, in O wirkjam, zur gemeinjdait: 
lien Durchſchnitislinie haben. Es ergiebt ſich deshalb, mit x, y, z die Coor⸗ 
dinaten des Angriffspunftes der Gejammtrefultante E bezeichnend, aus 


a’) 


Qq=Rr: 
Li = Bycoosy— Bz cosß 
Mm 2 con — Rz cosy 





Nn = Rz cosß— By cosa. 
Bon diejen drei Gleihungen, die wieder von einander abhängig find, 
benugen wir die beiden legten Gleichungen allein, und erhalten, für Mm 
und Nn bie entiprehenden Werthe geſetzt: 
esa(2P 2 —RBz)+coy(Rr—ZP,x)=0 
coeß(Z Pa, — Rz) + 00a (Ry— ZR y)=0. 
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Diefe beiden Gleihungen werben für jeden beliebigen Werth von a, ß,y 
erfüllt, wenn wir 


Re=ERz 
Ry=EPym 2.222200. 0) 
Rz=EPR a 


iegen. Demnach giebt es für parallele Kräfte einen durch biefe drei Glei— 
chungen beftimmten unveränderlihen Punkt in dem Syftem, dur welchen 
die Refultante R der gegebenen Kräfte jederzeit geht, folange die Kräfte felbft 
unter ſich parallel bleiben, dieſelben mögen jonft ihre Lage zu dem Coordi— 
natenfpftem in beliebiger Weiſe ändern. Diefer einzige, von der Richtung 
der gegebenen parallelen Kräfte unabhängige Angriffspunft ihrer Refultante, 
beißt der Mittelpunkt der parallelen Kräfte. 

Das Product aus einer Kraft in die normale Entfernung ihres Angriffs- 
punftes von einer Ebene heikt dad Moment der Kraft für diefe Ebene, 
und darnach enthalten die Formeln 93 das Gejeg: das Moment der 
Nittelkraft paralleler Kräfte, für irgend eine beliebige Ebene, 
ift gleich der algebraifhen Summe der Momente der gegebenen 
Rräfte für diefelbe Ebene. 

Aus 93 berechnen wir die: Coordinaten des Mittelpunttes ver parallelen 
Kräfte und fegen dabei für 2 ven entwidelten Werth ZP,: 

zZRhz.,_ZPh. zZPAz Ze 
yazp'’= zB es 
d.h. der Abſtand des Mittelpunftes paralleler Kräfte von irgend 
einer Ebene ift glei der algebraifhen Summe der Momente der 
gegebenen Kräfte in Bezug auf diefe Ebene, dividirt durch bie 
algebraifhe Summe dieſer Kräfte. 

Geht eine Ebene durch den Mittelpunkt der parallelen Kräfte, fo muß 
für dieſe a=y=z=0, alio 

ZRn=ZBn=Z2hn=0...... (66) 
fein, und umgelebrt, eine Ebene, für welde die algebraifhe Summe 
der Momente paralleler Kräfte gleih Null ausfällt, geht durch 
den Mittelpuntt des Syſtems. 

Das volltommene Gleichgewicht it durch die Gleihungn R= 0 und 
Qg= 0 gegeben. Die erfte der Gleihungn R= ZP, —0 zeigt, dab 
die algebraifhe Summe der Kräfte Null fein muß; die zweite Bes 
dingung Qg—=0, aus ven drei Aräftepaaren ZI=0, Mm=0, 
Na=0 beftehend, laßt fih durch geihidte Annahme des Coorbinaten: 
foftem3 vereinfahen. Zu dem Ende legen wir die 2-Achſe den Kraftrihtungen 
parallel, dann verſchwinden die Glieder mit cos « und cos ß, da « und ß 
glei 90° find; und wir erhalten aus den vrei Gleichungen die folgenden 
wei Gleihgemichtsbedingungen: B 

EZPRay=0 
LB O, 
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d.h. die algebraiiie Summe zer Mımexie zer Arare glei Rull 
für zwei iih it zeirexze vom Bri’ten warı..ee Eiemem 

2 Zie eben enmwitelen eh: Gliscevihtiterimmrgen für befiehig ge: 
richtete Rrärıe im Rımm retwiren %5 temmuk für percleir frite auf drei, 
nämlit: 





ER=0; En=0; ERn=6 -.-. . 66) 
von denen tie erte ÜE z27 isriisteitzate Bewerszps, zu beinen anderen aber 
anf tıebenze Beregnagen beichen 

Ei: EP, cum beitimmıez Bert, were nun EPs, md 
ZP,yı ;u Rz, % ik ver belichia gemiitie Ererrinzee : imjangöpunfi O), 
BmER wm, Radserkı ver perziden Reiz Im ZB, 
gleih Rail, witrerr ein Trekzmzibehreten bekche, ie haben Die parallelen 
Kräfte keinen Mincizuxtr 

Boren iimmiiie purzide Aririe wı$ verieikee Riten wicham, jo 
faun wiemals Gleitgewist, aber auch fein Dvetwazibeirchen kıtiknden, 
gelten ann alio jederzeit tie zur Bereiuunz ver Reizizıuie RB auigefellten 
Gleigunyen (92) wur (93), wur ver Aupinszeah wer Kiuellrait iR jeder: 
yu Rinelrutt tes Eritems, 

Siut im vom legten Zalle jümmizihe Krzite glik P, je ergieht fh: 

B=ZPR=aP 
Zn. ,„_ Zn. ._2a 
IE HET 
und der Mittelpunft paralleler Kräfte wir zum Rittelpunlt der mitt: 
leren Abitände. 

39 Die erhaltenen Gleibgewictäbevingungen int unter ter Beransjegung 
entwidelt worden, dab wir e2 mit einem velliommen freien, abjolut feiten 
Körper zu thun hatten. Es treten bierin jebed auch bumn feine Berände: 
rungen ein, es bleiben aljo bie entwidelten Reiultate brauchbar, wenn einzelne 
Bunlte oder Theile des Cyitems gewifien Beringungen genügen müflen. 
Hierher gehören: a) Gewiſſe Punkte eines Syſtens behalten von einander 
einen beftimmten Abftand. b) Bolllommen glatte, fehle Eurven oder Ober: 
flächen jollen dem Körper an beitimmter Stelle zur Untertügung dienen. 
©) Gegebene Theile des Enftems wüfjen bei volllommen glatter Oberfläche 
jederzeit miteinander in Berührung bleiben. In allen folden Fällen beftehen 
jogenannte Verbindungen in dem Syſtem, die man jederzeit burd Kräfte 
eriegen kann, welde alſo dafjelbe zwingen, ven betreffenden Bedingungen zu 
gentigen. Eolien zwei Punkte ftet3 biejelbe Entjernung behalten, fo find in 
der Berbindungslinie derfelben zwei gleidy große entgegengefegt wirlende Kräfte 
ftatt der feften Verbindung anzubringen; joll fih ein Punkt auf einer voll: 
Tommen glatten feiten Eurve ober Oberfläche bewegen, fo fann diefe durch eine 
normale Reaction volllommen erjegt werden; jollen ſich enblid zwei Theile 
des Syftems bei volllommen glatter Oberfläche jederzeit berühren, fo kann 
man normal zur gemeinfchaftlihen Berührungsebene zwei gleich große entgegen: 
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geſetzt wirkſame Kräfte anbringen, melde einmal die Entfernung der beiden 
Theile, dann aber auch das Jneinanderbringen verjelben zu verhindern haben. 
Werden in jedem bejonderen Falle dieſe angedeuteten Kräfte eingeführt, fo iſt 
das Spftem materieller Punkte wieder volllommen frei geworden, und bie ger 
fundenen Gleichgewichtsbedingungen find darauf anwendbar. In biefen finden 
fih die benutzten Reactionen ala unbekannte Größen, welche, wenn ihre Zahl 
die der Gleichgewichtsbedingungen nicht überfchreitet, im Allgemeinen daraus 
entwidelt werden lonnen. 

Es fei ein fefter Punkt U in dem Syſteme vorhanden. Man wähle 
diefen als Coorvinaten:Anfangspunkt, fo iſt er zugleih Angriffspuntt der Re 
jultante R der n Kräfte und vernichtet durch feine Eigenſchaft als fefter Punkt 
die Mittelfraft. Das refultirende Kräftepaar Qg beiteht jedoch, da ber 
Punkt U ein feiter bleibt, wenn bie Drehungsachſe dur ihn geht. Für dieſe 
Annahme find alfo die Gleichgewichtsbedingungen der n wirkſamen Kräfte 

Qg=0, 
oder die Paarcomponenten in den Goorbinatenebenen gejept: 
Li! =0 fürvdie YZ:Chene, 
» » X ZsCbene,, 
Nna=0 » » X Y:Cbene 


Der Widerſtand des feften Punktes U oder der darauf ausgeübte Drud 
ift glei der Refultante R der darauf wirkſamen Kräfte. 

Es feien zwei feite Punfte U und V vorhanden. Die Verbindungslinie 
UV ift dadurch als fefte Linie im Syſteme gegeben, veren Punkte alfo 
ſammtlich fefte find. Man wähle U al3 Coordinaten-Anfangspunkt, die Linie 
UV als vie 2-Achſe. Die Refultante der n Kräfte wird durch den Wider: 
fand in U aufgehoben, weshalb nur nod die drei Kräftepaare Zi, Mm, 
Nn übrig bleiben. Die Linie U V iſt eine feite, und als eine folde muß 
fie Drehungsachſe des Syftems fein, d. h. die Kräftepaare in den Ebenen XZ 
und YZ werben burd die Linie ſelbſt aufgehoben, da diefe Paare eine Ent⸗ 
fernung der Punkte aus der Linie bewirten mollen. Für diefe Annahme 
bfeibt daher nur eine der ſechs Gleichgewichtsbedingungen durd die worhan: 
denen Kräfte zu erfüllen. Es muß nämli für den Fall des Gleichgewichts 
die Summe der ftatifhen Momente der Kräfte, für die durch die feiten Punkte 
gehende Linie, als Achſe, gleih Null fein, d. h. für unfere Annahme in der 
X Y: Ebene Nna=0 
oder ZP, (a cos ßı — Yı 608) = 0. 

It es dem Körper geftattet, langs ber feiten Achſe zu gleiten, fo werden 
nur die zu derfelben normalen Kräfte ZP, cosa, und ZP,cosß, auf 
gehoben; in Betreff der Drehung tritt feine Aenderung ein. 

Bir haben deshalb in diefem Falle zwei Gleichgewichtsbedingungen: 

ZP,coy, =0, 
ZP, Ei cos ßı — yı 0080) =0. 
Beruide, Meanil. I. Zweite Aufl. 8 






114 Dritter Abſchnitt. Erſtes Eapitel. 


Die Reactionen der beiden feften Punkte U und V (Fig. 79) jeien D, 
und D,. Man zerlege diefelben nad Richtung der Coordinatenachſen in die 
Reactionen E,, Fı, @, und Ey, Fa, Ga. Die des Punltes V bringe mar 

. an ven Coorbinaten: Anfangspunft, wodurch 
Big. 79. ſich nah $. 368. drei Nräftepaare von 
ielbft bilden, die in den CGoorbinatenebenen 
fiegen. Die Gntiernung der beiden Punlte 
fi a. Die ſechs Gleichgewichtsbedingungen 
find demnach: 
ZReooy— bh — BE=0, 
ZPR cas -—A—r=0, 
ZPRcooy—h—%=0, 
X Nn=0 für die X Y»Cbene, 
Mm+E,.a=0 » » X Z:Chene, 
Li—-R.a=0 » » YZ:Ebene. 





Hieraus erhält man: 
G+@%,= EP sp, 
"_ Mm+aZPp, co, 
arten en, 


= r 
Mm 
AR=- 
mh Ph — 
Li 
A=7 


Die Drude normal zur Achfe find alſo vollftändig beftimmt, während für 
die in Richtung derfelben nur die Summe G, + Gz gefunden werden kann, 
für vie Vorausfegung, dab dad Syftem vollkommen feft iſt. 

Liegen die gegebenen Kräfte in Ebenen, normal zur Drehungsachſe UT, 
fo it y= 90°, cosy=0. Für dieſen Fall hat man: 

G+%=0, 
d. h. die Drehachſe erleidet in ihrer Richtung Leinen Drud: 
_ZPı2 0000, +aöP, cosa, 


E 7 
—— na, 

aZP, cosß, + ZP, zı cosßı 
Ah= \ , 
B=- ZP, zı cosß, . 


a 
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Finden fih im dem Syſtem mehr als zwei fefte Punkte, fo find bie Drude 
auf diefelben, bei Annahme eines vollfommen feiten Syftems, immer 
unbeftimmt. In der Praris wird ſich die natürlihe Form des Körpers 
durh Einwirkung der Kräfte ſtets ändern, es befteht alfo fein volllommen 
feftes Syſtem. Die Bedingungen biefer Veränderungen werben im Berein mit 
den Gleichgewichtsbedingungen ftet3 beftimmte Refultate für die auf die 
feflen Punkte ausgeübten Drude ergeben. 

& jeien in dem Syſtem drei fefte Punkte U, V, W, vie nicht in ge 
tader Linie Tiegen, gegeben, oder auch beliebig viele feite Punkte. 

Für diefe Annahme wird jeberzeit Gleichgewicht beftehen, in welcher Weile 
aud die vorhandenen Kräfte wirlen. Die Drude auf die feiten Punkte find 
jedoch fo lange unbeftimmt, fo lange man die Borftellung eines volllommen 
feten Syſtems beibehält. 

Ein feftes Syftem von materiellen Punkten fei durd eine fefte Ebene 
in beliebig vielen Punkten geftügt. Die Ebene fei die X X-Ebene; fie kann 
an den Berührungspunkten Reactionen erzeugen, die ſammtlich nad) derfelben 
Rihtung wirken und normal zur X Y+Ebene, alfo parallel ver Zs Ace find, 
Soll Gleichgewicht beftehen, fo dürfen die an dem Syſtem wirkſamen Kräfte 
in Riötung der beiven Achſen X und Y feine Wirkung äußern, ebenfo muß 
das Drehungsbeftreben um die Z+Achje aufgehoben fein. Die Gleichgewichts-⸗ 
bedingungen find demnach: 

ZP, co, =0, ZP,cosß, =0, 
Nn=0. 

Benn bie parallelen Reactionen zu einer Refultante vereinigt werben, fo 
iſ diefe gleich der Summe verfelben, wirkt nach derſelben Richtung, und ihr 
Angriffspunkt muß innerhalb de3 converen Polygons liegen, das fämmtliche 
Verührungspunfte umfaßt. Hieraus folgt, daß die Refultante aus 2 P, cos y,, 
Mm und ZI ihren Angriffspunft ebenfalls im Innern biefes Polygons haben 
muß und das Beſtreben äußert, das Syſtem von Punkten gegen die Ebene 
iu drüden. 

Zur Beftimmung der Drude auf die einzelnen Berührungspunfte haben 
wir, unter D,, D, ... die Reactionen, unter w,, 9, %Wg, dg- .. die Coordinaten 
ihrer Angrifföpunfte in der X Y-Cbene verftanden: 

ZD,=ZP,cosy, 
ZD)w=Mm, 
ED 

Da wir zur Beſtimmung der Reactionen nur drei Gleichungen haben, ſo 
it erſichtlich, daß dieſelben unbeftimmt fein werden, ſobald mehr als drei Ber 
tührungspunfte vorhanden find. Dieſe Unbeftimmtheit tritt gleichfalls ein, 
benn die drei Berührungspuntte fi auf derfelben geraben Linie befinden, mas 
ud die Annahme eines volltommen feften Syſtems bedingt iſt. Liegen bie 
Berührungspunkte ſammtlich auf einer geraden Linie, fo liegt au der An⸗ 
grfspuntt der Reſultante in derfelben. Iſt nur ein Berührungspunkt wors 
handen, fo muß durch ihm die Richtung det Reſultante gehen. 

8* 


D 
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40 In $:27 haben wir unter Nr. 4 ein allgemeines Gefeg gefunden, nad 
weldem für Kräfte an einem Punkte fih das Gleichgewicht durch die Ber 
dingung außbrüdt: „die algebraiihe Summe der virtuellen Momente biejer 
Kräfte ift für jede beliebige, unendlich Heine Verſchiebung gleih Null.“ Dieſes 
Geſetz, weldes, wenn man die Verihiebungen nad einander in Richtung ber 
drei Coordinatenachſen vornimmt, die in $. 25 gefundenen drei Gleichgewichts: 
bebingungen liefert, läßt fih in gleicher Weiſe auf jeden beliebigen Körper, 
der von beliebig vielen und beliebig gerichteten Kräften angegriffen wird, in 
Anwendung bringen. Zu dem Ende denken wir die einzelnen materiellen 
Punkte A), Ag, Ag... durch fefte ftarre Linien, die aljo keiner Veränderung 
in ihrer Länge fähig find, oder durch unausdehnbare, volllommen biegjame 
Fäden mit einander verbunden, behanbeln aljo zugleih den Fall eines feiten 
ftarren Körpers, fowie den eines Syſtems von materiellen Punkten, denen 
eine gewiſſe gegenfeitige Bewegung geftattet iſt, wodurch das Syſtem andere 
und andere Formen annehmen kann, die Entfernung je ziveier benachbarten 
Buntte dabei aber unter allen Umftänden umveränderlid bleibt. Die Kräfte, 
melde in den einzelne Bunkten wirkſam find und fih das Gleichgewicht halten 
follen, ſeien Pi, Pay’ Pa ... Es iſt leicht erſichtlich, daß bei der gegen: 
feitigen Aufhebung dieſer Kräfte in den Verbindungslinien, reſp. in den Der: 
bindungsfäden je zweier benadhbarter Punkte innere Kräfte hervorgerufen 
erden, welche, in Richtung diejer Verbindungen wirkſam, fid einer Aenderung 
der unveränderlid angenommenen Entfernung widerſetzen. Diefe inneren Kräfte 
denlen wir für jeden einzelnen Punkt duch eine Rejultante erjegt und be 
zeichnen dieſe für die einzelnen Punkte mit A), Fy, Fz... Das verlangte 
Gleihgewicht erfordert nun, daß die in dem einzelnen Punkten wirkſamen 
Kräfte und heroorgerufenen Widerftände einander felbft das Gleichgewicht halten, 
mas nad $. 27 aber nur dann der Fall ift, wenn die algebraifhe Summe 
der virtuellen Momente diejer Kräfte für jede beliebige unendlich Heine Ver: 
ſchiebung des betreffenden Punktes zu Null wird. Nehmen wir deshalb mit dem 
Spfteme materieller Punkte eine derartige Verſchiebung vor, und bezeichnen 
die auf die Kraftrichtungen Pi, Pg, Pz ... projicirten unendlich Heinen Wege 
ver Punkte Ay, Ag, Ag... mit 61, 69, 63. .., dagegen die Projectionen 
derjelben Wege auf die Wiverftände F,, Fa, Fr... mit 9, Pa» Pa +. ſo 
erhalten wir als Gleichgewichtsbedingung bei n materiellen Punkten n Gleichungen 
von folgender Form: 

Ass +Ahgp=0 
Rs+Rp=0, 
PR&+R9=0ufm 
Die Addition diefer Gleihungen liefert die Gleichgewichtsbedingung für 
jedes beliebige Syſtem von materiellen Punkten, nämlich: 
ZPRs+2hp=0 .. .. 67) 
wobei alſo eine gewiſſe Veränderung ber gegenſeitigen Abande der benach⸗ 
barten Punkte zuläffig iſt. Unter den unendlich vielen virtuellen Verſchie- 
bungen, welche man ven einzelnen Punkten eine materiellen Syſtems ertheilen 
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lann, ift diejenige beſonders bemerlenswerth, bei der die Punlte ihre gegen« 
feitigen Abftände von einander nit ändern, wo alfo entweder das 
Syſtem als Ganzes verfhoben wird, ober wo überhaupt ein feiter ftarrer 
Körper vorgelegt üt. In diefem Falle find z. B. die in der Verbindungs- 
linie A, Ag auftretenden Wiberftände F’ und F“ einander glei, aber ents 
gegengefegt gerichtet, und werben, ba die Länge ver Verbindungälinie A, Ag 
für jede beliebige, unendlich Heine Verſchiebung unverändert bleiben fol, gleiche 
virtuelle Momente, jedoch mit entgegengejepten Zeihen dabei entwideln müffen. 
Bei der Addition der oben aufgeftellten Gleihungen muſſen fi daher die 
virtuellen Momente der inneren Kräfte, da diefe Verhältniſſe in jeder Verbin 
dungalinie ftattfinden, gegenfeitig vernihten, und wir erhalten deshalb als 
Gleichgewichtsbedingung für jeden feiten ftarren Körper oder für ein 
beliebiges Spftem von materiellen Bunlten, das als Ganzes vers 
ihoben wird: 

zZPRah=0 oe vn. (98) 
d.h. die algebraiihe Summe der viriuellen Momente der äußeren 
Kräfte für jede beliebige unendlich eine Verſchiebung glei Null. 

Bar das uriprünglid gegebene Syſtem nit volllommen frei, fanden 
fh darin fefte Punkte, oder ſtanden feite, volllommen glatte Curven oder 
Dberflähen damit in Verbindung, fo find dieſe Verbindungen wieder durch 
entfprechende Reactionen zu erfegen, und e3 findet dann das durch F. 97 aus: 
geſprochene Geſetz auf dieſe materiellen Syſteme Anwendung, wobei in dem 
Ausdrud IP, 6, auch die virtuellen Momente der Reactionen enthalten find. 
Laßt man aber von ven unendlich vielen Verfhiebungen nur diejenigen zu, 
wege die vorhandenen Verbindungen beftehen laſſen, fo ver 
ſchwinden die virtuellen Momente diejer Reactionen in ver berangezogenen 
Gleichung, da die einzelnen materiellen Punkte eine Verfhiebung in Richtung 
diefer Reactionen nicht erfahren, oder aber entgegengefegt gerichtete gleiche 
Kräfte auftreten, deren virtuelle Momente fich jederzeit aufheben. Für dieſe 
legte Annahme haben wir demnach aud für nicht vollfommen freie feite ftarre 
Körper oder beliebige Syſteme von materiellen Punkten, die als Ganzes ver- 
Ihoben werben: 

ZPR4=0, 
wobei die Kräfte, welhe zum Erfaß der Verbindungen dienten, 
nigt mit in Rechnung zu bringen find: 

Iſt umgefehrt die Summe der virtuellen Momente der Kräfte P), Pz, Pa---, 
welche am einem Syſtem materieller Punkte wirkſam find, für jede unendlich 
Heine, den Verbindungen entiprehende Verſchiebung gleih Null, fo befindet 
fih das Syſtem unter der Einwirkung der Kräfte im Gleichgewicht. Geſetzt, 
dieſes Gleichgewicht findet nicht ftatt, fondern es tritt bei irgend einer Ver 
fhiebung, für melde ZPı 0, = 0 ift, Bewegung ein, fo läßt fih das 
Gleichgewicht dadurch herftellen, daß man jeden der materiellen Punkte mit 
einer Kraft von entfprechender Größe verfieht, welche eine ber entjtandenen 
Bewegung entgegengefegte hervorrufen würde. Nennen wir dieſe Kräfte für 
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40 In 8:27 haben wir unter Nr. 4 ein allgemeines Geſetz gefunden, nah 
welchem für Kräfte an einem Punkte fih das Gleihgewiht durch die Be— 
dingung außbrüdt: „die algebraiihe Summe ver virtuellen Momente diefer 
Kräfte ift für jede beliebige, unendlich Heine Verſchiebung gleich Null.“ Dieſes 
Gejeg, weldes, wenn man die Verihiebungen nad einander in Richtung der 
drei Coordinatenachſen vornimmt, die in $. 25 gefundenen brei Gleichgewichts- 
bedingungen liefert, läßt fih in gleicher Weife auf jeden beliebigen Körper, 
der von beliebig vielen und beliebig gerichteten Kräften angegriffen wird, in 
Anwendung bringen. Zu dem Ende denken wir die einzelnen materiellen 
Punkte Ay, Ag, Az... durd feite ftarre Linien, die aljo feiner Veränderung 
in ihrer Länge fähig find, oder durch unausdehnbare, volllommen biegjame 
Fäden mit einander verbunden, behandeln aljo zugleih den Fall eines feiten 
ftarren Körpers, fowie den eines Syſtems von materiellen Punkten, denen 
eine gewiſſe gegenfeitige Bewegung geftattet ift, wodurch das Syſtem andere 
und andere Formen annehmen kann, die Entfernung je zweier benadbarten 
Punkte dabei aber unter alen Umftänden umveränderlid bleibt. Die Kräfte, 
welde in den einzelne Punkten wirkſam find und fi das Gleichgewicht halten 
follen, jeien Pi, Pa," Pz «.. 68 it leicht erfihtlih, daß bei ber gegen: 
feitigen Aufhebung dieſer Kräfte in den Verbindungslinien, reſp. in den Ber 
bindungsfäden je zweier benadbarter Punkte innere Kräfte herworgerufen 
werden, welde, in Richtung dieſer Verbindungen wirkſam, ſich einer Aenderung 
der unveränderlic angenommenen Entfernung widerſetzen. Diefe inneren Kräfte 
denken wir für jeden einzelnen Punkt durch eine Refultante erjegt und be: 
zeichnen dieſe für die einzelnen Punkte mit Ay, Fa, Fy... Das verlangte 
Gleichgewicht erfordert nun, daß die in den einzelnen Punkten wirkſamen 
Kräfte und hervorgerufenen Widerſtände einander felbit das Gleichgewicht halten, 
mas nad $. 27 aber nur dann der Fall iſt, wenn die algebraifhe Summe 
der virtuellen Momente diefer Kräfte für jede beliebige unendlich Heine Der: 
ſchiebung des betreffenden Punktes zu Null wird. Nehmen wir deshalb mit dem 
Spiteme materieller Punkte eine derartige Verſchiebung vor, und bezeichnen 
die auf die Kraftrichtungen Pꝛ, Py, Pz ... projicirten unendlich Heinen Wege 
der Punkte A), Ag, Az... mit O4, 69, 63 ..., dagegen die Projectionen 
derjelben Wege auf die Wiverftände Fı, Fa, Fy... mit 9, Pas Ps ++, 10 
erhalten wir als Gleichgewichtsbedingung bei n materiellen Punkten n Gleichungen 
von folgender Form: 

Aa+Ahg=0, 
R&s+Rp=0, 
Rs +B9=0ufm 
Die Addition diefer Gleihungen liefert die Gleichgewichtsbedingung für 
jedes beliebige Syftem von materiellen Punkten, nämlich: 
ZPRos+t2hp=0 . Mm 
wobei alfo eine gewiſſe Veränderung der gegenfetigen Abftände ver benach⸗ 
barten Punkte zuläffig ift. Unter den unendlich vielen virtuellen Berihie: 
bungen, welche man ven einzelnen Punkten eines materiellen Syſtems ertheilen 
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lann, ift diejenige beſonders bemerlenswerth, bei der bie Punkte ihre gegen« 
feitigen Abftände von einander nicht Andern, wo alfo entweder dad 
Spftem ala Ganzes verſchoben wird, oder wo überhaupt ein feiter ftarrer 
Körper vorgelegt iſt. In diefem Falle find z. B. die in ber Verbindungs⸗ 
linie A, Ay auftretenden Wiverftände F und F“ einander gleih, aber ent« 
gegengeſetzt gerichtet, und werden, da die Länge ver Verbinbungslinie A, Ag 
für jede beliebige, unendlich Heine Verihiebung unverändert bleiben fol, gleiche 
virtuelle Momente, jedoch mit entgegengefegten Zeichen dabei entwideln müffen. 
Lei der Addition der oben aufgeftellten Gleichungen möüffen fi daber die 
virtuellen Momente der inneren Kräfte, da biefe Verhältniſſe in jeder Verbin: 
dungslinie ftattfinden, gegenfeitig vernichten, und wir erhalten deshalb als 
Gleichgewichtsbedingung für jeden feften ftarren Körper oder für ein 
beliebige8 Syſtem von materiellen Punkten, das ala Ganzes vers 
ihoben wird: 


zZPaA=0 . . 22.8) 
d.h. die algebraiihe Summe der virtuellen Momente der äußeren 
Kräfte für jede beliebige unendlich Heine Verfhiebung glei Null. 

Bar das urjprünglih gegebene Syftem nicht volllommen frei, fanden 
ih darin fefte Punkte, oder ftanden fefte, volllommen glatte Curven ober 
Dberflähen damit in Verbindung, fo find dieſe Verbindungen wieder durch 
entiprechende Reactionen zu erfegen, und e3 findet dann das buch F. 97 aus: 
geiprohene Geſetz auf diefe materiellen Syſteme Anwendung, wobei in dem 
Ausdtud IP, 6, auch die virtuellen Momente der Reactionen enthalten find. 
ft man aber von den unendlich vielen Verſchiebungen nur viejenigen zu, 
nehe die vorhandenen Verbindungen beiteben laſſen, fo ver: 
ihninden die virtuellen Momente dieſer Neactionen in der herangezogenen 
Gleichung, da die einzelnen materiellen Punkte eine Verſchiebung in Richtung 
dieier Reactionen nicht erfahren, oder aber entgegengejegt gerichtete gleiche 
Röfte auftreten, deren virtuelle Momente fich jederzeit aufheben. Fur dieſe 
legte Annahme haben wir demnach aud für nicht volllommen freie fefte ftarre 
nRorper oder beliebige Syfteme von materiellen Punkten, die als Ganzes ver: 
Ihoben werben: 

ZPRo5=0, 
wobei die Kräfte, welhe zum Erfaß der Verbindungen dienten, 
nicht mit in Rechnung zu bringen find: 

It umgelehrt die Summe der virtuellen Momente der Kräfte Pi, Pa, Pa... , 
nelde an einem Syſtem materieller Punkte wirkſam find, für jede unendlich 
Heine, den Verbindungen entiprechende Verſchiebung gleih Null, jo befindet 
fh das Syſtem unter der Einwirkung der Kräfte im Gleichgewicht. Geſetzt, 
dieſes Gleichgewicht findet nicht ftatt, fondern es tritt bei irgend einer Ber: 
ibiebung, für welche ZPı 0, = 0 ift, Bewegung ein, fo läßt fih das 
Gleichgewicht dadurch herftellen, daß man jeven der materiellen Punkte mit 
‚ ner Kraft von entfprechender Größe verjieht, welde eine der entitandenen 
\ Bewegung entgegengejegte hervorrufen würde. Nennen wir diefe Kräfte für 
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* ergeben. Diefe, in den Diagonalebenen des aus den drei Coordinaten z, Yı 2, 
gebildeten Parallelepipedums gelegen, werden noch einmal jedes in zwei 
Kräftepaare zerlegt, die in den Goorbinatenebenen felbft ober in damit pa- 
rallelen Ebenen wirkjam find. Zu bem Ende bringen wir (Fig. 78) in BC 

Fig. 78. zwei Krafte P, cos, an, die fih das 
Gleihgewit halten, in CD legen wir 

— zwei gleiche Kräfte P, cos B,, bie entgegen- 
gefegt gerichtet find, und in BE werben 
ÄP,cosa; zwei Kräfte P, cosy, unter derjelben Be: 
dingung angeoronet. Darauf fafle man 
diejenigen Kräfte ald Paare zufammen, die 
in einer der Coordinatenebenen oder in einer 
damit parallelen Ebene liegen und ver: 
einige dieſe mit Rüdficht auf ihr Drehurgs: 
beftreben durch algebraifhe Addition. Zu 
dem Ende betradıten wir diejenige Drehungs⸗ 
richtung al3 die pofitive, welhe von dem 
pofitiven Theile der X-Achſe über die pofi- 
tive Y=Achfe und 2-Achſe zurüd nah der X-Achſe führt. Für diefe Ans 
nahme ergiebt fih das Drehungsbeftreben 

um die X-Achſe oder in der 7 Z=Cbene = P, cosyı .yı — Pı cos Bı.2ı 

„nn nn» X, =Poosa.2 —P 00sY-2 

un Zu» » X „ =Peooß.2 —P; 00804-%.- 


Durch diefe Umwandlung haben wir anftatt der Kraft P,, in A wirkſam, 
eine ihr gleich und gleichgerichtete in O angreifende und drei in den Coordinaten⸗ 
ebenen gelegene Kräftepaare erhalten. Verfährt man mit ven übrigen Kräften 
in gleicher Weile, jo erhalten wir hiernach r Kräfte den gegebenen gleich und 
gleihgerihtet in O wirkſam und in jeder der Coorbinatenebenen n Kräfte: 

paare. Die n Kräfte mit dem gemeinſchaftlichen Angriffspuntt O laſſen ſich 
zu einer Refultante R vereinigen, deren Größe und Richtung fih n. 3. 44 
und 45 beftimmt: 

R=VX?2+Y?+Z% Rcsg=X; Rcso=Y; Rost = Z. 
Die n Kräftepaare, welche in jeder der Goordinatenebenen liegen, vereinigen 
fih n. F. 71 zu einem Kräftepaar, das mir für die Y 2-Ebene mit LI, für 
die X Z:Cbene mit Mm, für die XY-Ebene mit Nr bezeihnen wollen: 

Li=ZP, (yı cosy — zi cos ßı) 
Mm= EP, (z 0080 — 2,0087) 
Nn=ZP, (a, c08ß, — yı 608 0). 

Das hieraus rejultirende Kräftepaar Qg ergiebt fi der Größe und 

Richtung n. F. 78 und 79: 
Qaq = VL? + (Um)? + (Nn)® 
Qgeosa=Li; Qgcosu= Mm; Qgosv—=Nn .. * 
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Als Enbrefultat‘ erhalten wir hiernad in jevem Falle die Refultante R 
und das reſultirende Nräftepaar Qg, deren Bereinigung davon abhängig ift, 
ob die Kraftrihtung R der Paarebene parallel ift oder in verfelben liegt. 
Stellt man fi dabei unter Qg das refultirende Achſenmoment vor, fo muß 
diefe Paarachſe mit der Richtung von R einen rechten Winkel bilden, wenn 
die Vereinigung zu einer Gefammtrefultante 2 möglich fein ſoll. 

Nehmen wir den Fall der Vereinigung von Qg und R an, venfen 
aljo Qg auf die Kraft R gebracht und das neue Paar in der Weiſe ver- 
ihoben, daß die im Coorbinatenanfangspunfte wirkende Kraft R aufgehoben 
wird, fo bleibt die Gefammtrefultante R in einem Punkte, deſſen Coordi- 
naten &, y, 2 fein mögen, übrig, welche der früheren Refultante parallel wirkt 
und auch mit dieſer gleihe Richtung hat. Denkt man nun umgelehrt dieſe 
Gefammtrefultante R nad dem Coordinatenanfangspunft O parallel mit ſich 
vetſchoben, alfo in die Kraft 2 in O wirkſam und das Kraftepaar Ar zer: 
legt, und erjegt außerdem Ar durch drei in den Goorbinatenebenen gelegene 
Paare, fo müjjen viefe mit L!, Mm, Nn dem Werthe und der Drehungs- 
richtung nach übereinftimmen. . Die Bedingung der Bereinigung hängt biers 
nad von der gleichzeitigen Erfüllung folgender drei Gleihungen ab: 

Li= Roor.y— Reoosd.z ß 
Mm= Rcosg.z— Roost.z 
Nn= Rc0s6.2— Rcosg .y. 

Multiplieirt man die erſte der drei Gleichungen mit X= Rcosg, die 
jweite mit 7 = Rcoso, die dritte mit -Z = Rcosr und abdirt darauf 
die Gleihungen, fo erhält man: 

" LI.X+Mm.Y+Nn.zZ=0 ...... (0) 
ala einzige Bedingung für die Vereinigung von Qg und R. 

Im Nr. 18 der Uebungen des zweiten Abſchnitts foll eine Formel für 
cos & abgeleitet werben, unter & den Winkel verftanden, den zwei Linien mit: 
einander_bilden, deren jede für ſich mit den Coorbinatenahjen den Wintel 
9 6,7; A, w, v bildet. In Anwendung dieſer Formel auf den vorliegenden 
Fall erhalten wir den Winkel, welchen R mit der Paarachſe bildet, durch die 
Gleihung: 

6088 = 6089.008A + 6080.cosm + cosT.cosv 
X . Li Y Mm + Z Nn . 
ROtR a 7 

Nimmt man e gleih 90°, cos & alfo gleih Null, jo ergiebt ſich hieraus 
die Bedingung der Vereinigung von R und Qg zu einer Gefammtrefultante 
R, wie wir fie eben in F. 90 gefunden. 

Zur Berechnung der Coordinaten z, y, z des Angriffspunftes der Ger 
fammtrefultante dienen die aufgeftellten Gleihungen: 

Rycost— Rz0ed= LI=ZP, (yı 0089, — 21 c08 ßı) - 

Rzeosg— Rxcoos =Mm=_ZP, (2 c08@j — x, 00871) 

Rz.0086 — Rycsg = Nn= EP, (a, cos, — Yı 608 01). 
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Dieje drei Gleichungen find abhängig von einander, was durch Formel (89) 
dargethan ift, weshalb nur zwei derjelben für die Entwidelung zu benugen find. 
Bir nehmen die beiden legten Gleihungen: 
Mm=Rzcosg— Rz osı=Xz— Zx 
Nn=Rzcos0—Ry og = Yz—Xy, 
welche die Richtung der Rejultante R im Raume beftimmen, da die erfte 
derjelben die Projection der Richtungslinie auf die X Z=Ebene, die zweite die 
BVrojection auf die X Y:Chene vorftellt. Hierbei ift zu beachten, daß jeder 
Bunkt dieſer Richtungslinie als Angrifjspuntt der Rejultante R gelten kann. 
Das volltommene Gleichgewicht ift durd die Gleihungen 
R=0 wm Q9=0 
beftimmt, welche, in ihre Gomponenten aufgelöft, für dieſen allgemeinften Fall 
ſechs Gleichgewichtsbedingungen, und zwar drei für fortireitende und drei für 
drehende Bewegung, liefern: 
XZ=0; Y=0; z=0 
Nazol Hr 
Für den Fall, daß fämmtlihe gegebene Kräfte parallel laufen, fegen wi, 
wie oben bei ver „Antertuhuns in der — c a ʒ = 


B. — B2 * 83 *... 533 y1 =92=r=...y und erhalten dann en 
wieder 


























R=EP, | 9 


e=a,0=ß,1=Y 
d. h. die Refultante praralleler Kräfte ift gleich der algebraiihen Summe der: 
felben und mit ihnen parallel laufend. Weiter haben wir: 
Li =coy.Z2P y—caß.ZPız 
Mm= c0sa.EP, 2 — cosy.ZPız 
Nn=cosß. EP, 2, — cosa.ZPıyı- 

Das rejultivende Kräftepaar Qg liegt hier mit R immer in derfelben 
Ebene, da die urfprünglihen Kräftepaare Pi Pı, Pa Pa- Ps Ps --. in Ebenen 
liegen, welche die Richtung der Refultante, in O wirkſam, zur gemeinfchaft 
lien Durchſchnittslinie haben. Es ergiebt fid deshalb, mit x, y, z die Coor- 
dinaten des Angriffspunktes der Gejammtrefultante A bezeichnend, aus 
Qq=Rr: 

Li = Rycosy— Rz cosß 
Mm= Rz coou— Rx cosy 
Nn = Rx cosß— Ry oosa. 

Bon diejen drei Gleichungen, die wieder von einander abhängig find, 
benugen wir die beiden legten Gleichungen allein, und erhalten, für Mm 
und Nn die entſprechenden Werthe gefegt: 

ea (ER —B2)+c0y(Rr— EP n)=0 
cosß(ZPıa, — Re) +oosa(Ry— ZP, y)=0. 
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Diefe beiden Gleichungen werben für jeden beliebigen Werth von &,ß,y 
erfüllt, wenn wir 





Rı=Z£Pz 
Ry=ZPy Denen nn (93) 
R:=ZPa 


ſehen. Demnad giebt es für parallele Kräfte einen durch diefe drei Glei- 
Hungen beftimmten unveränderlihen Punkt in dem Syſtem, durch melden 
die Refultante R der gegebenen Kräfte jeverzeit geht, folange die Kräfte felbft 
unter ſich parallel bleiben, diefelben mögen jonft ihre Lage zu dem Coordi— 
natenſyſtem in beliebiger Weife ändern. Diefer einzige, von ber Richtung 
der gegebenen parallelen Kräfte unabhängige Angriffspunft ihrer Refultante, 
heißt der Mittelpunkt der parallelen Kräfte. 

Das Product aus einer Kraft in die normale Entfernung ihres Angriffds 
punktes won einer Ebene heißt das Moment der Kraft für diefe Ebene, 
und darnah enthalten die Formeln 93 das Gejeg: dad Moment der 
Mittelkraft paralleler Kräfte, für irgend eine beliebige Ebene, 
ift gleich der algebraifhen Summe der Momente der gegebenen 
Kräfte für diefelbe Ebene. 

Aus 93 berechnen wir die: Coordinaten des Mittelpunttes der parallelen 
Kräfte und fegen dabei für R den entwidelten Werth ZP,: 

zBn ,_Zhn.,_2ha,... 
= pp ’Y=gp'’TzR 64 
d.h. der Abſtand des Mittelpunktes paralleler Kräfte von irgend 
einer Ebene ift glei der algebraifhen Summe der Momente der 
gegebenen Kräfte in Bezug auf diefe Ebene, dividirt durd die 
algebraifhe Summe diefer Kräfte. 

Geht eine Ebene durch den Mittelpunkt der parallelen Kräfte, jo muß 
für dieſe = y=z2=0, alfo 

ZPRy=ZPRy=ZPAn=0..... . (8) 
fein, und umgekehrt, eine Ebene, für welde die algebraifde Summe 
der Momente paralleler Kräfte gleih Null ausfällt, geht durch 
ben Mittelpuntt des Syſtems. 

Das volllommene Gleichgewicht it duch die Gleihungen R= 0 und 
Qq=0 gegeben. Die erfte der Gleihungen R= EP, — O zeigt, daß 
die algebraifhe Summe der Kräfte Null fein muß; die zweite Be: 
dingung Qg—=0, auß den drei Aräftepaarn Li=0, Mm=0, 
NRa=0 beitehend, läßt fih durch geſchidte Annahme des Coorbinaten- 
foftems vereinfahen. Zu dem Ende legen wir die Z+ Aıhje den Kraftrichtungen 
parallel, dann verſchwinden die Glieder mit cos @ und cos 8, da @ und ß 
gleid 90° find; und mir erhalten aus den drei Gleihungen die folgenden 
mei Gleihgerichtsbebingungen: B 

ZRAz=0 
ZPy=0 





112 Dritter Abſchaitt. Erſtes Capitel 


d.h. die algebraiſche Summe der Momente der Kräfte gleich Null 
für zwei fid ſchneidende den Kräften parallele Ebenen. 

Die oben entwidelten ſechs Gleichgewichtsbedingungen für beliebig ge: 
richtete Aräfte im Raum reduciren fi) demnad für parallele Kräfte auf drei, 
nämlich: 

ZB=0; ZA =0; 2Py=0 ... . (W) 
von denen die erfte ſich auf fortichreitende Bewegungen, die beiden anderen aber 
auf drehende Bewegungen beziehen. 

Erhält ZP, einen beftimmten Werth, werben dagegen ZP, x, und 
ZP,yı zu Null, fo ift der beliebig gewählte Coordinaten-Anfangspunlt O, 
in dem ZP, wirtjam, Mittelpuntt der parallelen Kräfte. Iſt dagegen ZP, 
gleih Null, während ein Drehungsbeftreben befteht, fo haben die parallelen 
Kräfte keinen Mittelpunkt. 

Waren jämmtlihe parallele Kräfte nach derfelben Richtung wirkſam, fo 
lann niemals Gleihgewicht, aber auch fein Drehungsbeftreben ftattfinden, es 
gelten dann aljo jederzeit die zur Berechnung der Rejultante R aufgeftellten 
Gleihungen (92) und (93), und der Angriffspuntt der Mittelkraft ift jeder: 
zeit Mittelpunkt des Syſtems. 

Sind in dem legten Falle fämmtlihe Kräfte gleih P, jo ergiebt fih: 

R=ZB=nP 
- Zu, „Zu, „2a 
n n n 
und der Mittelpunkt paralleler Kräfte wird zum Mittelpunkt der mitt: 
leren Abftände. 


39 Die erhaltenen Gleichgewichtsbedingungen find unter der Vorausſehung 
entwidelt worden, daß wir es mit einem vollkommen freien, abjolut feſten 
Körper zu thun hatten. Es treten hierin jedoch auch dann feine Verände— 
tungen ein, e3 bleiben alſo die entwidelten Refultate brauchbar, wenn einzelne 
Bunkte oder Theile des Syſtems gemiffen Bedingungen genügen müfjen. 
Hierher‘ gehören: a) Gewiſſe Punkte eines Syſtems behalten von einander 
einen beftimmten Abftand. b) Vollkommen glatte, feite Curven ober Ober: 
flachen follen dem Körper an beftimmter Stelle zur Unterftügung . dienen. 
©) Gegebene Theile des Syſtems müfjen bei volllommen glatter Oberflähe 
jederzeit miteinander in Berührung bleiben. In allen folden Fällen beftehen 
fogenannte Verbindungen in dem Syſtem, die man jederzeit durch Kräfte 
erſehen kann, welche aljo daſſelbe zwingen, den betreffenden Bedingungen zu 
genügen. Sollen zwei Punkte ftet3 dieſelbe Entfernung behalten, fo find in 
der Verbindungslinie derfelben zwei gleich große entgegengefegt wirfende Kräfte 
ftatt der feften Verbindung anzubringen; foll fi ein Punkt auf einer voll- 
fommen glatten feften Curve ober Oberflähe bewegen, fo kann diefe durch eine 
normale Reaction volllommen erjegt werben; follen ſich endlich zwei Theile 
des Syſtems bei volltommen glatter Oberfläche jederzeit berühren, fo kann 
man normal zur gemeinfchaftlihen Berührungsebene zwei gleich große entgegen: 
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gelegt wirkame Kräfte anbringen, welche einmal die Entfernung der beiden 
Zbeile, dann aber auch das Ineinanderdringen derjelben zu verhindern haben. 
Berden in jedem bejonveren Falle diefe angedeuteten Kräfte eingeführt, jo iſt 
das Syſtem materieller Punkte wieder volllommen frei geworben, und die ger 
fundenen Gleihgewichtöbedingungen find darauf anwendbar. In dieſen finden 
fi die benugten Reactionen als unbelannte Größen, welche, wenn ihre Zahl 
die der Gleichgewichtsbedingungen nicht überfchreitet, im Allgemeinen daraus 
entwidelt werben können. 

Es jei ein fefter Bunt U in dem Syſteme vorhanden. Man mähle 
diefen ald Coordinaten-Anfangspunkt, fo iſt er zugleih Angriffspuntt der Re: 
iultante 2 der n Kräfte und vernichtet durch feine Eigenſchaft als fefter Punkt 
die Mittelkraft. Das rejultirende Kräftepaar Qg befteht jeboh, da ber 
Punkt U ein fefter bleibt, wenn die Drehungsachſe durd ihn geht. Für diefe 
Annahme find alfo die Gleichgewichtsbedingungen der n wirkſamen Kräfte 

Qı=0, 
oder die Paarcomponenten in den Coorbinatenebenen gefept: 
Li =0 fürvie 7 Z: Ebene, 
Mm=0 » » X Z:Chene, 
Nna=0 » » X Y:Cbene 


Der Widerſtand des feften Punktes U oder der darauf ausgeübte Drud 
if glei) der Refultante R der darauf wirfjamen Kräfte. 

Es feien zwei feite Punkte U und V vorhanden. Die Berbindungälinie 
UV ift dadurch als fefte Linie im Syſteme gegeben, deren Punkte alfo 
fümmtlid, fefte find. Man wähle U als Coorvinaten: Anfangspunft, die Linie 
UV als die 2-Achſe. Die Refultante der m Kräfte wird durd den Wider: 
fand in U aufgehoben, weshalb nur noch die drei Nräftepaare Li, Mm, 
Nn übrig bleiben. Die Linie U V ift eine fefte, und als eine folhe muß 
fe Drehungsachſe des Syſtems fein, d. h. die Aräftepaare in den Ebenen XZ 
und 7°Z werben durch die Linie felbft aufgehoben, da dieſe Baare eine Ent: 
fernung der Punkte aus der Linie bewirken mollen. Für biefe Annahme 
bleibt daher mur eine der ſechs Gleichgewichtsbedingungen duch die vorhan- 
denen Kräfte zu erfüllen. Es muß nämlih für den Fall des Gleichgewichts 
die Summe der ftatifchen Momente der Mräfte, für die durch die feften Punkte 
xhende Linie, als Achſe, gleih Null fein, d. h. für unfere Annahme in der 
XY:Chene Nr=0 
Der ZP, (a c08ßı — Yı 608) = 0. 

It es dem Körper geftattet, längs der feiten Achſe zu gleiten, fo werben 
Mr die zu derjelben normalen Kräfte ZP, cosa, und ZP,cosß, auf 
hoben; in Betreff der Drehung tritt feine Aenderung ein. 

Dir haben deshalb in diefem Falle zwei Gleichgewichtsbedingungen: 

ZPcoy=0, 
ZP, Ei 08 ßı — Yı 6080) =. 
Bernide, Mechanit. 1. Zweite Kufl, 8 
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Die Reactionen der beiden jehen Puntte I’ und V (Fig. 79) jeien D, 
we D,. ee ee nn 
Reactionen E,, Fi, @, und E,, Fr, 62. Die des Punltes V bringe man 


Fie m. an ven Goorbinaten: » Anfangspuntt, wodurch 
ſich 


EZERoy— H—,=0, 
ZPR cos — h—h=0, 
Zr een —A—G=0, 

Na—0 für die X Y: Ebene, 

Mm+E,.a=0 » » XZ:Chem, 

LiI—F,.a=0 » » YZ-Cheme. 





Hieraus erbält man: 
G +02 = EP, c0s9, 
E— MrteZPp ca 
a, 


M 
A=—- 
7-22 co — LE 
a 
Li 
A=T 


Die Drude normal zur Achſe ind aljo vollitändig beftimmt, während für 
die in Richtung derfelben nur die Summe G, -+ 6, gefunden werden kann, 
für die Borausfegung, dab das Syſtem volllommen feft if. 

Ziegen die gegebenen Kräfte in Ebenen, normal zur Drehungsachſe UT, 
ſo it y= 90°, cosy=0. Für diefen Hall hat man: 

GHA+ra=0, 
d. h. die Drehachſe erleidet in ihrer Richtung keinen Drud: 
PM _ ZA z 6080, +aZPı cosa, 


a 
ZP, z, cos 
Beam, 
aZP,cosß, +ZP, z, cosß, 
F. FB — 
EP, zeosß, 


A=- A 
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Finden fih im dem Syſtem mehr ald zwei fefte Buntte, fo find die Drude 
auf diefelben, bei Annahme eines vollkommen feften Syſtems, immer 
unbeftimmt. In der Prarxis wird fih die natürlihe Form des Körpers 
duch Einwirkung der Kräfte ftet3 ändern, es befteht alſo kein volllommen 
feſtes Syftem. Die Bedingungen diefer Veränderungen werben im Berein mit 
ven Gleichgewichtsbedingungen ſtets beftimmte Refultate für vie auf die 
feften Punkte ausgeübten Drude ergeben. 

Es jeien in dem Syſtem drei feite Punkte U, V, W, die nicht in ges 
tader Linie liegen, gegeben, ober auch beliebig viele feite Punkte, 

Für diefe Annahme wird jederzeit Gleichgewicht beftehen, in welcher Weiſe 
auch die vorhandenen Kräfte wirken. Die Drude auf die feiten Punkte find 
jedoch fo lange unbeftimmt, fo lange man die Vorftellung eines volllommen 
feften Syftem3 beibehält. 

Ein feites Syſtem von materiellen Punkten fei durd eine feſte Ebene 
in beliebig vielen Punkten geftügt. Die Ebene fei die X Y'-Ebene; fie kann 
an den Berührungspuntten Reactionen erzeugen, die jämmtlid nad derſelben 
Richtung wirken und normal zur X Y-Ebene, alfo parallel der Z+ Adhfe find. 
Sol Gleichgewicht beftehen, fo dürfen die an dem Syſtem wirkſamen Kräfte 
in Richtung der beiden Achſen X und Y keine Wirkung äußern, ebenfo muß 
das Drehungdbeftreben um die 2.Achſe aufgehoben fein. Die Gleichgewichts⸗ 
bedingungen find demnach: 

ZP com, =0, EP cosß, =0, 
Nn=0. 

Wenn vie parallelen Reactionen zu einer Refultante vereinigt werben, fo 
ift diefe gleih der Summe berfelben, wirkt nad derjelben Richtung, und ihr 
Angriffspunft muß innerhalb de3 converen Polygons liegen, das ſammtliche 
Berührungspunfte umfaßt. Hieraus folgt, daß die Refultante aus ZP, cos yı, 
Mm und L2 ihren Angriffspunft ebenfalls im Innern dieſes Polygons haben 
muß und das Beftreben äußert, das Syſtem von Punkten gegen die Ebene 
zu drüden. 

Zur Beftimmung der Drude auf die einzelnen Berührungspuntte haben 
wir, unter D,, Dy ... die Reactionen, unter w,, v, Wg, vg... die Coorbinaten 
ihrer Angriffspuntte in der X V-Ebene verftanden: 

ZD,=ZP, cosy,, 
ZD)w=Mm, 
ZDy=Li 

Da wir zur Beitimmung der Reactionen nur drei Gleihungen haben, jo 
iſt erſichtlich, daß diefelben unbeftimmt fein werden, ſobald mehr als drei Be: 
rührungspunfte vorhanden find. Diefe Unbeftimmtheit tritt gleichfalls ein, 
wenn bie drei Berührungspunkte ſich auf derfelben geraden Linie befinden, was 
duch die Annahme eines volllommen feiten Syftems bedingt ift. Liegen die 
Berührungspunfte fämmtlih auf einer geraden Linie, fo liegt aud ver An: 
griffspunkt der Reſultante in derſelben. ft nur ein Beruhrungspunkt vor— 
handen, fo muß durch ihn die Richtung der Refultante gehen. 

3* 
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In .27 baben wir unter Rr. 4 ein Algemeines Gefeg gefunden, nad 
wehen für Krifte m einem Bunfte ah das Gleubgewiht durch die Ber 
dingung ausdrũct: „die algeburibe Summe der virtuellen Momente dieſer 
Krirte ih Fir jene beliebige, unendich feine Verichiebnng gleich Rull.“ Dieſes 
Seieg, weibes, wenn mın die Beriniebungen nach eimander in Richtung der 
drei Coordmatenabien wermimmt, die im 3.25 gefunnenen drei Gleichgewichts⸗ 
bedingungen liefert, Liör Ab im uleiher Weite auf jeden beliebigen Körper, 
ver wer befichig uielen und betiebug gerühteren Kräften angegriffen wird, in 
Anwendung bringen. u dem Ende dentken wir mie einzelnen materiellen 
Bunte A,, Az, 45... durh fee ſarte Yımiem, tie alje feiner Beränderung 
im ibrer Länge fähig find, oder durd ummstehnkare, volllommen biegjame 
Fäden mit eimınzer verkunzen, bebandeln alio zugleich den Fall eines feiten 
Rarren Körpers, jewie ten eines Zutems; ven materiellen Punkten, denen 
eine gewifle gegenieitige Bewegung geſattet ik, werurh das Syſtem andere 
umd antere Formen unnebmen kann, tie Entferaung je zweier benachbarten 
Bunkte vabei aber mnier allen Umpinten umverinderlich bleibt. Die Kräfte, 
welhe im ven einzelme Punkten wirtiuu ſind une fh das Gleichgewicht halten 
jollen, jeien Pi, Pa,’ Ps... 63 it leiht erñichtlich, daß bei der gegen- 
feitigen Aufhebung diejer Rräfte in den Berbinpungäfinien, teip. in den Ber: 
bindungsfären je zweier benachbarter Punkte innere Kräfte hervorgerufen 
werven, welche, in Ridtung tieier Berbintungen wirtjam, ji einer Aenderung 
der unveränderlid angenommenen Entjernung wiberjegen. Dieſe inneren Kräfte 
venfen wir für jeven einzelnen Punkt durch eine Rejultante erjegt und be: 
zeichnen dieje jür die einzelnen Puntte mit Fi, Fr, F,... Das verlangte 
Gleihgewiht erfordert nun, daß die in den einzelnen Punkten wirkſamen 
Kräjte und bervorgerufenen Widerſtände einander jelbft das Gleichgewicht halten, 
was nah $. 27 aber nur dann der Fall it, wenn die algebraiihe Summe 
der virtuellen Momente biejer Kräfte für jede beliebige unendlich kleine Ver: 
ſchiebung des betrefienden Buntes zu Null wird. Nehmen wir deshalb mit dem 
Spfteme materieller Punkte eine derartige Verſchiebung vor, und bezeichnen 
die auf die Araftrihtungen P,, Pa, Ps... projicirten unendlich Heinen Wege 
der Punkte A,, Ay, Az mit 61, 63, 63 ..., dagegen die Projectionen 
derjelben Wege auf die Wiverftände F,, Fe, Fz... mit 9, Pa» Ps -+ +, ſo 
erhalten wir als Gleichgewichtsbedingung bei n materiellen Punkten nGleihungen 
von folgender Form: 





As +hp=09 
B&+Fp=0, 
Fo, +B9%=0uf.m 
Die Addition dieſer Gleihungen liefert die Gleichgewichtsbedingung für 
jedes beliebige Syftem von materiellen Punkten, nämlich: 
ZPRos+Zhp=0 .. ...(9N 
wobei alfo eine gewiſſe Veränderung der gegenfeitigen Abftände der benad: 
barten Punkte zuläffig ift. Unter den unendlich vielen virtuellen Verſchie— 
bungen, welche man den einzelnen Punkten eines materiellen Syſtems ertheilen 
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lann, ift diejenige beſonders bemerlenswerth, bei der bie Punkte ihre gegen« 
feitigen Abftände von einander nicht ändern, mo alfo entweder das 
Syſtem als Ganzes verſchoben wird, oder wo überhaupt ein feiter ftarrer 
Körper vorgelegt iſt. In diefem Falle find z. B. die in der Verbindungs- 
linie A, A, auftretenden Widerftände F’ und F“ einander glei, aber ent» 
gegengefegt gerichtet, und werden, da die Länge ver Verbindungslinie A, Az 
für jede beliebige, unendlich Heine Verſchiebung unverändert bleiben fol, gleiche 
virtuelle Momente, jedoch mit entgegengefepten Zeihen dabei entwideln müffen. 
Bei der Addition der oben aufgeftellten Gleihungen muſſen ſich daber die 
virtuellen Momente der inneren Kräfte, da dieſe Verhältnifie in jeder Verbin: 
dungalinie ftattfinden, gegenfeitig vernihten, und wir erhalten deshalb als 
Gleichgewichtsbedingung für jeden feiten ftarren Körper oder für ein 
beliebiges Syſtem von materiellen Punkten, das als Ganzes vers 
hoben wird: 

zPR4=0 . on. (98) 
d.h. die algebraifde Summe der virtuellen Momente der äußeren 
Kräfte für jede beliebige unendlich Heine Verſchiebung gleid Null. 

Bar das urjprünglih gegebene Syſtem nicht volllommen frei, fanden 
ſich darin fefte Punkte, oder ftanden feite, volltommen glatte Curven ober 
Dberflähen damit in Verbindung, fo find viefe Verbindungen wieder durch 
entipredhende Reactionen zu erfegen, und es findet dann das durh F. 97 aus: 
geſprochene Geſetz auf dieſe materiellen Syfteme Anwendung, wobei in dem 
Ausdrud IP, 0, aud die virtuellen Momente ver Reactionen enthalten find. 
Laßt man aber von den unendlich vielen Verſchiebungen nur biejenigen zu, 
welhe die vorhandenen Verbindungen beftehen laſſen, fo ver 
ſchwinden vie virtuellen Momente diejer Reactionen in ver herangezogenen 
Gleichung, da die einzelnen materiellen Punkte eine Verſchiebung in Richtung 
diefer Reactionen nicht erfahren, oder aber entgegengejegt gerichtete gleiche 
Kräfte auftreten, deren virtuelle Momente ſich jederzeit aufheben. Für dieſe 
legte Annahme haben wir demnach aud für nicht volllommen freie feſte ftarre 
Körper oder beliebige Syfteme von materiellen Punkten, die als Ganzes ver= 
ihoben werben: 

EZPRo=0, 
wobei die Kräfte, welche zum Erfag der Verbindungen dienten, 
nigt mit in Rechnung zu bringen find: 

Iſt umgefehrt die Summe der virtuellen Momente der Kräfte P,, Pz, Pz-.., 
welhe an einem Syſtem materieller Punkte wirkſam find, für jeve unendlich 
Heine, den Verbindungen entſprechende Verſchiebung gleih Nul, jo befindet 
fih das Syſtem unter der Einwirkung der Kräfte im Gleichgewicht. Geſetzt, 
diefes Gleichgewicht findet nicht ftatt, ſondern es tritt bei irgend einer Ver: 
ibiebung, für welhe ZP, 0, = 0 ift, Bewegung ein, jo läßt fih das 
Gleihgewicht dadurch herftellen, daß man jeden der materiellen Punkte mit 
einer Kraft von entfprehender Größe verfieht, welche eine der entftandenen 
Bewegung entgegengefegte hervorrufen würde. Nennen wir diefe Kräfte für 
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we empinen Yarte 0,.0,,0,..., zu wen wem Fanfıen bei ber Bewe- 
gaxz prudzlegen zıenüh Meinen, su vie Rikmmag wieler Säfte proji- 
armer Eee 6,42, 65... je Dre wegen wei wen hergefiellien Gleich- 
yewir; ve Hesanz 

ZRA +ZIh=0 
Wa. Ta aber nah ver Berimiegang ZP, 6, bereits gleich O iſt, fo 


mie auch 
zZon=0 


es wirten aber vie einzelnen ftäne O,,0,. O,... der einttetenden 
Bewezung enizesen, es Ann ale tie virtuellen Memente O, %ı, O2 42... 
jümmäßh negctn, weshalb Vie aten geiemnene Beihung 20, =D ner 
vun im Griüßun; gehen lann, wenn wir jümmtlide Sräjte O,, O2, O,.. 
gleih Ru aunchmen, alie julafien, tab die Beringung 2 P, 6, — 0, dem 
Gleichgewichtszanand ves Eyitems bereits emtipricht. 

Aus ver allgemein giltigen, einjigen Gleihgewihtsberingung Z P, 0, = 0 
finden ſich wie in 5. 91 auigefleflten jechs Beringungen für das volllommene 
Gleich gewicht, wenn wir nad) der Reihe Beridiebungen des Syſtems in Rich- 
tung der drei Coordinatenachſen und um viejelben als Drehachſen vornehmen. 


Nebungen. 


1. Zwei Kräfte von 17 und 33 Kilogramm wirken in paralleler Richtung 
an zivei feſt mit einander verbundenen Punkten, die 8” von einander entfernt find. 

Es ift die Nefultante und deren Angriffspunkt zu beitinnmen: 

50 Kilogramm; 5,28” und 2,72”, 

2. Zwei parallele Kräfte von 12,5 und 25 Kilogramm wirlen an zwei 
feft mit einander verbundenen Punkten nach derſelben Richtung. Die Mittel 
koft wirkt im einer Entfernung von 4” von dem Angriffspunli der Araft 
von 12,5 Kilogramm. 

Welche Entfernung haben die beiden Kräfte? 

6”, 

3. Eine Rraft von 52 Kilogramm fol in zwei parallele Kräfte zerlegt 
werden, die nad) derſelben Richtung wirken, 

a. wenn bie zu beftimmenven Kräfte um 2 und 3 von ber gegebenen 
entfernt find, 

b. wenn die eine Seitenkraft gleih 20 Kilogramm werben foll und 2” 
von der gegebenen Kraft entfernt ift. 

a. 31,2 und 20,8 Kilogramm; b. 32 Kilogramm und 1,25”, 


4. Eine Kraft von 20 Kilogramm foll in zwei parallele Kräfte zerlegt 
herden, von benen die eine der Kraft von 20 Kilogramm entgegenmwirkt, 
a. wenn die zu beftimmenden Kräfte 3 und 8" von der gegebenen 
entfernt find, 
b. wenn die der Kraft von 20 Kilogramm entgegenwirkende Kraft gleich 
30 Kilogramm ift und 6” von der gegebenen entfernt liegt. 
a. 32 und 12 Kilogramm; b. 50 Kilogramm und 3,6”. 


5. Es ift ein feſtes Syſtem von fünf materiellen Punkten durch die 
folgenden Eoordinaten gegeben: , =5,,=10; u =9, y=12; 3 =17, 
=; 4 =20, y=13; 1, =15, y—=8. Die daran wirkſamen 
Käfte find der Reihe nad: 50, 30, 70, 90, 120 Kilogramm, Die Wintel, 
welche die Kraftrichtungen mit den Coordinatenachſen bilven, feien: a, = 70°, 
b=20°; &, = 60°, Ba = 150°; &% = 120°, 8, = 30°; a, = 180°, 








120 Dritter Abſchnitt. Erſtes Gapitel. 


Bs= 120°; , = 90°, = 0°. Es ift die Refultante der Größe und 
Richtung nach zu beftimmen: 
X=50.00870 +30.cos 60 + 70.008120 -} 90.008150 +4 120.c0890 


=— 80,842, 
Y=50.c0820 +30.c08150 + 70.c0830 + 90.008120 + 120. 0s0 
= + 156,626, 
R= V 80,842? + 156,626? = 176,259 Rilogramm, 
80,842 156,626 











00 = ; 0080 3 daher g = 117°18'1" 


o= 27°181". 
Nn=_ZP, (yı c08&, — x, c08 ß,) = 50 .cos 70.10 + 30.c0s 60.12 
+ 70.cos 120.14 + 90. cos 150.13 — 50. cos 20.5 — 30. cos 150.9 
— 70 .c08 30.17 — 90. cos 120.20 — 120.c080.15 = — 3083,915 
= Rr= — 80,842 .y — 156,626 x 
r= 17,5 umdy=— 1,95 2 + 38,14. 

Zur Herftellung des Gleichgewichts muſſen wir eine ſechste Kraft gleih 
176,259 Kilogramm anbringen, welche mit der X-Achſe einen Winkel von 
62°41’59” und mit ver Y-Achſe einen von 152°41’59” bildet, 

Zur Beftimmung der Coordinaten z, y de Angriffspunktes hat man bie 
Gleichungen ZPı 6080, Yı + Ps 608% Y = 0 und 

ZPı cosß, 2, + Pr cos ßB. æ, = 0 
— 1152,245 + 80,842. = 0, d. b. 9, — 14,25 
1931,670 — 156,626... = 0, d. h. 2, = 124. 

6. Fünf parallele Kräfte gleih 4, 12, 17, 25 und 60 Kilogramm 
wirken an fünf Punkten einer geraden Linie, wobei die Kräfte von 12 und 
25 Rilogtamm ben übrigen gerade entgegengejegt gerichtet find. Von einem 
in derfelben Linie gegebenen Punkte haben die Angriffspunkte der Kräfte eine 
Entfernung von 5, 7, 9, 11 und 15”, 

Wo liegt der Angriffspunkt der Refultante und wie groß ift diefelbe? 
Refultante . . eo. 44 Kilogt. 
Entfernung von dem feften Vunlte auf ver geraben Linie = 16,23”, 

7. Die Coorbinaten de3 Mittelpunkt der parallelen Kräfte zu finden, 
die in einer Ebene liegen und folgendermaßen gegeben find: 


176,259 176,25‘ 




















PA= 33 Kilogr. 7 = + 25, 91 
B= 2% » 3=-—-10% 
P, 3» 3-45, 9% 
B. — — 
BR= 190 2534283, 90 - 18. 


& = 17,15" und y = — 36,89". 
8 Ein Stab von der Länge a iſt an feinen beiden Enden unterftügt. 
Auf denjelben wirken drei parallele Sträfte P, Q, R vehtwinfelig zum Stabe, 
wodurch derſelbe in die Abſchnitite d, c, d, e getheilt wird. Es find bie 
Drude auf die Unterftügungspunkte zu beftimmen: - 
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n,_Po—D+Qd+9+Re 
.,, 


« 
Ra—-o)+Q b-F)+Pb 
D= —, - 
& ſei P= 400, Q= 300, R = 500 Kilogramm; a= 16, 5= 2, 
c=4 und d= 6", dann ift: D, — 662,5 Kilogramm, D, — 537,5 Kilogramm, 
9. An einem feiten Spitem von vier materiellen Punkten wirken vier 
Kräfte nach beliebigen Richtungen, deren Gefammtwirktung zu beftimmen iſt. 
Die Punkte find durd ihre Coordinaten x, y, 2, die Kräfte durch ihre Grdhe 
P, und veren Richtung durch die-Winlel &, ß, y mit drei Coordinatenachſen 
gegeben. 
P= 50 Rilogr., a, =60°, 9, =40°, hi, 1 =0,1=0,1=0, 
P= 70 » =65°,ßa—=45°, ya ſiumpf, e,2= 7", 
B=% » 8=70,B=50°%, y ſpin, =, y=5",2,=8", 
P,=120 » 94=75°%,B,=55°, ya ftumpf, 2,= 3", y,= 6", 2, = 9", 
Der dritte Winkel beftimmt fih nad der in Nr. 17 der Uebungen des 
zweiten Abſchnitis angegebenen Formel: 
cos y = — cos (a + B). cos (a —P) 
X= 116,423 Kilogtr, R— 249,325 Kilogt, Li= 1838,608, 
Y= 214,480 » e= 62° 948" M m = — 928,947, 
Z=— 51057 » = 30°39'20" Na= 86,903, 
T = 101°49'. 
Qq = 2061,789; A = 26° 54'20"; u = 116°46'45”; v = 87° 35'4". 
Gleichgewicht ift nicht vorhanden, daher zu unterjuhen, ob fih Qg 
und R zu einer Gejammtrefultante Z vereinigen lafjen. Zu dem Ende muß 
L1.X+Mm.Y+Nn.Z=0 fein. Es ift aber: 
1838,608.. 116,423 — 928,947..214,480 — 86,903.51,057 = 10378,7 
und deshalb eine Vereinigung unmöglich. 


10. In der vorigen Aufgabe mögen die Coorbinaten 4, Ya, 24 der 
Kraft von 120 Kilogramm fo umgeändert werben, daß eine Bereinigung zwi— 
hen R und Qg möglih werde. Es behalten hierbei X, ,Z, BR, o, r 
die berechneten Werthe, dagegen erhalten wir: 

Li= 659,575 + 68,829 . 24 + 98,262. y4, 
M m = — 369,639 — 93,262 . 24, — 31,058. 2, 
Nn= 107,042 + 31,058 .y4 — 68,829 .2,. 
Hieraus folgt: 
(Z i— 659,575) 31,058 + (Mm + 369,639) 68,829 
= (Nn— 107,042) 93,262. 
LIA 2216 Mm — 3008 Nn=— 481,034 ... .. (DW) 
Die zweite Gleihung erhalten wir aus der Bedingung der Vereinigung: 
L1.116,423-+ Mm. 214,480 — Nn.51,057=0. 
Li+182 Mm — 04386 Nn=0 . ......() 




















Zır behulten den früheren Verib wa Mm — 928,947 bei, fub: 
Eiruiren dieien im tem vertchenten Gleichungen war beffimemen dadurch Nr 
= 52,108 und Li= 11733,975. 

Zuktitsizen wir tieie Bertbe im tem etigen Gleidumgen für 1, ya 2. 
jo entitebt: 

68,829 z, + 93,262 y, = 1074,400 

93,262 x, + 31,058 :, 

31,088 4, — 68,329 2, = — 51,934, 
Rat, ta vie trei Gleihumgen von einander abbingig fin: 











244 11,520. 
, 2 = 5,997, 94 = 11,52 zujammengebörige 
brauchbare Coordinaten tes vierten Banfıes. 
11. Bei Berufung der in der vorigen Auigabe gefundenen Werthe joll 
die Bereinigung von Qgq und B zur Geiammtrejultante vorgenommen werben. 
“in 
R= 249,325 Rilogr.; e = 62° 9’48”; 6— 30° 39'20”; = 101°49', 











X = 116423 Riloge.; Y = 214,480 Silogr.; Z = — 51,057 Rilogr., 
. Li= 1733,975; Mm = — 928,947; 52,108. 
Qq = 1967,823; 2 & 28°13'; p = 118° 1077”; » = 88° 28'57". 


Die Coordinatn x, y, z der Rejultante befimmen fid durch die 
Gleichungen: 
1733,95= Yz—Zy= 214480. 24 51,087.9, 
928,947 = Zr— Xz 51,057 ..2 — 116,423. z, 
52,108 = Xy— Yzx 116,423 .y — 314,480 .2. 
Aus diefen drei abhängigen Gleihungen erhalten wir: 
IBBBB 
— 4,2008 z + 33,961. 
€ find hiernach yet =0, z= 18,19, y = 33,961 zufammengehörige 
brauchbare Coordinaten de3 Angriffspunttes der Gejammtmitteltraft R. 
Gleichgewicht lann hergeftellt werden durch eine fünfte Kraft P, = 249,325 
Kilogramm, deren Richtung durd die Winkel 
&% = 117°50'12”, B, = 149° 20'40", 9, = 78° 11 
beftimmt ift, und melde einen Punkt des feften Syſtems angreift, deſſen 
Eoorbinaten z= 18,194, y — 33,961, z = 0 genommen werben fönnen. 
12. Ein feftes Syftem von fünf materiellen Punkten, deren Lage durch 
die folgenden Coorbinaten gegeben ift: 
= werde durch parallele Kräfte von folgender 
Oi und Richtung angegriffen: 
= + 60 Riloge, P, = + 70 Kilogr., 
2 = — 90 Riogr., P, = — 150 Kilogt., 
= + 200 Rilogr. 
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63 find vie Refultante fowie die Goorbinaten des ittelpunktes der 
parallelen Kräfte zu berechnen: 

R=ZP, = % Kilogr.; 2 = ZP, 2 =240, 
y=ZPy=270, 
Pe 1 = 300, 

z=Yıy=3; = 1%. 

13. Zwei gewichtslofe Stangen von ungleicher Länge find mit bem 
einen Ende durch ein Charnier verbunden, während die anderen Enden auf 
dem Fußboden ruhen, wobei die Richtungen ber Stangen in einer zu demfelben 
normalen Ebene liegen und die Winkel « und ß bilden. Auf das Charnier 
wird nad einer zum Fußboden normalen Richtung ein Drud P ausgeübt. 

Wie groß ift der dadurch ausgeübte Drud auf den Fußboden? 





Anflöfaungen. 
& Durd Zerlegung nah Rihtung der Stangen (Fig. 80). 
Fig. 80. 























Bern a mern 
S=P cos ern 
52 = Py 000 ß eh 

2. = S 


v6.D+D=P 
b. Durch Zerlegung nad paralleler Rihtung an die Fuß— 
punkte der Stangen (Fig. 81a. f. S.). 





P+PR=P 
P,o= Pyd. 
_ d_ _ „einacoß 
a Pnar) 
B=P o pin Boos a 
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Aus dieſen beiden Gleichungen ergiebt ſich: 

0,374 M m — 2,564 Nn = — 481,034. 

Wir behalten den früheren Werth von Mm — 928,947 bei, fub: 
ftituiren diefen in den vorftehenden Gleihungen und beftimmen dadurch Nr 
= 52,108 und Li= 1733,975. 

Subftituiren wir diefe Werthe in den obigen Gleihungen für 24, Ya 24 
fo entjteht: 

68,829 2, + 93,262 y, = 1074,400 
93,262 x, + 31,058 z 569,308 
31,058 y4 — 68,829 2, = — 54,934, 
oder, da die drei Gleichungen von einander abhängig find: 
= — 0,338 2, + 5,997 
ya = — 0,738 2, + 11,520. 

Es find hiernach 4 = 0, #4 = 5,997, y4 = 11,52 zufammengehörige 
brauchbare Coordinaten des vierten Punktes. 

11. Bei Benupung der in der vorigen Aufgabe gefundenen Werthe ſoll 
die Vereinigung von Qg und R zur Gefammtrefultante vorgenommen werden. 
Es it 
R= 249,325 Rilogr.; e= 62° 9’48”; = 30° 39'20”; 7 = 101°49', 
116,423 Kilogr.; 214,480 Rilogr.; Z= — 51,057 Kilogr., 

. Li= 1733,975; Mm = — 928,947; Nn = 52,108. 
Qq = 1967,823; A & 28°13’; u = 118° 10'7”; v = 88° 28'57". 
Die Coordinaten x, Y, 2 der Reſultante beftimmen ICH durch die 

































Gleihungen: 
1733,95 = Yz— Zy= 214,480.2-+ 51,057. 
928,947 = Ze Xz=— 51,057.2— 116,423. 2, 
5218 = Xy— Yı= 116,423.y— 214,480... 


Aus diefen drei abhängigen Gleihungen erhalten wir: 
x = — 2,2802 z + 18,194, 

— 4,2008 z + 33,961. 

Es find hiernach z= 0, * = 18,194, y = 33,961 zufammengehörige 
brauchbare Coorbinaten des Angriffspunttes der Gefammtmittelfraft R. 

Gleichgewicht kann hergeitellt werden durch eine fünfte Kraft P, — 249,325 
Kilogramm, deren Richtung duch die Wintel 

% = 117°50'12”, B, = 149°20’40”, y, = 78° 11’ 

beftimmt ift, und melde einen Punkt des feiten Syſtems angreift, deſſen 
Eoordinaten z= 18,194, y = 33,961, z = 0 genommen werben lönnen, 

12. Ein feſtes Syftem von fünf materiellen Punkten, deren Lage durch 
die folgenden Coordinaten gegeben ift: 
2, =0 \merbe durch parallele Kräfte von folgender 
3 | Größe und Richtung angegriffen: 
= + 60 Rilogr., P, = -+ 70 Rilogr., 
90 Rilogr., P. = — 150 Rilogr., 
= + 200 Silogr. 
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Es find die Refultante fowie bie Coorbinaten des Mittelpunttes der 
parallelen Kräfte zu beredinen: 

R=ZP, = % Kilogr.; 90.2=ZP, 2 = 240, 
9%.9=ZPAy= 270, 
90.2= ZP, 2, = 300, 
= yıy=3;2=1%,. 

13. Zwei gewichtsloſe Stangen von ungleiher Länge find mit bem 
einen Ende durch ein Charnier verbunden, während bie anderen Enden auf 
dem Fußboden ruhen, wobei die Richtungen der Stangen in einer zu demfelben 
normalen Ebene liegen und die Winkel « und ß bilven. Auf das Charnier 
wird nad einer zum Fußboden normalen Richtung ein Drud P ausgeübt. 

Wie groß ift der dadurch ausgeübte Drud auf ven Fußboden? 





Anflöfungen. 
a Durd Zerlegung nah Richtung der Stangen (Fig. 80). 
Big. 80. 























cos ß c0s& 
Para PP nern 
S=P, cosa ern 
S2= Py cos ß eh 
= 
D sin a cos ß D. sin Bcos« 
i ein(e +)’ ® sin (a + PB)’ 


v26:D+D,=P 


b. Durh Zerlegung nad paralleler Rihtung an die Fuß— 
punkte der Stangen (Fig. 81a. f. S.). 





B+B= 
P,o=Pyd. 
= d __„sinacosß 
A=PTa — 
—8 — ein ß oos & 
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Aus diefen beiden Gleichungen ergiebt fih: 

0,374 Mm — 2,564 Nn = — 481,034. 

Dir behalten den früheren Werth von Mm — — 928,947 bei, fub: 
ftituiren diefen in den vorftehenden Gleihungen und beftimmen dadurch Nn 
= 52,108 und Li= 1733,975. 

Subftituiren wir dieſe Werthe in den obigen Gleichungen für 24, Y4 24 
fo entjteht: 

68,829 z, + 93,262 y, = 1074,400 
93,262 x, + 31,058 z 559,308 
31,058 y4 — 68,829 2, = — 54,934, 
oder, da die drei Gleichungen von einander abhängig find: 
u — 0,333 2, + 5,997 
— 0,738 2, + 11,520. 

Es find hiernach — =0, #4 = 5,997, 4 = 11,52 zuſammengehdrige 
brauchbare Coordinaten des vierten Punltes. 

11. Bei Benugung der in der vorigen Aufgabe gefundenen Werthe ſoll 
die Bereinigung von Qg und R zur Gefammtrefultante vorgenommen werben. 
Es if 
R= 249,325 Rilogr.; e= 62° 9'48”; 0= 30° 39'20”; 7 = 101°49', 
116,423 Rilogr.; 214,480 Rilogr.; Z= — 51,057 Kilogr., 

„ Li= 1733,975; Mm = — 928,947; Nn = 52,108. 
Qq = 1967,823; A & 28°13'; u = 118° 10'7”; v = 88° 28'57". 
Die Coordinaten x, y, 2 der Refultante beftimmen ſich durch die 


















Gleichungen: 
1733,976 = Yz—Zy= 214,480.2-+ 51,057.y, 
— 928,997 = Zı— Xz=— 51,057.2 — 116,423. z, 
5218=Xy— Yr= 116423.y— 214,480.x. 


Aus diefen drei abhängigen Gleihungen erhalten wir: 
WB 18,194, 
— 4,2008 z + 33,961. 
Es find hiernach J =0, * — 18,194, y = 33,961 zuſammengehdrige 
brauchbare Coordinaten des Angriffspunktes der Geſammtmittelkraft R. 
Gleichgewicht lann hergeſtellt werden durch eine fünfte Kraft P, = 249,325 
Kilogramm, deren Richtung durch die Winkel 
&g = 117°50'12”, B, = 149° 20’40", . = 78° 11 
beftimmt ift, und melche einen Punkt bes feſten Syſtems angreift, deſſen 
Coorbinaten æ ⸗ 18,194, y = 33,961, 2 = O genommen werben können. 
12. Ein feites Syſtem von fünf materiellen Punkten, deren Lage durch 
die folgenden Coordinaten gegeben ift: 
=0, 7 =0Ytwerde durch parallele Kräfte von folgender 
3 u und Richtung angegriffen: 
4 = + 60 Riloge, PR = + 70 Rilogr., 
5 2= = — 90 Rilogr., P. = — 150 Rilogr., 
2=6’ P,=+ 200 Kilogr. 
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Es find vie Refultante fowie die Goorbinaten des Mittelpunktes ber 

parallelen Kräfte zu berechnen: 
R= EP, = % Riogr.; O.2= EP, x, = 240, 
9%.9y=ZPy=270, 
9%.2z=ZP, 2, = 300, 
s=hy= =, 

13. Zwei gewichtsloſe Stangen von ungleiher Länge find mit bem 
einen Ende durch ein Charnier verbunden, während die anberen Enden auf 
dem Fußboden ruhen, wobei die Richtungen der Stangen in einer zu bemfelben 
normalen Ebene liegen und die Winkel © und ß bilden. Auf das Eharnier 
wird nad) einer zum Fußboden normalen Richtung ein Drud P ausgeübt. 

Die groß ift ber dadurch ausgeübte Drud auf ven Fußboden? 





Anflöfungen. 
& Durch Zerlegung nah Rihtung ber Stangen (Fig. 80). 
Fig. 80. 

















J Ba 
fi D —R 
ner he tat 
S3=P coa= en 
S,= P, cos ß eh 
2. = 8 


v»6:D+D=P 
b. Durch Zerlegung nad paralleler Richtung an die Fuß— 
puntte der Stangen (Fig. 81a. f. S.). 


PR+PR=P 

Po=P,d. 

d sin a cos B 
PR =P—- = P— —* 
ıT0+d nat 
m=Pr— sin Boos « 


etd mar 
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Die dadurh n. $. 36 entftandenen Kräftepaare + P, ce und — P,d 
bringen wir auf die gleiche Breite d sine —a sin ß, fo werden auch die 
Sig. sı Kräfte gleih groß, gleih S, und 
g.8. > fbieben die Baare fo, daß zwei der 
Kräfte der Paare oben im Charnier 
nad} entgegengeiegter Richtung wirken. 
Dieje beben fi auf, ebenfo die bei- 
den anderen Kräfte der Paare, im 
Fußboden wirtiam, welche ven Schub 
nad beiden Seiten vorftellen, der 

alſo glei groß ausfällt, 





sinacosß cos« 





Ss=? ein (at) eina’ 
Ss cosacoß 
sin («+ P) 
©. Durch Annahme der entftehenden NReactionen (Fig. 82). 
Fig. 82. 





Wir fehen A als Coorbinaten: Anfangspunft an, fo it für den Gleich: 
gewichtszuftand: 
P—-N—-N=0, 
s—-.=0, 
Pc—-NCc+d)=0, 
d. h. = S, un P=N + N. 


sin ß cos «& 
Mapa nah) 
—psmacoß 
MSPnath 


Wollte man den Shub S= Ss = Sz der Größe nach lennen lernen, 
fo müßte man in gleiher Weije wie in b. verfahren. 

14. Eine gerade gewichtsloſe Stange ruht mit ihren Enden auf zwei 
volllommen glatten geneigten Ebenen, für die eine durch die Achſe der Stange 
gelegte Berticalebene rechtwinkelig ausfallen mag. In einem beliebigen Punkte 


j 
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der Stange wird ein Drud P in einer zur Horigontalebene normalen Richtung 
auögeübt. Es iſt die Gleichgewichtslage der Stange zu beftimmen. 

Erfte Auflöfung. Die in dem vorliegenden Falle entftehenden Reac- 
tionen N, und N, (Fig. 83) find in den Endpunkten des Stabes normal 
zu den geneigten Ebenen anzunehmen, 
Fig. 83. und liegen mit P in ber durd bie 
Achſe des Stabes gelegten Bertical: 
‚ebene. Wenn die Reactionen bie 
Wirkung des Gewichtes P vernichten 
follen, fo müffen fi die Richtungen 
von N,, N, und P in einem Punkte 
E ſchneiden. Zu dem Ende it AE, 
over BE, oder der Winfel y dem 
Gleichgewichtszuſtande gemäß zu be 
ftimmen, da die Länge der Stange 
gleich a + 5 belannt it. BD 
= beosy— BEsina, b. h. 


BE=»?. 
sine 





Weiter ift aus dem Dreied AEB 
BE:a+b= sn (R—B—y):sin(2? R— a —P) 
=o(y+ B; a e+ e) 
_ cos (y 
BE=@+) 5 —2 
Durch Gleichſetzung der beiden für BE gefundenen Werthe erhalten wir: 
zer _ (+9 














ein an (+ e) 

bin (B + 0) = (a + b) sin a (cos B— sin B tang y) 
P —bsn(ß+a)+(a+d)sinacosß 
eng y (@ +) sin a sin ß 
tangy = ee 


Zweite Auflöſung. Bir nehmen A als Coordinaten-Anfangspunkt 
(dig. 84 a. f. S) und zerlegen die Reactionen N, und N, nad der Kraft 
tihtung von P und normal dazu, fo find vie Gieichgewichtsbedingungen: 

P — N,00s«a — N, coß=0 
N, sinß— N,eine=0 





Pm — Nan=0. 
Hieraus folgt: 
sina 
P mp PN sa =0 
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"=emya=istbieiz—er 
a SE en 
asniß+a1=ie + bisinßıose + sinatangy) 
u EB t ee + Hanßcne 
—— —— 


_eeagß—betge 
Wg7= ge 


Dritte Unlöfung. Bei terieiien Jetleauag ver Roxtienen N, und 
N, wählen wir den Wnzrinsyurh C ver Arart P zum Coertinsten-Bnfangs: 





Die Ieften beiden Bleidhungen genügen, die Gleichgewichtslage zu beftimmen. 
r . sina 
u Be 
n2=beos(y— e)undn =acos(y+P) 
— ze EL 3 207 27) 


bein ß cos æ + beinßsinatangy 
=asinacosß — asina sin Blangy 
—bsinßcosa + asinacosß 


tangy = (@+ mama 
acotg ß — b coli 
tungy = gene. 


Die Rehnung würde viel größer werben, wenn man einen Punkt, ver 
zu den drei Kräften in feiner Beziehung ſteht, zum Coorvinaten: Anfangs- 
punlte wählen wollte. 
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15. Ein Stab von der Länge ! (Fig. 86) ſei um den Winkel & gegen den 

dußboden geneigt, indem er ſich mit feinem oberen Ende gegen eine verticale Wand 

lehnt. In der Entfernung @ von dem unteren Ende 

Fig. 86. wiirkt ein Gewicht P in einer zum Fußboden nor- 

malen Richtung, während ber Stab ſelbſt ohne Ge: 

wicht vorausgefegt wird. i 

Wie groß ift der normale Drud D und der 

Schub S am unteren Ende des Stabes, wenn bie 

durd die Achfe deſſelben gelegte Berticalebene zur 
Band normal ift? 
D=P 





“n'r Ss= PZ.cotg a. 
16. Wie ändern fid) die erhaltenen Refultate, wenn unter den obigen 
Vorausfegungen der Stab (Fig. 87) fih gegen eine Mauerkante legt, die 
J der Durchſchnittslinie zwiſchen Wand und 
ig. 87. Fußboden parallel läuft? 
D= Piz end, 
S=y,P T sin2a. 





17. Ein Stab ohne Gewicht von der 
Länge 1, ftügt fih mit dem einen Ende A 
gegen eine glatte horizontale, mit dem anderen 
gegen eine glatte verticale Ebene und ift in der Entfernung a von dem Ende 
A durch ein Gewicht P belaftet, daß nad; einer zur Horizontalebene normalen 
Rihtung wirkt. Das Ausgleiten des Stabes wird durch die Befeftigung defjelben 
mittelft eines gewichtlofen Seile, mit einem Punkte C ver Durchſchnittslinie 
der beiden betreffenden Ebenen, verhindert. Es ift die Spannung S dieſes 
Seiles zu beftimmen, wenn die Punkte A, B, C in einer zu beiden Ebenen 

normalen Ebene liegen, und der Neigungs⸗ 
Big. 88. winkel des Stabes gegen die Horizontalebene 
glei) a, der des Geiles gleich B gegeben iſt. 

Erfte Anflöfung. Wir legen die Kräfte 
P und S parallel ihrer Richtung nah A 
(Fig. 88). Die dabei entftandenen Paare 
bringen wir auf die Breite 2 sin « und 
ſchieben biefelben fo, daß die einen Kräfte der 
Paare im Fußboden, die anderen aljo in B 
normal gegen die Mauer wirken. Der Schub 
in A nad ver Richtung AD ift demnach: 


P cots æ + Ssinßcotge. 





2% Tre Bike Exit Exp‘ 

Bıcı dee in 4 riinme for Ä nnd mare zu wer Kader 
wu, w inter me n& Semupmmcmenpeme sak Mom; zen AC, 
2er sms Riot rugegeupeg un-tiom: 

mei 
Fir zen uk De Bummgenudu: 1u Daher: 


Smd= Pl mgetSmörure 


Amer B— ra Brwe =FIme ' 
«me 
So —_—  —. 
ee 


B weten Te (Ka sr Die Cm 


Stabes T, wur T, tende man in A wird: 
iam, jerlexe rischen dherie wie Die juerft 
terhiz aelesız Eramenmi 5, ren S nab 
berizenialer wur werner Mihtemg, und 
jere vie Birfery ver Deriertsloomponen: 











BR +h= | 
Ba=Pl—e) | 
S +5=8 
Se=SU-d | 
1 
5 5! r 9 
e 
S=8S7 
a 
Isina 
ce saß 
Tsna 
(9, + Va)cosa= S,cosß 
PL ca +3 LrinBcoa= SIT eneßeina 
ce _ sinßcosa nd I—e __ cosßsina 








Tmar+h" T  ma@t+ß 
s (ein a cos BJ? — (ein ß cos a)? 


en(@+M) 


PZeona= 
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PT 0000 = Sein(«—ß) j 


@ c08& 
daher S=P T 
Dritte Auflöſuug. Wir nehmen die in den Punkten A und B ent: 
fehenden Reactionen N, und N, (dig. 90) normal zu den Ebenen zu Hülfe, 
zerlegen die Kraft S nad) Richtung von 40 und BC, und wählen C als 
Coordinatens Anfangspuntt, fo find die Gleichgewichtsbedingungen: 
N —P—Scnß=0 
N—Scoß=0 
N, lcos a — Nalsina— P(l—a)oosa = 0. 
Hieraus folgt: 
(P+ S sin) lcosa — Slcosßsina—= P(l—a)cosa 
SI (sin B cos a — cos Beine) = — Pacos« 
Slein(«— PB) = Paoosa 


s=Pp# cos « 


T sin(a—Pp) 





18. Gin Stab AB ohne Gewicht (Fig. 91) von der Länge Z liegt in einer 
Lerticalebene und Tann fih um den Punkt A in diefer Ebene drehen, Das 
andere Ende de3 Stabes ift an einem gewichtloſen Seile befeftigt, das über 
eine in derjelben Verticalebene gelegene Rolle O geführt ift und von einer 
Kaft P geipannt wird. Es ift die Gleichgewichtslage des Stabes zu finden, 
benn in der Entfernung @ vom untern Gnde des Stabes das Gewiht Q 
angreift und P und Q@ nad) verticaler Richtung wirkſam gedacht werben. 

Segen wir AD=d, CD= als befannt voraus, fo handelt es ih 
m die Winlel BAE=a uw CED=B. 

Die Gleihgewichtälage ift durd folgende Gleihungen beftimmt: 

_o—Iesin« 
let er 
Pl. sin (B— 0) = Qa cos a. 
Bernide, Meganit, I. Zweite Aufl, 9 


10 Dre Indie. Erites Capitel. 
13 Ste AF Hr ri ame wie Mdie vor. In dem Punkte C 
rue wirt eine Kraft P, die mit der 
an Azre zen Rinfel a bildet. Wie groß ift 
zz Trıf auf die Bunfte A und B? 
zer Richtung der Achſe ift ein | 
2 Peus a wirtjam; der Trud 





vera m 4 zur Achje Oz 


Sie tele Ebene finde fih mit 
ir Zie AB feit verbunden (Fig. 93). 
3 Burtte C vieler Ebene wire eine 
arzt >, deren Richtung in dieſe Ebene 
Sud. ne mit der Trehachfe den Win- 
N Arpmme 
” Sie ob ih der Drud auf die 
Burke 4 une B? Wie groß iſt derjelhe, 
wen ne rat parallel der Drebachſe 
> — 
Birden vie Verbindungslinien CA 
v3 mit ver Trebadie die Winkel @ 
2 3. fe ıt ver in Richtung ven AB 
we Truct I, 
NM = Peosy. 
Tee zur Tresubie normalen Drude 
7 ad 20er! 


















nd+tyane 
snc+p 


—F waN=P 


ya sund 
ur Pr 


a” 
EG 
[7 


De 7} 
Fur Ne zweile Aigeie 0 zerge, d ervaiten wir: 






33 
ner die Wander z und B, u b. je größer 
Mihrenaig Dre Barite 4 And 3 ct 
“M=P. 
21. Eine Ebene sei in rei Vuntten 4, B. C ıig M), vie 
mut In gerader Nine Stegen. Anternuzt. Eine sur Ebene normal wirkende 
art P due ihren Ange alt SI imnerma des durch Vie Bunfte 4. 2, 


deſtimmten Trend Es iſt Der auf die Unterfüigungen ausgeübte Drud 
zu beregnen. 


N Bir baden für 4 ais Ceotdinaten-Anfangepuntt, unter D,, Da, D, 





ind am WW geitigen, et 2 





de zegunie 
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die Drude auf die drei Unterftügungspuntte verftanden, die Höhen bes Dreieds 
ABC mit hy, Rz, A, und die von S auf die Dreiedsfeiten gefüllten Rors 
malen mit p, q, r bejeihnend: 
. D)+D+D,—P=0 
Big. 9. Pg—D%,=0 
Pr—Dh=0. 
Hieraus folgt: 


q 
D,=P— 
—— 


——— 
D P. 
2 

Liegen in der vorigen Aufgabe die vier Punkte A, B, S, C in 
einer geraden Linie, fo erſcheinen vie Drude D,, Ds, D, ſammtlich unter der 
Form 3, d. 5. diefelben find unbeſtimmt. Der Grund für diefe Unbeftimmts 
beit Laßt fich ſogleich überjehen, wenn man bie Aufgabe direct behandelt. Wir 
haben in viefem Fall parallele Kräfte, die in einer Ebene liegen, für deren 
Gleichgewicht wir zwei Gleihungen gefunden haben: 

ZR =0(!mZRAs,=0. 

Die drei unbefannten Drude D,, Da, D, find aus biefen beiden Gleichungen 
nicht beftimmbar, wenn wir nicht nod andere Vorausfegungen machen. Geben 
wir 3. B. einem der Drude einen beftimmten Werth, fo find die beiven anderen 
aus den obigen Gleihungen beitimmbar. Bringt man die oben entwidelten 
Werthe für D,, D, und D, unter eine andere Form, fo erhält man aud 
für den vorliegenden Fall für alle drei Drude beftimmte Refultate, nur ift 
daran zu denken, daß dies nicht die allein richtigen find, ſondern daß fi, der 
obigen Bemerkung zufolge, die Aufgabe auf vielfahe Weife Löfen laſſen wird. 

& it (Fig. 5) SA—=1L, SB=m, SC=n gefegt, und die Wintel 
in BSC, CSA, AS B mit «, ß, y bezeichnet: 


Big. 9. 





pe-Pp Yap mnein« . 
M "ah  mnsnatnlenßtimeny 
9“ 








D 
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In gleicher Weiſe werde D, und D, beredinet, dabei der Bunt S fo 
semählt, da a — B = y werde, dann iſt siny = — sin 2a und man erhält: 
mn 


D=PanFal—2lmese’ 
In 

D=PonFal—2lmese’ 

D= — 2mncosa 


antni—2imcoa 
Liegen die Punkte A, B, C, S in einer geraden Linie, fo iR « — 180°, 
cosa alfo = — 1 zu fegen, fo daß ſich ergiebt: 


mn 

D=Pon ia Fate 

D)=P_——r —_ 

:”"  matin+2im 
mn 

p.- 


22. Ein feſter Körper R (Fig. 96) fügt fih mit einem Punkte A 
gegen eine unverrüdbare Gbene V W, 
Big. 96. die gegen den Horizont unter dem 
Winkel @ gemeigt ift, während vie 
Achſe AB des Körper mit dem 
Horizont den Winkel B bildet. Im 
Endpuntte B des Körpers ift eine 
Kraft P angebraht, die mit der 
Achſe AB den Winkel y einſchließt, 
und in einem Punkte S ver Achſe 
wirft ſenkrecht abwärts eine Kraft Q. 
Es find die Gleichgewichtsbedingungen 
de3 Körper unter der Borausfegung 
zu entwideln, daß die fämmtlichen 
Kräfte fih in der duch 9 W und A B gelegten Berticalebene befinden. Zur 
Berehnung fi AB=a, AS—b und die Reaction in A normal zur ger 
neigten Ebene N. 











_nb .c»ß 
rar 
N= 0, VERePF en Faden Bonn) 
tang (ap DeoeBcony + asinßeiny, 





asinycosß — bcosßsiny 
Wirlt P horizontal, fo ift y = ß und 


P=QLengß 
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7 * 3 Vb cos ß)® + (a sin B)? 


_booeß® + asinß® 
td HemBeoeß' 





23. Jeder Körper von beliebiger Form, der in beliebig vielen Punkten 
von Kräften angegriffen ift und fih um eine fefte Achſe drehen kann, wird 
Hebel genannt. Der Hebel heißt einarmig (ig. 97), wenn ſich der Dreh: 


Big. 97. Fig. 98. 





” er 


| 
N 
B 


Q 


punlt Can einem feiner Enden befindet, zweiarmig (Fig. 98) im entgegen- 
gejegten alle, wobei man gleiharmige und ungleiharmige Hebel zu unter: 
ſcheiden hat, je nachdem 40 gleich oder ungleid BC if. Der Form nah 
zerfallen die Hebel in gerade und 
Fig. 9. Winkelhebei (Fig. 99). Neb 
men mir die in den Figuren durch 
C gehende Umdrehungsachſe als die 
Z:Ahfe, fo Tonnen nur die Com— 
ponenten.ber Kräfte in der X Y:Cbene 
Drehung bervorbringen. Für den 
Gleichgewichtszuſtand muß alſo nad 
8. 39 
Nn=ZP, (x cosß, — Yı 608 0) = 0 fein 
und die fefte Achſe wird einen Drud gleich der Nefultante R der auf ven 
Hebel einwirlenden Kräfte auszuhalten haben. 





24. Der Hebel FE (Fig. 100 a. f. ©.) eines Sicherheitsventils fei 0,5” 
lang, und es wirke bei Z auf benfelben eine ſenkrecht abwärt3 wirkende Kraft 
von 6 Kilogramm. In der Entfernung von 0,025” vom Drehpunfte F be: 
findet ſich der Stügpuntt des Ventile, welches vermöge des inneren Dampforuds 
gegen den Hebel gebrüdt wird. Wie groß ift diefer Dampforud unter Vor: 
ausfegung des Gleichgewichts? 

120 Kilogramm. 
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In gleichet Weiſe werde D, und D, berechnet, dabei der Punkt S fo 
gewählt, daß æ = B = y werde, dann iſt ein y = — ein 2 und man erhält: 


mn 

Di =Ponfai—:lmoose' 
In 

D=PonFni—amosa’ 

= —2mncosa 


mn+ni— 2imosa 
Liegen die Bunfte A, B, C, S in einer geraben Linie, fo ift « = 180°, 


cos alfo = — 1 zu fegen, fo daß ſich ergiebt: 
Di PanIn Fam 
Da = Po Fam 
DS Paaren 


22. Ein feiter Körper R (Fig. 96) ftügt fih mit einem Punkte A 
gegen eine unverrüdbare Ebene VW, 
die gegen den Horizont unter dem 
Winkel & geneigt ift, während bie 
Achſe AB des Körper? mit dem 
Horizont den Winkel B bilvet. Im 
Endpunkte B des Körper ift eine 
Kraft P angebracht, die mit der 
Achſe AB ven Winkel y einſchließt, 
und in einem Punkte S ver Achſe 
wirkt ſenkrecht abwärts eine Kraft Q. 
& find die Gleichgewichtsbedingungen 
des Korpers unter der Vorausfegung 
zu entwideln, daß die fämmtlichen 
Kräfte fi) in der durch 97 W und AB gelegten Verticalebene befinden. Zur 
Berehnung fi AB=a, AS—=5 und die Reaction in A normal zur ges 
neigten Ebene N. 








db cosß 

P Sm 

N= eY] I _ Ye" Tan? gab em Boosy m By) 
angdu y na DmeBeney + aunßeny, 


asin y cos ß — bcos ßsiny 
Birtt P horizontal, h fty=ß un 


P= QL 001g B 
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N= LVA + ann 


— asinß 
_ beosß? + asinß® 
ng + = HeinBeoeß 


23. Jeder Körper von beliebiger Form, der in beliebig vielen Punkten 
von Kräften angegriffen ift und fi um eine fefte Achſe brehen kann, wird 
Hebel genannt. Der Hebel heißt einarmig (Fig. 97), wenn ſich der Dreh: 





ig. 97. Big. 98. 
pP FEREEE EEE " 
A * 





a  —— 


Q 


punkt Can einem feiner Enden befindet, zweiarmig (Fig. 98) im entgegen: 
gejegten Falle, wobei man gleiharmige und ungleiharmige Hebel zu unter: 
ſcheiden hat, je nachdem A C glei over ungleih BC ift. Der Form nah 
zerfallen die Hebel in gerade und 
Fig. 9. Winkelhebel (Fig. 99). Nebs 
men mir die in den Figuren durch 
€ gehende Umdrehungsachſe als die 
Z:Ahfe, fo Fönnen nur die Com: 
ponenten der Kräfte in der X Y:Cbene 
Drehung hervorbringen. Für den 
Gleihgewichtzzuftand muß aljo nad 
8. 39 
Nn=ZP, (a cf, —Yı c08 0) = O fein 
und die fefte Achſe wird einen Drud gleich der Reſultante R der auf ben 
Hebel einwirlenden Kräfte auszuhalten haben. 


24. Der Hebel FE (Fig. 100 a. f. ©.) eines Sicherheitsventils fei 0,5” 
lang, und e3 wirke bei 2 auf denfelben eine ſenkrecht abwärts wirkende Kraft 
von 6 Kilogramm. In der Entfernung von 0,025” vom Drehpuntte 7° be 
findet fi) der Stügpunkt des Ventil, welches vermöge des inneren Dampfdruds 
gegen den Hebel gedrüdt wird. Wie groß ift diefer Dampforud unter Bor: 
ausſetzung des Gleichgewichts? 

120 Kilogramm. 
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Die dadurch n. $. 36 entſtandenen Kräftepaare + P, c und — P,d 
bringen wir auf vie gleihe Breite 5 sin & SA sin B, fo werden aud die 
Kräfte gleih groß, gleih S, und 
ſchieben die Paare fo, daß zwei der 
Kräfte der Paare oben im Charnier 
nad) entgegengefepter Richtung wirken. 
Dieje beben fi auf, ebenfo die bei: 
den amberen Kräfte der Paare, im 
Fußboden wirtjam, welde ven Shub 
nach beiden Seiten vorftellen, der 
aljo gleich grob ausfällt. 


Big. 81. 











Sa.sinß=Pıe 
_, asinß 
A ange” 
_ sinacosß cosa 
Ss=P er sin.’ 
S=P c08 & 608 . 
in (a +) 
©. Durch Annahme ver entſtehenden Reactionen (Fig. 82). 
Big. 82. 





Bir fehen A als Coorbinaten- Anfangspunkt an, fo iſt für den Gleich: 
gewichtszuſtand: 
- P—N—-N=V0 
Ss—=0, 
Pe—N(c+d)=0, 
d. h. Si =, P=N, + N. 


_ e_ __„sinßcose 
M=-P Ta” sin (@ + B)’ 
N= sin@cosß . 
"sn +Pß) 


Wollte man den Schub S—= S, = Sy der Größe nach kennen lernen, 
jo müßte man in gleicher Weile wie in b. verfahren. 

14. Eine gerade gewichtsloſe Stange ruht mit ihren Enden auf zwei 
volltommen glatten geneigten Ebenen, für die eine durd die Achfe der Stange 
gelegte Verticalebene rechtwinkelig ausfallen mag. In einem beliebigen Punkte 
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der Stange wird ein Drud P in einer zur Horigontalebene normalen Richtung 
ausgeübt. Es ift die Gleichgewichtslage der Stange zu beftimmen. 
Erfte Auflöfung. Die in dem vorliegenden Falle entftehenden Reac- 
tionen N, und N, (Fig. 83) find in den Enbpunkten des Stabes normal 
zu ben geneigten Gbenen anzunehmen, 
Fig. 83. und liegen mit P in der durch die 
Achſe des Stabes gelegten Bertical: 
‚ebene. Wenn die NReactionen bie 
Wirkung des Gewichtes P vernichten 
follen, fo maſſen fi die Richtungen 
von N,, N, und P in einem Punkte 
Eſſchneiden. Zu dem Ende it AE, 
oder BE, over der Winkel y dem 
Gleichgewichtszuſtande gemäß zu bes 
fimmen, da die Länge der Stange 
gleid a + 5 belanmnt it. BD 
= beosy— BEsina, d. }. 


BE=sEH. 





| 
13 
vr 


Weiter it aus dem Dreied AEB 
BE:a+b=sn(R—B—y):ein(?R—a— BP) 
=eos(y+ 9; ot «) 
co (y 
date 
Durch Gleihfegung der Beiden für BE gefundenen Werthe erhalten wir: 
87 _ (a +, erh 








en (+ eo) 

b sin (B + meta — in Bing) 
R —bein(B +0) + (a +) sina cos ß 
angy (a + ) sin a sin ß 
tangy = inet. 


Zweite Auflöfung. Bir nehmen A als Coordinaten-Anfangspunkt 
(Sig. 84 a. f. S) und zerlegen die Reactionen N, und N, nah ver Kraft: 
richtung von P und normal dazu, fo find die Gleichgewichtsbedingungen: 

P — M cos æ — N, csß=0 
N, sinß— N,sne=0 





Pn— Nyn=0, 
Hieraus folgt: 
sin a 
P 


— ß 
— 
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Die dadurch n. $. 36 entſtandenen Aräftepaare + P, c und — P,d 
bringen wir auf vie gleihe Breite d sina—a sin B, fo werden aud die 
Kräfte gleih groß, gleih S, und 
ſchieben die Paare fo, daf zwei der 
Kräfte der Paare oben im Charnier 
nach entgegengeiepter Richtung wirken. 
Dieje beben fi auf, ebenfo die bei: 
den anderen Kräfte der Paare, im 
Fußboden wirkſam, welde ven Shub 
nad beiden Seiten vorftellen, ber 
alfo gleich groß ausfällt. 








Sa.snß=P,e 

_p asinß 
A ange” 
_p sinwcosß cosa 

Ss=P sin(@ + P) sine’ 
_p 0 @coß 

S=P nah 

©. Durch Annahme der entftehenden Reactionen (Fig. 82). 
Big. 82. 





Bir fehen A als Coorbinaten: Anfangspunkt an, fo iſt für den Gleich: 
gewichtszuſtand: 
P—N—-N=0, 
3—,=0, 
Pc—NM(c+d)=0, 
vum P=N, + N. 
_p_°__ „sinßoose 
M=-Pza-! sin(a+ß)’ 
sin 0. cos ß u 
in(@+B) 
Wollte man den Schub S= S, = 5, der Größe nah kennen lernen, 
fo müßte man in gleicher Weife wie in b. verfahren. 
14. Eine gerade gewichtsloſe Stange ruht mit ihren Enden auf zwei 
volltommen glatten geneigten Ebenen, für die eine durch die Achſe der Stange 
gelegte Verticalebene rechtwinkelig ausfallen. mag. In einem beliebigen Punkte 


\=P 
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der Stange wird ein Drud P in einer zur Horigontalebene normalen Richtung 
ausgeübt. Es ift die Gleichgewichtslage der Stange zu beitimmen. 
Erſte Anflöfung. Die in dem vorliegenden Falle entitehenden Reac- 
tionen N, und N, (Fig. 83) find in den Endpunkten des Stabes normal 
zu den geneigten Ebenen anzunehmen, 
Fig. 83. und liegen mit P in der burd die 
Achſe des Stabes gelegten Bertical- 
‚ebene. Wenn die Reactionen die 
Wirkung des Gewichtes P vernichten 
follen, fo muſſen fih die Richtungen 
von N,, N, und P in einem Punkte 
E ſchneiden. Zu dem Ende iſt A E, 
oder BE, oder ver Winkel y dem 
Gleichgewichtszuſtande gemäß zu be: 
ftimmen, da die Länge der Stange 
glih a + 5 belamt it. BD 
= bcosy— BEsina, d. h. 


BE=b-—. 





| 
vr 


Weiter it au dem Dreied AEB 
BE:a+b=sn(R—B—y):sin(®R— a —P) 
=c08s(y ED. Er 
BE=( +9 "W+D 
49 gt mnßte 
Durch Gleihfegung der Beiben für BE gefundenen Werthe erhalten wir: 
zer Ir + DE) 














än(ß+e) 
nt —* (a + 5) sin « (cos B— sin Btangy) 
PAR —bsin(ß+a)+ (a+b)sina cos ß 
9 (a + d)rina en 
tangy = ———— 


Zweite Anflöfung. Wir nehmen A als Coordinaten-Anfangspunlt 
(Big. 84 a. f. S) und zerlegen die Reactionen N, und N, nad ber Kraft: 
richtung von P und normal dazu, fo find die Gleichgewichtsbedingungen: 

P —N,08@— N, coß=0 
N, snß— N,ene=0 
Pm— Nn=0. 





Hieraus folgt: ‚ 
P PN a=0 
np 


in®-te) 
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n=sssyn=let+breui7—e 
aßemir—e) 
aß+te) 
usa(ß+e)=ıe +bysnßiese + sinalangy) 
J ⸗ A α +disiaßcoe 
ngy (+ 
——— 
my= 
Tritte Anllöfung. Bei terielken Zerlegung ver Readionen N, und 
N, wäblen wir den Wugrinzpunkt C ver Kraft P zum Coorbinaten-Anfangs: 
yuntte (Fig. 85). Tie Gleihgewittsbebingungen ind 
P— N,cse— N csß—=0 
Neina— Niaß=0 
a+N\m=0. 
nm 


ePmy=Pıstb 











Die ledten beiden Bleihungen genügen, die Gleichgewichtslage zu beftimmen. 
nt gm =0 
a = beos(y—a)unda, =acos(y-+ß) 
sina 
beey—e)= “m co⸗ ¶ 4 6) 
b sin ß eos + bein ß sin a tang y 
= asin a cos ßB — a sin a sin Btang y 
—bsinßcosa -+asinacosß 





tangy= (e + b)einaenß 
acotg ß — b cot 
— = nenne. 


Die Rechnung würde viel größer werden, wenn man einen Punkt, der 
zu den drei Kräften in feiner Beziehung fteht, zum Coorbinaten: Anfangs« 
puntte wählen wollte. 
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15. Ein Stab von der Länge I (Fig. 86) fei um den Wintel & gegen ven 
Fußboden geneigt, indem er ſich mit feinem oberen Ende gegen eine verticale Wand 


Fig. 86. 


Yp ’p 





lehnt. In der Entfernung a von dem unteren Ende 
wirft ein Gewidt P in einer zum Fußboden nor⸗ 
malen Richtung, während der Stab felbft ohne Ge: 
wicht vorausgefegt wird. J 


Die groß iſt der normale Drud D und ber 


Schub S am unteren Ende des Stabes, wenn bie 
durd die Achſe defjelben gelegte Berticalebene zur 
Wand normal ift? 


D=P 
S=PÖ.001g 0. 


16. Wie ändern ſich die erhaltenen Refultate, wenn unter den obigen 
Vorausſehungen der Stab (Fig. 87) fih gegen eine Mauerkante legt, die 


Fig. 87. 





der Durchſchnittslinie zwiſchen Wand und 
Fußboden parallel Läuft? 


— 2? 
D= pt a c08 0‘ , 
I 
= YWPZ en2a 
17. Ein Stab ohne Gewicht von ber 


Länge 1, ftägt fih mit dem einen Ende A 
gegen eine glatte horizontale, mit dem anderen 


gegen eine glatte verticale Ebene und ift in der Entfernung a von dem Ende 
A durd ein Gewicht P belaftet, das nad einer zur Horigontalebene normalen 
Richtung wirkt. Das Ausgleiten des Stabes wird dur die Befeitigung deſſelben 
mittelft eine3 gewichtloſen Seile, mit einem Punkte C der Durchſchnittslinie 
ver beiden betrefienden Ebenen, verhindert. Es ift die Spannung S dieſes 
Seile zu beftimmen, wenn bie Punkte A, B, C in einer zu beiden Ebenen 


ig. 88. 





normalen Ebene liegen, und ber Neigungs⸗ 
winkel des Stabes gegen die Horizontalebene 
gleich @, der des Geiles gleich 8 gegeben ift. 

Erfte Auflöfung. Wir legen die Kräfte 
P und S parallel ihrer Richtung nah A 
(dig. 88). Die dabei entftandenen Paare 
beingen wir auf die Breite Z sin « und 
ſchieben biefelben fo, daß die einen Kräfte der 
Paare im Fußboden, die anderen alſo in B 
normal gegen die Mauer wirken. Der Schub 
in A nad der Richtung AD ift demnach: 


PZ eotga + Sein ßcotga. 


1% Driuer Ufer. Eries Capiırl. 
Ein vie in A würhume Asa S ma beripruaier wur werticaler Richtung 
yals, io erbalien wir ali Herirmsiemenmir nah Hihtung von A C, 
Ss 
Zir zen Jel des Glitgeride: ie naher: 
Swß= PT ouge ; Sanfeuge 
Suina eu ß— rin Bewai= PS. ce 


FT: 
S=PT weh 


Zweite Anföfung. Man jerlege P une S im zwei parallele Araͤfte 
P, wan P,, 5, uns S,, die in A und 
B wirfiam find (Fig. 89) Die Com: 
ponenten im Punfie B zerlege man nach 
ver Ridtung des Stabes und normal zur 
Band, tie Componenien in Richtung des 
Stabes FT, und T, teafe man in A wirt: 
jam, jerlege diejelben ebenjo wie die zuerft 
dorthin gelegte Gomponente S, von S nadı 
borizentaler und verticaler Richtung, und 
iege die Wirlung ver Herizontalcomponen: 
ten gleih Rull 











BR +Rr=P 
Pa=P(—e) 
Ss +8=S 
Se=Sl-g 
4-49 
© 
S=87 
a 
Tena 
_gmß_ge m 
37T sine 


(+ Vo) oa = Sjcosß 

r7 cos a +87 sin B cos a 31T eosBeina 
© _ sinßcosa um 1—c_ cosßsin« 
IT na + ı sin (@ + ß) 

s (ein a cos P)? — (ein Boos a)? 


sin («+ P) 

















a 
Pę cos 
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PZ csa=Ssin(a—ß) 


a co 
daher Ss=P T mad 
Dritte Anflöfung. Wir nehmen die in den Punkten A und B ent- 
fehenden Reactionen N, und N, (Fig. 90) normal zu den Ebenen zu Hülfe, 
jerlegen bie Kraft S nad) Richtung von A C und BC, und mählen C als 
Eoorbinaten» Anfangapunkt, fo find die Gleichgewichtsbedingungen: 
NM —P—Senß=0 
N—Sceß=0 
N, lcos «— Nalsina— P(li—a)oosa=0. 
Hieraus folgt: 
(P+ Sein ß) lcosa — Slcosßsina = P(l— a) cos a 
S 1 (sin ß cos a — cos Beine) = — Pacosa 
Siein(@—B)—= Pacos« 
Li c08& 
u PT aD 





1 
1 

Ki 

pP 


18. Ein Stab AB ohne Gewicht (Fig. 91) von der Länge 2 liegt in einer 
Berticalebene und kann fih um den Punkt A in diefer Ebene drehen. Das 
andere Ende des Stabes ift an einem gewichtloſen Seile befeftigt, das über 
eine in berfelben Derticalebene gelegene Rolle C geführt ift und von einer 
Kraft P gefpannt wird. Es ift die Gleichgewichtslage des Stabes zu finben, 
| wenn in der Entfernung a vom untern Ende des Stabes dad Gewiht Q 
angreift und P und Q nad) verticaler Richtung wirkſam gedacht werben. 

Segen wir AD=b, CD=c als belannt voraus, fo handelt es ſich 
m die Binfl BAE=a m CED=B. 

Die Gleichgewichtslage ift durch folgende Gleichungen beftimmt: 

_e—lein« 
tano ß 
Pl.sin(B— a) = Qacoosa. 
Bernide, Meganit, I. Zweite Kufl, 9 
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19. 63 ftelle AB (Fig. 92) eine feite Achſe vor. In dem Punlie C 
verjelben wirkt eine Kraft P, die mit der 
Big. 9. Achſe ven Winkel @ bildet. Wie groß ift 
der Drud auf die Punkte A und B? 
In der Richtung der Achſe ift ein 
Drud gleich Pcos« wicham; der Drud 


normal in 4 zur Achſe Rz — —— 


der in B wirfjame Drud Frei 

20. Eine fefte Ebene finde fih mit 
der Drehachfe AB feft verbunden (Fig. 93). 
Am Punkte C diefer Ebene wirke eine 
Kraft P, deren Richtung in dieſe Ebene 
fällt, und die mit der Drehachſe ven Win: 
tel y bildet. 

Wie groß ift der Drud auf die 
Buntte A und B? Wie groß ift derſelbe, 
wenn die Kraft parallel der Drehachſe 
wirkt? 

Bilden die Verbindungslinien CA 
und CB mit der Drehadfe die Wintel « 
und ß, fo ift der in Richtung von AB 
außgeübte Drud N, 

Na = Peosy. 

Die zur Drehachſe normalen Drude 

find aber: 
fr 4: N = prO&tNene 





u Jain sin («+ ß) 
. pre—nNenß . 
ICH 
Für die zweite Angabe 9 = O gefegt, fo erhalten wir: 
pP 


M=N= otga + cotgß 

Diefe find um fo geringer, je Heiner die Winkel & und ß, d. h. je größer 

die gegenfeitige Entfernung der Punkte A und B ift. 
NM=P. 

21. Eine Ebene jei in drei Punkten A, B, C (Fig. 94), die 
nit in gerader Linie liegen, unterftügt. Cine zur Ebene normal wirkende 
Kraft P habe ihren Angriffspunft S innerhalb des durch bie Punfte A, B, 
© beftimmten Dreieds. Es ift der auf bie Unterftügungen ausgeübte Drud 
zu berechnen, 

Wir haben für A als Goorbinaten-Anfangspunlt, unter D,, Da, D, 
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die Drude auf die drei Unterftügungspunfte verftanden, bie Höhen des Dreieds 
ABC mit h,, Ag, Az und die von S auf bie Dreiedafeiten gefühten Nor⸗ 
malen mit p, g, r bezeihnenv: 

D+D+D—P=0 
Fig. 9. Pg—-D,l,=0 
Pr—D,h=0. 
Hieraus folgt: 


D=P, 
r 
D=P; 

—pE2. 
D=Prf 


1 
Liegen in ber vorigen Aufgabe die vier Punlte A, B, S, C in 
einer geraden Linie, fo erſcheinen vie Drude D,, D,, D, ſammtlich unter der 


Form 3, d. 5. dieſelben find unbeflimmt, Der Grund für biefe Unbeſtimmt 


beit läßt fi ſogleich überfehen, wenn man bie Aufgabe direct behandelt, Wir 
haben in dieſem Fall parallele Kräfte, die in einer Ebene liegen, für deren 
Gleichgewicht wir zwei Gleichungen gefunden haben: 
ZR=-(!wZERu=0 

Die drei unbelannten Drude D,, Da, D, find aus dieſen beiden Gleichungen 
nicht beftimmbar, wenn wir nicht noch andere Vorausfegungen machen. Geben 
wir 3. B. einem ber Drude einen beftimmten Werth, fo find die beiden anderen 
aus den obigen Gleihungen beftimmbar. Bringt man die oben entwidelten 
Werthe für D,, Dz und D, unter eine andere Form, fo erhält man aud 
für ven vorliegenden Fall für alle drei Drude beftimmte Refultate, nur ift 
daran zu denen, daß dies nicht die allein richtigen find, fondern daß fi, der 
obigen Bemerkung zufolge, die Aufgabe auf vielfahe Weife Löfen laſſen wird. 

€ ift (Fig. 95) SA=1, SB=m, SC=n gefeht, und die Winkel 
in BSC, CSA, ASB mit a, ß, y bezeichnet: 


Fig. 9. 














Dn_pP_p er mn sine . 
\ h Yyah mnsina+ nisinß+ Imsiny 
FR 
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In gleicher Weije werde D, und D, berechnet, dabei der Punlt S fo 
gewählt, daß « = B = y werde, dann iſt siny = — sin 2a und man erhält: 


mn 
DSPan 
In 
D=PanFnl—2lmese’ 
D=P —2mncosa 


matni— 2lmosa 
Liegen die Punkte A, B, C, S in einer geraden Linie, fo iR « — 180°, 
cosa alfo = — 1 zu fegen, fo daß fi) ergiebt: 


mn 
D=Poaf ia Falm 
In 
— 
p. mn 


mntint2m 
22. Ein fefter Körper R (Fig. 96) fügt fih mit einem Punkte A 
gegen eine unverrüdbare Gbene VW, 
Big. 96. die gegen den Horizont unter dem 
Bintel © geneigt ift, während die 
Achſe AB des Körper mit dem 
Horizont den Winkel B bilvet. Im 
Endpunkte B de3 Körpers ift eine 
Kraft P angebradht, die mit der 
Achſe AB ven Winkel y einſchließt, 
und in einem Punkte S ver Achſe 
wirkt ſenkrecht abwärtd eine Kraft Q. 
Es find die Gleichgewichtsbedingungen 
des Korpers unter der Borausfegung 
zu entwideln, daß die fämmtlihen 
Kräfte fi in der duch 7 W und AB gelegten Berticalebene befinden. Zur 
Berehnung fi AB=a, AS—5 und die Reaction in A normal zur ger 
neigten Ebene N. 


P=Q% 


Q = = Z 
= Zain YO cos B? + (a ein? — 2a B ein Boos y sin By) 
._beosßcosy-+asinßsiny 
60 
an⸗ 
Wirkt P horizontal, fo iſt y= ß und 


P=aLengp 
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n=_8 V cos ß)® + (a sm B)® 


asinß 
__ boosß? + asinß? 
+ yainßenß' 
23. ever Körper von beliebiger Form, der in beliebig vielen Punkten 
von Kräften angegriffen ift und fi) um eine fefte Adfe drehen kann, wird 
Hebel genannt. Der Hebel heißt einarmig (Fig. 97), wenn fi ber Dreh: 





Big. 97. Big. 98. 
| | A—— ap 
* 191° r i 
| | 
| 
| i 
Q 


punlt C an einem feiner Enden befinvet, zweiarmig (Fig. 98) im entgegen: 
gejegten Falle, wobei man gleiharmige und ungleiharmige Hebel zu unter: 
ſcheiden hat, je nachdem A C glei oder ungleih BC ift. Der Form nad 
zerfallen die Hebel in gerade und 
Fig. 9. BWintelpebel (Big. 99). Neb: 
men wir die in den Figuren durch 
C gehende Umdrehungsachſe als die 
2.Achſe, fo können nur die Com: 
ponenten.der Kräfte in der X Y:Ebene 
Drehung hervorbringen. Für den 
Gleichgewichtszuſtand muß alfo nah 
8. 39 
Nna=ZP, (x c08ß, — Yı 608 0) = 0 fein 
und die feſte Achſe wird einen Drud glei ver Refultante R ber auf ven 
Hebel einwirkenden Kräfte auszuhalten haben. 


24. Der Hebel FE (Fig. 100 a.f. S) eines Sicherheitsventils fei 0,5” 
lang, und es wirfe bei Z auf denfelben eine ſenkrecht abwärts wirkende Kraft 
von 6 Kilogramm. In der Entfernung von 0,025” vom Drehpunfte 7’ be: 
findet fi) der Stügpunft des Ventils, weldes vermöge des inneren Dampforuds 
gegen den Hebel gebrüdt wird. Wie groß ift dieſer Dampfdruck unter Vor— 
ausfegung des Gleichgewichts? 

120 Kilogramm. 
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In gleichet Weiſe werde D, und D, berechnet, dabei der Punkt S fo 


gewählt, daß « = B = y werde, dann ift siny = — sin 2 a und man erhält: 
mn 
Dı =PonFni—2Imese 
D,=P In 


mn +ni—2imcosa’ 

— 2mncose 
mntni—2lmosa 

Liegen vie Punkte A, B, C, S in einer geraden Linie, fo ift « = 180°, 
cos alfo—= — 1 zu fegen, fo daß ſich ergiebt: 


D= 


mn 
D=Ponfin Fam 

D. p In 
2" mn+in+2im’ 

D=P 2mn 


matin+2im 
22. Ein fefter Körper R (Fig. 96) ftügt fi mit einem Punkte A 
gegen eine unverrüdbare Ebene V W, 
Big. 9. die gegen den Horizont unter dem 
Winkel « geneigt ift, während vie 
Achſe AB des Körper mit dem 
Horizont den Winkel B bildet. Im 
Endpunkte B des Körper3 ift eine 
Kraft P angebracht, vie mit der 
Achſe AB ven Winkel y einfäließt, 
und in einem Punkte S ver Achſe 
wirkt fenfrecht abwärts eine Kraft Q. 
& find die Gleichgewichtsbedingungen 
des Korpers unter der Vorausſetzung 
zu entwideln, daß die fämmtlihen 
Kräfte fih in der durch 9 W und AB gelegten Verticalebene befinden. Zur 
Berehnung fi AB=a, AS—=D und die Reaction in A normal zur ge 
neigten Ebene N. 
d cosß 








N= 





zn VOR BTF am — 


_bcosßcosy + asinßsiny 
nn yeoeß— beoeßemy' 
Wirlt P horizontal, fo ift y= ß und 


5 
P=Q— 
Qz eg ß 
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= NG F REm Pr 

N np VE Fand 

_ beosß® + asinß® 

nl + = HemBeoaß 

23. ever Körper von beliebiger Form, der in beliebig vielen Buntten 
von Kräften angegriffen ift und fi um eine fefte Achſe drehen kann, wirb 
Hebel genannt. Der Hebel heißt einarmig (Fig. 97), wenn fi der Dreh: 


Sig. 97. Big. 98. 


= 





Q 


punkt C an einem feiner Gnven befindet, zweiarmig (Fig. 98) im entgegen: 
gejegten Falle, wobei man gleiharmige und ungleiharmige Hebel zu unter: 
ſcheiden hat, je nachdem A C gleich oder ungleich BC if. Der Form nad 
zerfallen die Hebel in gerade und 
Fig. M. Winkelhebel (Fig. 99). Nebs 
men wir die in den Figuren duch 
C gehende Umdrehungsachſe als die 
Z:Adfe, fo können nur die Com: 
ponenten der Kräfte in der X Y«Cbene 
Drehung bervorbringen. Für den 
Gleichgewichtszuſtand muß alſo nah 
8. 39 
Nna=ZP, (a c08ß, — yı 608 0) = 0 fein 
und bie fefte Achſe wird einen Drud glei der Refultante R der auf ben 
‚Hebel einwirkenden Kräfte auszuhalten haben. 


24. Der Hebel FE (Fig. 100 a. f. ©.) eines Sicherheitsventils fei 0,5” 
lang, und es wirke bei 2 auf denfelben eine ſenkrecht abwärt3 wirkende Kraft 
von 6 Kilogramm. In der Entfernung von 0,025” vom Drehpunfte 7° be: 
findet ſich der Stügpunft des Ventil, welches vermöge des inneren Dampforuds 
gegen den Hebel gebrüdt wird. Wie groß ift dieſer Dampfdruck unter Vor 
ausfegung des Gleichgewichts? 

120 Kilogramm. 
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In gleicher Weile werde D, und D, berechnet, dabei der Punkt S fo 


gewählt, daß æ — B = y werde, dann ift iny = — sin 2 a und man erhält: 
mn 
D=P,n +n1— 21m cosa’ 
D,= In 


mn+ni—2imcosa’ 
— 2mncosa 


D=Pon Fat 2lmese 
Liegen die Punkte A, B, C, S in einer geraden Linie, fo ift « = 180°, 
cos@ alfo = — 1 zu fegen, fo daß fih ergiebt: 
mn 
D=PoaFTn Falm’ 
D,=P In 
2” mntin+2im 
2mn 
b 


22. Ein feſter Körper R (Fig. 96) ftügt ſich mit einem Punkte A 
gegen eine unverrüdbare Ebene VW, 
Big. 96. die gegen den Horizont unter dem 
Dinkel & geneigt ift, während die 
Achſe AB des Körpers mit dem 
Horizont den Winkel 4 bildet. Im 
Endpuntte B des Körpers ift eine 
Kraft P angebraht, die mit der 
Achſe AB ven Wintel y einſchließt, 
und in einem Punkte S der Achſe 
wirkt fenfreht abwärts eine Kraft Q. 
Es find die Gleichgewichtsbedingungen 
des Körper3 unter der Vorausfegung 
zu entwideln, daß die fämmtlichen 
Kräfte fi in der durh 97 W und AB gelegten Verticalebene befinden. Zur 
Berehnung fi AB=a, AS—D5 und die Reaction in A normal zur ge: 
neigten Ebene N. 











p= a2. 
a siny 
Na VERRAT Fan Tan Penn) 


Soos ß oos y + a sinßsiny 
nn yo — beosßeiny 
Wirkt P horizontal, fo it y=ß und 


d 
P=Q0— 
Q 2 tg ß 
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__Q N EITTLESCRET,) 
N= zeing VB ooe DT 
b cos ß? + asinß® 
(«—b) sin Bcosß 
23. Jeder Körper von beliebiger Form, ver in beliebig vielen Punkten 


von Kräften angegriffen ift und fi um eine fefte Achſe drehen kann, wird 
Hebel genannt, Der Hebel heißt einarmig (Fig. 97), wenn fih ver Dreh: 


tang («+ P) = 


ig. 97. ig. 98. 


| T ao" ß 
a TC i 


Bo; Pr 


we 


Q 


punlt C an einem feiner Enden befindet, ziweiarmig (ig. 98) im entgegen: 
gejegten Falle, wobei man gleiharmige und ungleiharmige Hebel zu unter: 
ſcheiden hat, je nachdem A C gleih oder ungleih BC ift. Der Form nad 
zerfallen die Hebel in gerade und 
Fig. 9. BWintelhebel (Fig. 99). Neb: 
men wir bie in den Figuren duch 
C gehende Umdrehungsachſe al3 die 
2⸗Achſe, fo können nur die Com— 
ponenten.ber Kräfte in der X Y«Cbene 
Drehung hervorbringen. Für den 
Gleichgewichtszuſtand muß alfo nah 
8. 39 
Nn=ZP, (a c08ß, —Yı 608 0) = 0 fein 
und die feſte Achſe wird einen Drud glei der Refultante R ber auf den 
Hebel einwirlenden Kräfte auszuhalten haben. 





24. Der Hebel FE (Fig. 100 a. f. ©.) eines Sicherheitäventils fei 0,5” 
lang, und e3 wirke bei Z auf denfelben eine ſenkrecht abwärts wirkende Kraft 
von 6 Kilogramm. In der Entfernung von 0,025” vom Drehpuntte ber 
findet ſich der Stügpunft des Ventils, welches vermöge des inneren Dampforuds 
gegen den Hebel gebrüdt wird. Wie groß ift biefer Dampfdruck unter Bor- 
auzfegung des Gleichgewichts? 

120 Kilogramm. 
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25. An einem einarmigen Hebel von 0,8” Länge ift ein Drud von 
30 Ailogramm in ver Entfernung 0,2“ vom Gtügpuntte wirffam. Wie groß 
iſt die zur Herftellung des Gleichgewichts nöthige Kraft am Ende des Hebels? 
75 Kilogramm. 


ig. 100. 


26. An einem zmweiarmigen Hebel von 2” Länge wirft an dem einen 
Ende, da3 von dem Drehpunlt 1,75” entfernt ift, eine Kraft von 5 Kilo- 
gramm. Wie groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichts nothwendige 
Kraft am andern Ende? 

35 Kilogramm. 

27. An einem Winkelhebel, deſſen Armlängen 0,6 und 2 betragen, 
wirft an dem Ende des 0,6” langen Armes eine Kraft, welche einen Winkel von 
60° mit vemfelben bildet. Wie groß it diefelbe, wenn ihr duch eine recht⸗ 
winkelig zu dem 2” langen Arme wirkende Kraft von 80 Kilogramm das 
Gleichgewicht gehalten wird? 

307,9 Kilogramm. 

28. Auf einer Welle A (Fig. 101), die in Zapfen D und E horizontal 
gelagert ift, fei eine Scheibe B in 
Big. 101. einer Verticalebene befeftigt. Diefe 
Anordnung heißt das Rad an 
der Welle. Eine in tangentialer 
Richtung zum Umfange der Scheibe 
wirkſame Kraft P joll eine im Um: 
fange der Welle ebenfalls nad 
tangentialer Richtung wirkende 
Kraft Q im Gleichgewicht halten. 
Der Halbmefler der Scheibe fei R, 

der der Welle r. 

PR—-Qr=0 


’ =Q-. 
P=05z 
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dr r= 0,130", R = 0,520", Q = 60 Kilogr. ift P= 15 Kilogr. 
Für r = 0,130”, R = 0,474", P = 10 Rilogr. ift Q = 36 Rilogr. 
Für P= 20 Rilogr, Q = 350 Kilogr., r = 0,2” ift R = 3,5", 
Für P= 30 Kilogr., Q = 370 Kilogr., R= 1,7" üt r = 0,14”, 

29. Eine Kraft Q wirft an ber Iofen Rolle A (Fig. 102) ſenkrecht ab» 
waͤrts, und bie Enden des Geiles, welches diefe Rolle trägt, find nad ent« 
gegengefegter Richtung um eine horizontal gelagerte Welle BC gewidelt, die 

an dieſen Stellen ver: 
Fig. 102. ſchiedene Durchmeſſer hat. 
Die Welle wird mittelſt 
der Kurbeln D durd eine 
Kraft P gedreht. Wie heißt 
die Bedingung des Gleich⸗ 
gewichts, wenn die Länge 
des Kurbelarms mit R, die 
Halbmeffer ver verſchieden 
Starten Welle mit r, und rg 
bezeichnet werden? Die 
Vorrichtung heißt Differen- 
tialhaspel. 
Zur Beſtimmung der 
Gleichgewichtsbedingung be⸗ 
nugen wir das Princip ber 
virtuellen Momente und 
laſſen das Syſtem im Sinne feiner Verbindungen eine unendlich Heine Ber 
wegung machen. Wird die Welle gedreht, fo midelt fih das eine Seilende 
auf den ftärferen Theil B ver Welle auf und das andere von dem ſchwächeren C 
ab, fo daß die bei jeder Umdrehung erlangte Geilverfürzung gleich der Diffe: 
renz dieſer verſchiedenen Wellenumfänge, der Weg von Q dabei aljo gleich 
der Hälfte diefer Differenz fein wird. 


2zR 
Hiernad find, unter n eine unendlich große Zahl verftanden: z > 























„zum, die virtuellen Geſchwindigkeiten der Kräfte P und Q, daher ift 


prrR_ ort — 0 
n n 





Für Q = 4700 Silogr., R = 0,470", r, = 0,130", 73 = 0,118" ift 
P= 60 Kilogr. 

30. Ein Räderwerk beftehe aus m Wellen A, B, C, D... ($ig. 103 a. f. ©.), 
von denen jede ein größeres und ein Heineres Rad trägt. An dem Umfange 
des größeren Rades ber erften Welle, d. i. in der Figur am Kurbelarme, 


meter ver Räder find ver Reihe 
noch durch B,, Bu, By,... R 
und . bejeichnet. 
Bie beißt die Bedingung des 


unter p das in Pr. 49 
ter Uebungen des erften Ab: 
ſchnitts entwidelte Umfegungs- 
verhältniß verftanden. Be: 
zeichnet man die Drude zwi: 
ſchen den Zähnen je zweier 
mit einander arbeitender Räder, 
von der Kraft Q aus gerechnet, 
mit X,, X, &z..., fo bat 
man dafür: 
rn rnte 
* Fu Ku u u 5 

31. Eine Belle E (Fig. 104), die durch eine Kurbel von 0,300” Länge 
gedreht wird, trägt ein Heines Stirnrad G von 0,140” Durchmeſſer. Dieſes 





Tr. 


4=Q 








%=Q 


ig. 104. 
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fteht mit dem Rabe ZI von 0,700” Durchmeſſer im Eingriff und auf befien 
Delle ift eine hölzerne Trommel D von 0,300" Durchmeſſer angebracht. 
Ein Widerftand von 50 Kilogramm foll mittelft eines Geiles, das fih auf 
die Trommel wideln kann, gehoben werben. Wie groß ift die an der Kurbel 
zur Herftellung des Gleichgewichts nothwendige Kraft P? 

P.0,300 _ 0,140 

50.0,150 0,700’ 
d. h. P=5 Kilogramm und der Drud zwiſchen den Zähnen der mit ein 
ander arbeitenden Räder X — 10,7 Kilogramm. Das Umfegungsverhälts 


ib p ift bier 140 _ 1 


70 5 

32. Zwei Männer, von denen Jeder mit einem Drud von 15 Kilo: 
gramm arbeitet, follen mittelft einer Bodenwinde eine Laft von 750 Kilo: 
gramm heben, Die Länge der Kurbel fei 0,390”, ver Halbmeſſer der 
Bindetrommel 0,130. 
2.15.0390 _ 3, 

750.0,180 25 

Diefem Werthe zufolge wollen wir bei der Winde ein doppelte Bor: 
gelege anwenden, fo daß wir außer der Kurbel und Trommelwelle noch eine 
dozwifchen Tiegende Vorgelegewelle gebrauchen. Bezeihnen wir die Halbmefjer 
der Räder von der Kurbel nad der Trommelwelle hin durch v5, By, 12, Ba, 
fo ift hiernach 


Das Umfegungsverhältni p = 





wofür wir 2.4 ſchreiben Könnten. Um aber beide Paare von eingreifenden 
Rädern gleich groß zu erhalten, nehmen wir =}. }, geben den Heineren 
Rädern 7, den größeren alfo 21 Bähne. 

33. Ein Krahn hat zwei Kurbeln von (R) 0,4” Länge, an deren jeber 
Arbeiter mit einer Kraft von (P) 15 Kilogramm wirt. An der Kurbelwelle 
fit ein Trieb von (rz) 0,08” Halbmeſſer und diefes fteht im Eingriff mit 
einem Rad auf der Worgelegemwelle von (Rz) 0,28” Halbmeſſer. Auf der 
Vorgelegewelle fipt ein Trieb von (r}) 0,12” Halbmefjer und treibt ein Rad 
auf der Kettentrommelwelle von (R,) 0,50” Halbmefler. Wie groß muß der 
Halbmefjer (r) der Kettentrommel genommen werben, wenn durd bie Arbeiter 
einer Laft von (Q) 1000 Kilogramm das Gleichgewicht gehalten werden foll? 

30.04. _008 012 
1000.r 0,28 0,50’ 
d. br = 0,175”, und die Drude zwifhen den Zähnen je zweier mit einander 
orbeitender Räder, von der Laſt Q aus gerechnet: 
X, = 350 Rilogr., X, = 150 Rilogr. 
Für P= 30 Rilogr.; R= 448"; 7,— 52m; R,—= 260"; 7, = 104"; 
RB, = 624" und r = 112"® ift Q = 3600 Rilogr.; X, = 646,1 Kilogr.; 








138 Dritter Abſchaitt. Erſtes Capitel. 

X,=2584 Rilsge. Für P— 25 Rilogr.; B= 448"; r, = 52; 7, = Tamm; 
B, = 390; r = 112= und Q= 3000 Silogr. it RB, — 312; X, 
= 861,5 Kiloge.; X, = 2154. 


34. Es ſei ein normaler Cylinder mit kreisförmiger Baſis und eine 
bene gegeben, die venielben in einer Seite ab berührt. m ver Gbene nehme 
man eine Linie cd, welche die Linie ab ſchneidet und mit ihr einen Wintel & 
bilvet. Die Ebene wälze man um ven Cylinder, jo daß fie ihn nad und nad) in 
allen Seiten berührt. Die Linie ed jdmeibet bei dieſer Wilzung die fämmt: 
lichen Eeiten nach und nad und bilvet mit einer jeven ten Winlel «. 

Die Durhidmittzpunkte zwiſchen der Linie cd und ven Geiten des Eylin- 
ders bilden in ihrer Folge eine frumme Linie von doppelter Krümmung, melde 
auf dem Cylindermantel liegt. Dieſe Linie heißt cylindriſche Spirale oder 
Schraubenlinie. Ter Winkel « heißt Winkel der Schraubenlinie, und bie 
Linie cd die Erzeugungslinie derſelben. Die Fig. 105 zeigt die beiden Pro: 

jectionen einer Scraubenlinie für eine 

Fig. 105. volftändige Ummälzung der in Betracht 

gezogenen Ebene. Das Stad A, G" A" 

der Schraubenlinie heißt ein Schrau⸗ 

bengang. Die beiden Endpunlte A, 

und A” eines Schraubenganges liegen 

auf derſelben Seite des Cylinders, und 

ihre Entfernung auf dieſer Geite heißt 
die Höhe A des Schraubenganges. 

Aus der angegebenen Bildung der 
Schraubenlinie folgt unmittelbar, daß die 
einzelnen Glemente berjelben die Seiten 
de3 Cylinders unter ihrem Winkel « 
ſchneiden. Nachdem die Schraubenlinie 
auf dem Cylindermantel verzeichnet, Tege 
man durch die beiven Endpunkte eines 
Schraubenganges zwei Ebenen parallel zur 
Grundebene des Cylinders. Das zwiſchen 
dieſen Ebenen gelegene Stüd des Cylinder⸗ 
mantels vente man mit dem darauf ver- 
zeihneten Schraubengange abgewidelt, 
"indem man ihn in ber Seite A, A” auf: 
ſchneidet, welche die beiden Endpunkte 
des Schraubenganges enthaͤlt. Der ab⸗ 
gewidelte Cylindermantel bildet ein Rechted 
(Fig. 106), deſſen eine Seite gleich dem Im: 
fange des Grundkreiſes, deſſen andere aber 
gleich ver Höhe des Schraubenganges iſt. 
Die abgewidelte Schraubenlinie aber bildet 
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in bem entftanbenen Rechtede die Diagonale, weil die Schraubenlinie alle 
Seiten des Cylinders unter demfelben Winkel & fchneibet. 

€ fei auf einem normalen Cylinder mit kreisförmiger Bafis eine 
Schraubenlinie verzeichnet. Man nehme eine ebene Figur von beliebiger 
Begrenzung, welche mit der cylindriſchen Spirale einen Punkt gemeinſchaftlich 
hat, und führe diefe Figur fo auf der Spirale fort, daß ftet3 verfelbe Punkt 
in der Schraubenlinie bleibe und daß die Ebene der Figur zur Achſe des 
Cylinders immer diefelbe Lage behalte. Der durch die Bewegung der Figur 
dargeftellte Körper heißt ein Schraubengemwinde. Daffelbe erhält je nad 
der Begrenzung ber ebenen Figur verſchiedene Namen, fo daß man drei: 
edige, vieredige, runde und andere Schraubengemwinde unterjheidet. Die 
Fig. 107 ftellt eine Schraube mit breiedigem oder f&arflantigem Gewinde, 
und ig. 108 eine mit vieredigem Gewinde (flahgängige Schraube genannt) 


Big. 107. Fig. 108. 
x 
x 
F 
F v BE 
D E c 
B 
B C 
u A 


vor. Jeder Punkt der erzeugenden Figur bejhreibt während der Bewegung 
eine Schraubenlinie, die mit der gegebenen fämmtlih gleihe Ganghöhe 
(BD=DF=CE) baben, bie aber zu verjhiedenen normalen Cylindern 
gehören, welche mit dem gegebenen concentrifh gedacht werden müflen. Hieraus 
folgt, daß die Winkel der einzelnen Schraubenlinien verſchieden find, 

Wird das Gewinde durch eine, dur die Achſe des Cylinders gehende 
Ebene geſchnitten, fo heißt die Dimenfion des Gewindedurchſchnittes, welche 
mit der Achſe parallel läuft, Gangbreite. 

Die Differenz der Halbmeſſer derjenigen Cylinder, welche zur äußerften 
und innerften Schraubenlinie gehören, nennt man Oangtiefe. 

Die Verbindung des Schraubengewindes mit dem zugehörigen normalen 
Cylinder heißt eine Schraubenfpindel, der Eylinder felbft wird der Kern 
der Schraube genannt. Zu einer Schraubenfpindel gehört jederzeit eine fo: 
genannte Schraubenmutter (Fig. 109 a. f. S.). Diefe ift ein hohler Cylinder, 
auf defien innerem Mantel ih ein vertieftes Schraubengewinde befindet. Bei 
der Anwendung wird die Schraubenfpindel duch eine Drehung um ihre Achſe 
in die Schraubenmutter hineingebreht, oder umgelehrt die Mutter, durch eine 
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entſprechende Drehung auf die Schraube gebradht. Die Schrauben find ge: 
mwöhnlih aus rechten Gewinden conftruirt, d. h. da3 Gewinde fteigt von 


Fig. 109. Big. 110. 
x x 
F 
E 
A 
B c 
A 
N N ig. 111. 
B 
c 
D 
E 
F 


der linken zur rechten Seite hinauf (Fig. 110), in feltneren Fällen ftellt man 
bie Schraube mit Tinten Gewinden her (Zig. 111). 

Eine Schraube heißt eine n fache, wenn ihrem Gewinde n Schraubenlinien 
von gleicher Ganghöhe zu Grunde liegen. In biefem Falle wird ein normaler 
Querſchnitt der Schraube n verſchiedene Anfänge des Gewindes erkennen laffen. 


Fig. 112. Fig. 113. 
x - 
“ 
2 
vi . 
D; ı 
a v 
D 
1 D r 
ı 
B, 2 
B, b, 


Diefe legte Anordnung findet nur bei Schrauben mit beveutender Ganghöhe ftatt, 
niemals bei ben Befeſtigungsſchrauben. Fig. 112 zeigt eine zweifache und Fig. 113 
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eine vierfahe flahgängige Schraube mit rechten Gewinden, B, Di, Ba Da 
u. ſ. w. geben die Ganghöhe diefer Schrauben an. 

35. €3 fei eine Schraube in Verbindung mit ihrer volllommen feiten 
Mutter. gegeben (Fig. 114). Ein in Richtung der Schraubenachfe over parallel 
derfelben wirtfamer Drud Q würde, wenn die Mutter nicht vorhanden wäre, 
eine Bewegung der Schraube in Richtung des Drudes hervorrufen. Die Mutter 
verhindert dieſe beabſichtigte Bewegung und geftattet dagegen eine Drehung 
um die Achſe. Zur Verhinderung derſelben können wie im Umfange ber 


Fig. 114. Fig. 115. 





Schraube normal zur Achſe verjelben eine Kraft P, anbringen, die fi der 
Drehung widerfegt. Denken wir die Fläche des Schraubengemindes (Spirals 
flaͤche) aus unendlich vielen Schraubenlinien zufammengefegt, fo wirlen vie 
beiden Kräfte Q und P, in einer mittleren Schraubenlinie, für die A (Zig. 115) 
die Ganghöhe und r der Halbmefer des zugehörigen Cylinders fein mag. 
Diefe mittlere Spirallinie wideln wir ab, fo entfteht eine um den Winkel @ 
zur Horigontalen geneigte gerabe Linie, die verkörpert eine geneigte Ebene vor: 
ftelt, auf welche die beiden Kräfte Q und P, wirken. 
Für den Gleichgewichtszuſtand ift: 
ig. 116. Pı = ang a= Q,,,' 
Wirkt die Kraft, wie es gewöhnlich 
der Fall ift, nicht im Umfange der 
Schraube, fondern wird fie (Fig. 116) 
durch eine Kraft Perjegt, die an einem 
Am CA=p boirft, fo find die Mo: 
mente der in parallelen Ebenen wirt: 
ſamen Kräftepaare Pr und Pp gleich 
zu fegen und wir erhalten deshalb 
r 
Er Sp 
Bei Benugung des Princips der 
virtuellen Momente erhält man ven 
legten Ausdrud unmittelbar. Wir denken 
der Einrihtung (Fig. 116) eine ihrer 


142 Dritter Abſchuitt. Erſtes Capitel. 


Verbindung verträglihe unendlich Heine Bewegung ertheilt, laſſen alfo vie 
Kraft P, in A wirkſam, ben nten Theil einer Umbrehung mahen, dann wird 
die Laft Q um den nten Theil der Ganghöhe, je nad) der Bewegung von P, 
gehoben oder gejenkt. Nimmt man n unenvlid groß, fo find 2er und 4 
die virtuellen Geſchwindigleiten, daher 


22p h 
PT Q— = 0a P En 
36. Mittelit einer Schraubenpreffe, bei der die Schraubenganghöhe 12mm 
beträgt, will man einen Drud von 1000 Kilogramm ausüben. Welde Kraft 
muß an dem 0,2” langen Hebelarme wirkſam fein? 
9,5 Kilogramm. 
37. Am Arm derfelben Preſſe läßt man eine Kraft von 20 Kilogramm 
wirken und fragt nad dem Drud, der in diefem Falle ausgeübt werben ann. 
2094,4 Rilogramm. 


38. Bei der Winde nebenftehender Gonftruction (Fig. 117) iſt die 
gig. 117. Mutter C der fhraubenförmigen Hebeftange 
AB mit dem Zahnrade DD in fefter Ver— 
bindung. In dieſes greift das Trieb E, 
auf deſſen Welle ſich zu glei die Doppel- 
kurbel FF befindet. Die hieran wirkende 
Kraft P foll der in A oder an dem Haken 
B wirkſamen Laſt Q das Gleichgewicht 
halten, Nehmen wir die Länge der Kurbel 
FG=R, vie Ganghöhe der Schraube 
= h, die Halbmeſſer der beiden ein- 
greifenden Räder r, und R,, oder führt 
man ftatt diefer die Zähnezahlen Z und Z’ 
ein, wobei fi Z’ auf das getriebene Rad 
DD bezieht, r ift 








hz 
P= Qu; Frhr 
Für P= 30 Kilogramm; A = 390"; 
— 7; 2 — 28; h= 2m if Q 
= 11310 Kilogramm. 

39. Die Schraube ohne Ende (Fig. 118) befteht aus dem mit 
Ichiefftehenden Zähnen verfehenen Rade EF, in welches eine durch die Kurbel 
BD umgevrehte Schraube GOCH eingreift. Auf der Welle M des Rades 
ift die Seiltrommel oder ein gewöhnlihes Stirnrad aufgeleilt. Im erften 
Falle ift eine Laft Q mittelft des aufzumidelnden Geiles zu heben, im letztern 
Falle ift dagegen Q der Widerftand zwiſchen den Bähnen zweier mit einander 
im Eingriff ſtehender Räder, welder überwunden werben fol, Zur Ermittelung 
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des Gleichgewichtszuſtandes zwiſchen der an ber Kurbel wirkenden Kraft P und 
diefem Wiverftande Q fei Ak die Ganghöhe der Schraube, R die Länge der 


Big. 118. 


Kurbel, R, Halbmefjer des in die Schraube eingreifenden Nades, r Halb: 
mefjer der Seilttommel oder des betreffenden Zahnrades. 
hr 
P=Q5zR 2a 
$ür P= 20 Rilogr.; R= 390""; r = 78; R, = 364m; } = 13mm 
it Q = 17590 Kilogr. circa, und der Drud X zwifhen den Rabzähnen und 


den Schraubengängen beträgt Q = = 3769,3 Kilogramm. B 
1 





40. Ein Seil ohne Gewicht, dag mit einem Ende befeftigt und an ver— 
ſchiedenen Punkten deſſelben durd die Kräfte Pi, Pa, Pa ..., die der Größe 
und Richtung nach gegeben find, angegriffen wird, behaupte feine Lage, die 
Kräfte jeien alfo unter fih im Gleihgewichte. Die Angriffspuntte der Kräfte 
beißen hier Knoten. Der Gleichgewichtszuſtand bedingt, daß die an einem 
Knoten wirkſamen Kräfte unter ſich im Gleichgewichte fein müflen, da das 
Seil im entgegengejegten Falle vermöge feiner Beweglichkeit in andere Lagen 
gebracht werben würde. Die das Gleichgewicht hervorbringenden Kräfte find 
die gegebenen P,, Pa, Ps..., und die durch dieſelben hervorgerufenen inneren 
Kräfte die Spannungen des Geiles, zwiſchen zwei auf einander folgenden Anoten. 
Bezeihnen wir die Spannungen von dem befeftigten Ende aus mit So, Sı, 
Sy..., fo findet hiernach Gleichgewicht ftatt zwiſchen 

Sy, Pı und S,, 
SP» 52 
SP» Sufm 
Diefe Kräfte wirken zu je brei an einem Punkte, müflen aljo nah 


14 Dritter Abſchnitt. Erſtes Eapitel. 
5. 24. 2. in einer Ebene liegen. Die Gleichgewictsbeningungen find daher, 
wenn die Kräfte die Winlel &, B, y, die Spannungen dagegen bie Bintel 
a, 5, c mit den Coordinatenachſen bilden, n. 5. 46 
für den erfien Anoten: 
Sn cos &, — P c08a, + 5, cos a, 
S, c08 bo = P, cos, + S cos bi 
Sp 608 0, = Pı cosyı + Sı 608 0 
für den zweiten Knoten: 
S, c08a, = P,cosa, + Sg c08@ 
S, cos bi = P2.c08 ßz + Sa cos b, 
S, c08 0, = Py.c08yg + Sy 608 2, 
für den dritten Rnoten: 
Sg 008 a = Ps 00803 + Ss 0080, 
S, co⸗ b. = P, cos By + S, cos b, 
54008 09 = P, 0089 + Sʒ 008% 
uf. m 

Gliminiren wir aus dieſen Gleihungen die zwifchen der erften und legten 
Spannung liegenden Seilfpannungen, fo entfteht für die Annahme von drei 
Knoten: 

So 608 a, = P, c08a, + P2 00802 + F, cos, + S, 008 a, 
Sg 608 db, = P, cosß, -+ Pa cos ßa + Ps cos Ps + Sy cos by 
So 608 09 = Pı c08yı + P2.c08 ya + Ps 608 Y3 + Sy c08 0. 

In gleicher Weiſe wird man die drei Gleichgewichtsbedingungen aufftellen 
tönnen, wenn 4, 5, 6... allgemein n Knoten vorhanden find, wobei darauf 
zu achten, daß die legte Spannung ſtets glei der am Ende des Geiles 
angebrachten Kraft fein wird, alſo immer als gegeben angefehen werden muß. 

Die obigen Formeln werden fih der Form nah gar nicht ändern, wenn 
man ftatt der erften Spannung S, irgend eine andere Sm als Ausgangspunft 
wählt, fo daß die obigen Formeln zur Beftimmung der Spannung irgend 
eines Seilendes zwiſchen zwei auf einander folgenden Anoten benugt werben 
Tonnen, Hiernach find allgemein für ein Geil, das von Kräften in n feften 
Knoten angegriffen wird, die Componenten ber mten Spannung: 


Sm6084m= Pn +1 008@m+1 + Pr+2608&m+3 +: Pa608@ + Sn008@, 
‚Sm 008 dm = Pn+ı C08ßm+ı + Prn+2 C08ßm+a + Prcosßn + Snco8dn 
m 008 m Prn+1 608Ym+1 + Pm+2 608 Yym+2 4°" Pnc08ya+ SnC08 cn. 

Die von dem Seile gebilvete Linie heißt, da das zwiſchen zwei auf ein- 
ander folgenden Knoten liegende GSeilftüd eine gerade Linie bildet, ein 

Seilpolygon. Sind vie angebrahten Kräfte P,, Pa, Ps ... fämmtlich 

parallel und nad derfelben Richtung wirkſam, fo kann das beabfichtigte Gleich: 

gewicht nur beftehen, wenn das Geilpolygon -mit ven Kräften in derſelben 

Ebene liegt. Nehmen wir dieſe ala X Y Ebene und die Kräfte parallel ver 
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Yadfe an, fo eriftiten in Richtung der Ze Achfe keine Eomponenten, d. 5. die 
dritte der oben aufgeftellten Gleichgewichtsbedingungen verſchwindet. Die 
Winlel x werben ſämmtlich gleih 1 R, ihr Cofinus alſo gleich Null, die Winkel 
werden dagegen zu Null, deren Coſinus alſo gleih 1. 

Nach dieſer Subftitution erhalten wir die Vedingungsgleichungen: 

Im 608 An — Sn cos Gy, 

Sm 608 dm = Pmn+ı + Pm+2 + Pm+3 + °°" Pat Sn 008 du, 
d. h. 

1. die Componenten der Spannungen in Richtung der X-Achſe find 
überall gleich groß; 

2. die Differenz der Componenten ber erften und legten Spannung in 
Rihtung der Y-Adhie ift gleich der Summe ver dazwiſchen liegenden Kräfte, 
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8. 24. 2, in einer Ebene liegen. Die Gleichgewichtsbedingungen find daher, 
wenn die Kräfte die Winkel &, B, y, die Spannungen dagegen die Winkel 
a,b, c mit den Coordinatenachfen bilven, n. 3. 46 

für den erften Knoten: 

So 608 0, = Pj 008.0, + , cos a, 
P, cos ß, + Si cos bi 
So 608 69 = Pı 6089, + Si 608 ei⸗ 

für den zweiten Anoten: 
1 008.0, = Py 00805 + 2 008 0, 
P, cos By + Sy cos by 
S, 008 c, = Pg 008 ya + Sa 608 ea, 

für den britten Knoten: 
Sg 008 Qg = P5 008 & + Sy 008 a, 
Sy c08 bg — Py cos By + S, 008 ds 
Sy 008 09 = Py 608 yg + Sy 008 & 

u. ſ. m 

Eliminiren wir aus dieſen Gleichungen die zwiſchen der erſten und letzten 
Spannung liegenden Seilſpannungen, fo entſteht für die Annahme von drei 
Knoten: 

So 608 09 = Pı 608 0, + Pz 008 &g + Ps 008 + Sy 008 0 
Sp c08 bo = Pı 008 ßı + Pa cos By + Ps cos By + Sy cos bʒ 
So 608 0, = Pı c08Yı + P2.008Yg + P5 008 yʒ + Sy 608 eʒ. 

In gleicher Weife wird man bie drei Gleichgewichtsbedingungen aufftellen 
tönnen, wenn 4, 5, 6... allgemein n Knoten vorhanden find, mobei darauf 
zu achten, daß bie legte Spannung ſtets gleih der am Ende bes Geiles 
angebraditen Kraft fein wird, alfo immer als gegeben angefehen werden muß. 

Die obigen Formeln werben fih der Form nad) gar nicht ändern, wenn 
man ftatt der erften Spannung So irgend eine andere Sm als Ausgangspunkt 
wählt, fo daß die obigen Formeln zur Beftimmung der Spannung irgend 
eines Seilendes zwiſchen zwei auf einander folgenden Knoten benugt werden 
lonnen. Hiernach find allgemein für ein Seil, das von Kräften in n feften 
Knoten angegriffen wird, die Componenten der mten Spannung: 


Sm 608m Pm-+1 008 &m+ı + Pm+2608&m+2 + Pn008@ + Sncosan 

Sm 608 dm = Pr C08ßm+ı + Pm+2 008 ßm+a + Pncosßn + Sn008dn 

‚Sm608 Cm Prn+1 608 Ym+1 + Prn+2 008 Ym+2 +" Pn608Yn + SnC08Cn. 
Die von dem Seile gebildete Linie heißt, da das zwiſchen zwei auf ein- 
ander folgenden Anoten liegende Seilftüd eine gerade Linie bilet, ein 
Seilpolygon. Sind vie angebrachten Kräfte P,, Pa, Ps ... fämmtlich 
parallel und nad berfelben Richtung wirkſam, fo kann das beabfichtigte Gleich- 
gewicht nur beftehen, wenn das Geifpolygon -mit ven Kräften in derfelben 
Ebene liegt. Nehmen wir diefe als X Y»Ghene und die Kräfte parallel der 
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!  Ydfe an, fo eriftiren in Richtung der 2.Achſe keine Eomponenten, d. h. bie 
dritte der oben aufgeftellten Gleichgewichtsbedingungen verſchwindet. Die 
‚ Bintel x werden ſammtlich gleih 1 R, ihr Coſinus alfo gleich Null, die Wintel 
B werden dagegen zu Null, deren Coſinus alſo glei 1. 
F Nach dieſer Subftitution erhalten wir die Bedingungsgleichungen: 
Im 608 Ay = Sn 008 Gy, 
\ , ein m+1 + Pn+2 4 Pn+s 4° Pat Sn 08 bu, 
i 1. die Componenten der Spannungen in Rihtung der X Achfe find 
überall gleich groß; 
2. die Differenz der Componenten ber erften und lehten Spannung in 
Richtung der Y⸗Achſe ift gleih der Summe der dazwiſchen liegenden Kräfte. 
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Bom Shwerpuntte, _ 

Die Anziehungskraft der Erde, die Schwerkraft, denken wir im Mittel: 
puntte der Erde concentrirt, da alle Körper beim freien Fall die Richtung 
nad dem Mittelpunkte der Erde einſchlagen. Die Linie, in ber der freie 
Fall erfolgt, heißt lothrechte, ſenkrechte, verticale Linie für den Punkt 
der Erboberflähe, welcher von dem Körper beim freien Fall getroffen wird. 
Die in diefem Punkte zur lothrechten Linie rechtwinkelig gedachte Ebene heit 
Horigontalebene des Punktes, und jede in diefer Ebene gezogene Linie 
wird horizontale, wagerechte Linie genannt. Der Faden eines ruhig 
hängenden Bleiloth3 giebt eine ſenkrechte Linie, d. i. alfo die Richtung, in 
welder die Schwerkraft wirkt. Alle Körper find an demfelben Drte 
gleih ſchwer, d. h. fie fallen im Iuftleeren Raume, in berfelben Zeit, um 
viefelbe Strede, die Schwerkraft greift alfo die materiellen Punkte aller 
Körper in gleicher Weife an, ertheilt Heinen und großen Körpern von dem 
verſchiedenſten Material beim freien Fall dieſelbe Geſchwindigkeit. Aus ber 
legteren läßt fih alfo die Menge des Trägen, die Mafje in dem Körper nicht 
erfennen, hierzu ift vielmehr der bei der gehinderten Bewegung ausgeübte 
Drud, das abjolute Gewicht der Körper nothwendig, da dieſes ebenfo mie 
die Anziehung der Schwerkraft, proportional der Mafje wächſt. Da Körper 
von demfelben Volumen erfahrungsmäßig nicht denfelben Drud ausüben, fo 
Kann dies nad dem Vorhergehenden nur dasin liegen, daß ber eine Körper 
eine größere Anzahl materieller Punkte, als der andere enthält, eine größere 
Maſſe als viefer befigt, alfo kurz gejagt, dichter if. Ein Körper heißt 
gleihförmig dicht, homogen, wenn er in gleihen Volumtheilen gleihe 
Maſſen enthält, im entgegengefegten Falle nennt man ben Körper ungleich 
förmig diht. In einem gleihförmig dichten Körper bezeichnet man die in 
der Volumeneinheit enthaltene Menge Mafje mit Dihtigkeit oder mit fpeci- 
fifher Maffe. Bei einem ungleihförmig dichten Körper, deſſen Dichtigfeit 
alfo im Allgemeinen von Punkt zu Punkt veränderlih ift, giebt man bie 
Dichtigkeit an einer beftimmten Stelle durch die Menge Mafje an, welche bie 
Bolumeneinheit enthalten würde, wenn biefe Volumeneinheit überall gerade fo, 
wie an der betradteten Stelle, mit Mafje erfüllt wäre. Die Materie läpt 
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ſich aber nur durch Gewichte meſſen, ſodaß man als Maß der Dichtigkeit das 
Gewicht der Volumeneinheit, das ſpecifiſche Gewicht, benutzt. 

Als Volumeneinheit dient hier das Kubikdecimeter, deſſen Gewichte in 
Kilogrammen die fpecifiihen Gewichte der verſchiedenen Körper liefern. Wird 
das Bolumen eine Korpers mit V, fein fpecifijhes Gewicht mit y und fein 
abfolutes Gewicht mit Q bezeiähnet, fo ift 

Qa=Vy.. 22.09) 

Für Bafler ft y=1 Kilogramm, weshalb ie "Gpeciffäjen Gewichte, als 
Zahlen angefehen, zugleih angeben, wie viel mal ein Körper aus dem vor- 
gelegten Stoff ſchwerer ift, als ein glei großes Volumen Waſſer. 

Ein Körper iſt nad dem Borigen, wenn er allein ver Schwere unters 
worfen ift, in jedem feiner materiellen Punkte von einer Kraft angegriffen, 
die nah dem Mittelpunfte der Erde gerichtet ift und mit dem Gewichte des 
materiellen Punktes übereinftimmt. Die von uns auf der Erde in Betracht 
gezogenen Körper find im Verhältniß der Größe ver Erde ald unendlich Mein 
anzufehen, fovaß wir annehmen dürfen, fämmtlihe ven Körper angreifende 
Kräfte find parallel und gleich gerichtet. Außerdem müffen wir die Aräfte bei 
volltommen homogenen Körpern auch volllommen gleich betrachten. ft anderer: 
feit3 eine beliebige Anzahl von Körpern zu einem Syſtem untereinander ver⸗ 
einigt, oder hatte der vorgelegte Körper nicht durchgehends dieſelbe Dichtigteit, 
fo bleibt der Körper, oder das feft verbundene Syſtem von Körpern, immer 
noch von parallelen und gleichgerichteten Kräften angegriffen, die in ihrer 
Größe allerdings nicht mehr übereinftimmen. In allen Fällen laſſen ſich dieſe 
parallelen Sähwerträfte nad $. 38 und F. 92 durch eine einzige Refultante 
erfegen, welche gleich ift der Summe ver einzelnen Schwerträfte, alſo gleich 
dem Gewicht des Korpers ober der zu einem feſten Syftem verbundenen 
Körper. Weiter giebt es nah F. 93 jeberzeit einen ganz beftimmten Punkt, 
der al3 Angriffspunft dieſer Refultante angefehen werden muß und deſſen 
Lage fih durd die Coorbinaten ©, y, z nad F. 94 beftimmt. Diefer Mittel: 
punkt des Syſtems paralleler Kräfte heißt in dem vorliegenden Falle Sch wer⸗ 
punkt des Korpers oder des Syſtems feft verbundener Körper. In dem 
Schwerpunkte Tann man fih alfo das Gewicht eines Körperd oder mehrerer 
zu einem feften Syftem verbundener Körper vereinigt denken, und durch Unter: 
fügung oder Fefthalten des Schwerpunktes muß ber Körper oder das Syſtem 
in jeder beliebigen Lage verharren. Für jede durch den Schwerpunkt eines 
feften Syſtems oder Körpers gelegte Ebene, die als 72-CEbene angejehen 
werden mag, ift z, d.h. IP, x,, nah F. 95 gleih Null. Und umgelehrt 
wird für irgend eine Ebene, die durch ein Syftem von ſchweren Punkten ge: 
legt ift, IP, 2, gleih Null, fo muß der Schwerpunft des Syſtems in dieſer 
Ebene liegen. Jede durch den Schwerpunkt eines Syſtems gelegte Ebene 
beikt eine Schwerebene, ebenſo wird die gerade Linie, die den Schwerpunkt 
des Syſtems enthält, Schmwerlinie genannt. 

In conftructiver Hinficht ift hiernach der Schwerpunkt beſtimmt durch zwei 
Säwerlinien, oder durch eine Schwerebene und eine Schwerlinie, welche bie 
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Ebene ſchneidet. Wird z. B. ein Körper M (dig. 119) nad und nad an zwei 
verſchiedenen Punkten A und D mittelft eines Fadens in € aufgehängt, fo 
liefern vie verlängerten Fadenrichtungen die Schwerlinin AB und DE, 
deren Durchſchnitispunlt S alſo der 
Big. 119. Schwerpuntt des Körpers fein muß. 
Bezeihnen wir die Gewichte der 
in Betracht zu ziehenden Mafjen mit 
Pi, Pa, Ps ..., fo find die in F. 93 
aufgeftellten Formeln zur Berechnung 
der Coorbinaten des Schwerpunftes 
unmittelbar zu benugen. 
Bir haben alfo hiernach: 
‚„„zAs ‚„_ZAn 
=ygp Ip! 
„rn, 
PR 
Bei den folgenden Unterfuhungen fegen wir homogene Körper voraus, 
d. h. folhe Körper, die durchgehends dieſelbe Dichtigteit haben. Jede der 
wirffamen Kräfte läßt fi daher durch das Product aus Volumen in die 
Dichtigkeit erfegen. 
VBezeichnen wir die einzelnen Volumina des Körpers mit Pi, Va ..., 
die Dichtigkeit defjelben mit y, fo ift allgemein n. F. 99: 
ZAuy=ZVyn 
zPryı=ZVyYM 
ZA n=ZVyn 
ZPR =ZVy 
Bei homogenen Körpern läßt fih aus den Summen der gemeinſchaftliche 


Factor y herausziehen, weshalb die Coordinaten des Schmwerpunftes ſich fol: 
gendermaßen umändern: 

















DIAER 
— 
=-2NhNn\...22202020.0 (100) 
y-7y (100) 
„2a 
7 


Die Gruppirung materieller Bunte kann auf beliebige Weife vorgenommen 
werden, wodurch phyſiſche Linien, phyſiſche Flächen oder Körper entftehen. 

Dehnen wir die Schwerpunktäbeftimmung fo weit aus, fo find nad Bes 
dürfniß eine, zwei oder drei der legten Formeln zu benugen und darin ftatt 
des Volumens die Länge der Linie, die Größe der Fläche oder das Körper: 
volumen einzuführen, ftatt der Dichtigleit dagegen ift das Gewicht der Längen-, 
Flachen⸗ oder Aörpereinheit zu denken. 


Schwerpunktöbeftimmumgen. 19 

Durch Yufftellung der Iepten Formeln zur Beftimmung des Schwerpunftes 
it die ganze Unterfuhung der reinen Mathematik überwielen worden; wir 
werden im Folgenden bald die conftructive Methode, bald den Weg durch 
Rechnung oder auch beide Hülfsmittel zugleich zur Auffindung des Schwer: 
punltes benutzen. 

Schwerpunktsbeftiumungen, a) Für Linien. Der Schwerpunkt einer 42 
geraden Linie, die aus gleich ſchweren materiellen Punkten befteht, liegt in 
deren Mitte. Ebenſo findet fi) der Schwerpunft für zwei gleich ſchwere mate: 
tielle Punkte auf der Mitte der geraden Verbindungslinie. 

Eine gerade Linie AB (Fig. 120) beftehe aus n gleichen Theilen. In 
den einzelnen Theilpunften wirken die Gewidte 1p, 2p, 3p...np. Es ift 

der Schwerpunkt der Linie zu 
Big. 120. beſtimmen. Derfelbe liegt auf 
der Linie, feine Entfernung 
von A findet fi durch bie 
Formel: 
= zPp, 1 Fı 
— 





Hat bie Linie die Länge a, fo iſt 


4=- n=24, 2 =3Zufm 
P=p, PR=2p, PR=3pu[.m. 
a a a 
Pz +2P.2 7 +3p-3— +. ..np.a 
p+2p+3p+...np 
a Zn: 2r+1 
—755 5 Tu 
Nehmen wir die Anzahl ver Kräfte für die Linie won der Länge a recht 
groß, fo ift die Entfernung des Schwerpunftes von A: 
a=ba. 2.222220. (N) 
Denken wir anftatt der urſprunglichen — in denſelben Punlten die 


Kräfte 1p, 4p, 9p..."2p 
wirlſam, fo haben wir: 





Wird für diefe Annahme die Anzahl der Kräfte fehr groß, fo iſt 
a=la 2.2.2.2... (10) 
Es ift der Schwerpunkt von dem Umfange eines Dreiedes zu be 
fimmen, das aus ſchweren Linien gebilvet iſt. Für die Gewichte der Linien 
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führen wir (Fig. 121) die Längen a, d, c ein, vie als Gewidte in ben 
Mitten der Linien wirffam zu denken find. Anftatt ver drei ſchweren Linien 
. haben wir zuerft die drei ſchweren Punkte 
Sig. 121. 4,B,C. Man fuhe zu A und C ven 
Schwerpunft D mitteljt der Proportion 
4AD:CD=c:a 

Ebenfo beftiimme man den Schwerpunkt 

E zu B und C durch 
BE:CE=e:b. 

Auf diefe Weife haben wir ftatt der drei 
ſchweren Bunkte entweder bie beiden D und B,. 
daher it D B Schwerlinie, oder die beiden 
föweren Punlte A und E, daher it AE eine zweite Schwerlinie. Der 
Durchſchnittspunkt S der beiden Schwerlinien ift deshalb Schwerpunft des ge= 
gebenen Syftemes. 

Von dem fymmetrifhen Stüde eines aus ſchweren Linien zufammens 
gefegten regulären Polygons den Schwerpunkt zu beftimmen. 

Die Länge einer Seite des regelmäßigen Polygons (Fig. 122) fei a, der 
Halbmeffer des eingeſchriebenen Kreiſes r. Man ziehe durd den gemeinſchaft- 
j lien Mittelpuntt C der beiven 
Big. 122. zum regulären Polygon gehörigen 
Kreife eine Parallele XX’ mit 
der das ſymmetriſche Stüd bes 
geenzenden Sehne AB. Die in 
C X X’ errichtete Normale 
CM tbeilt das Stüd des Poly: 
gon3 in zwei gleiche Theile, ver 
Schwerpunkt S wird fi deshalb 
auf diefer Linie finden, ſodaß es 
ſich nur um den Abftand z von der Linie X X’ handelt, 

Zur Beltimmung von z benugen twir die Formel: 

„— Zı a, 
av 

@ it Neh=..=a, 
daher ift für die Annahme, daß das Stüd des Polygons aus n Seiten beftehe, 
az 

na u 











X 





Zur Beltimmung von z, ziehen wir die ähnlihen Dreiede QRP und 
PNO in Betradt; es verhält fi 
rn =a:QR 


A=-QaR. 
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QBR ift vie Projection p, der Eeite a auf der Sehne AB. für vie 
zweite Sehne finden wir in gleicher Weife: 


r 
a=— Pr 
Es ift biernad allgemein: 
r 
[> zP 
2m 
na 
rm. 
na 


Wir ſchreiben ftatt Ep, die Sehne AB gleih s umd ftatt na den 
Umfang u des vorliegenden Polygonftüds, fo ift der Schwerpunttsabftand von 
der Linie X X": 

rs 


z=— 


Das erhaltene Refultat können wir unmittelbar auf einen Kreisbogen 
anwenden, deſſen Sehne parallel der durch den Mittelpunft gelegten Linie 
X X’ ift, wenn wir fatt des Umfanges u die Länge des Kreisbogens 5 ſehen: 

rs 


Bay een. (08) 


Hiernach verhält fi der Bogen 5 zur Sehne s wie der Halbmefier r 
des Kreifes zum Schwerpunktsabſtande z: J 


b:43. 
Der zum Bogen gehörige Mittelpunftswinkel ſei 2 @, in Bogenmaß aus: 
gebrüdt, fo ift r.20@:2rsina=r:2 
_ reine 
=. 


Wir beftimmen außerdem nod die Entfernungen x und y des Schwer: 
punltes S von My und Ma (dig. 123). 
sin cos c ein 20 
=——=r 

[3 2« 
= zen et, 
y= = rn 


Fig. 123. T=20080= 





Die erhaltenen Refultate verwan⸗ 
deln wir in folgende Proportionen: 
r.2a:ren2a=r:z und 
r.2a:r 1—co2o)=r:y. 
Hieraus folgt, daß die oben für 
ven Kreisbogen bingeftellte Proportion 
x bei der Beftimmung von z fih auch 
bei der von = und y anwenden läßt, 
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wenn man anftatt der Sehne die mit M Y und MX parallelen Linien A C 
und BC einführt. 

Für den Halbkreis ft 2a = m, sina=1, daher: 


z=—r, 


für den Biertelfreis it 2a = 3 sine V2, daher 
ava 
r 


= 





= r=Y. 


7 

Der Schwerpunkt des Kreisumfanges findet fih im Mittelpuntte, 

b) Fur ebene Flächen. In der Figur 124 fei eine beliebige ebene 
Fläche vorgeftellt. Wir legen durch dieſelbe fehr nahe an einander Linien, 
vie ſammtlich einer beliebigen Richtung parallel find. Diefe Linien denken 
mir ſchwer und verbinden deren Schwerpunkte, d. h. ihre Mitten, durch eine 
Linie. Diefe wird im Allgemeinen eine krumme fein, dad Gewicht ver ganzer 
Fache enthalten, ihr Schwerpunkt wird daher der Schwerpunkt ver Fläche fein 
möüfen. Iſt diefe ſchwere Linie eine gerade, fo wird fie Schwerlinie und 
geht deshalb durch ven Schwerpunkt der Fläche. Durch dieſes Geſetz ift die 


ig. 124. : Fig. 125. 





Beftimmung des Schwerpunftes bei ebenen Flächen auf die bei Linien zurüd: 
geführt. Es fei der Schwerpuntt eines Dreiedes ACB (Fig. 125) zu finden. 


Ziehen wir mit A B parallele Linien, fo ift erſichtlich, daß die Verbin: 
dungälinie der Mitten verfelben, die Mittellinie des Dreiedes, eine Schwer: 
linie iſt. Der Durchſchnittspunkt S der Mittellinien ift daher Schwers 
punkt des Dreiedes, 

Da ſich C0S:SD=2:1 
verhält, fo liegt der Schwerpunkt auf 4 der Höhe des Dreiedes in einer 
Mittellinie. ' 

Wir wollen noch den Abftand 5,5, — 2 des Schwerpunftes S won ber 
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Linie X X’ ober von einer Ebene, die ſich mit der Dreiedäebene in der Linie 
XX' ſchneidet, berechnen. Die Entfernungen der Edpunkte A, B, C des 
Dreiedes von der Linie oder der Ebene feien a,b, c, fo ift 





z—te+2:DD m DD) =! B 
3 2 
daher: 
s+b+e 
ee. 


Denken wir anftatt des ſchweren Dreiedes drei gleich ſchwere Punkte 
A, B, C, fo ift der Abftand des Schwerpunktes S verfelben von der Linie 
X X’ over von der Ebene ebenfalls: 
a+b+o 
— — 


es fällt daher der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit dem feiner drei 
glei ſchweren Edpunkte zuſammen. 
In jevem Barallelogramme ift der Durchſchnittspunkt der Diagonalen 
Schwerpunkt. 
Bon dem Paralleltrape; AB CD (Fig. 126) find die parallelen Seiten 
a und 5 und bie Höhe h gegeben; e3 ift der Schwerpuntt beffelben zu beftimmen. 
Wir ziehen die Diago⸗ 
Fig. 126. nale A C und beftimmen bie 
Schwerpunkte M, und My 
der beiden Dreiede. Die Linie 
M, M, iſt eine Schwerlinie 
für das Paralleltrapez. Die 
Verbindungslinie EF der 
Mitten der parallelen Seiten 
ift ebenfalls eine Schwer⸗ 
linie, daher der Durchſchnitispunlt S beider der Schwerpunkt. Beſtimmen wir 
die Entfernungen z und y von den parallelen Seiten « und d. Es ift 


jont + yongA 














DIA 
zy Je +y$5r 
—— 
a+b 3 
bh 
Ebenfo findet m=-2 7 


Hieraus Tapt fi eime einfache Gonftruction des Schwerpunttes ableiten. 
Es verhält fi: 
SF:SE=x:y 
: =4+25:20+5 


a » 
=Ztbatz 
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Man verlängere deshalb BC bis H, fo daß EH= B +a win, 


ebenfo verlängere man DA bis G, fo daß FG= 5 +5 wird, verbinde 


@ mit H, fo liefert diefe Linie im Durchſchnitte mit E F den Schwerpunft S 
des Paralleltrapezes. 

Es fei für ein beliebiges Vierech A BCD (Fig. 127) der Schwerpunlt 
zu beftimmen. Man zerlege das Viered dur die Diagonale AC in zwei 
Dreiede, beftimme deren Schwerpuntte M, und M,, fo ift M, M, Schwer⸗ 
linie des Vieredes. Ebenſo zerlege man das Biered durch die Diagonale 
BD in zwei Dreiede, beftimme deren Schwerpunfte N, und Ne, fo ift auch 
N, Na Säwerlinie des DVieredes. Der Durchſchnittspunkt S der beiden 
Schwerlinien ift daher Schwerpunkt des Vieredes. 

Anſtatt die zweite Schwerlinie zu beftimmen, lann man auch folgenbers 
maßen verfahren. 

Fig. 128. 

B 





c 


Der Schwerpuntt S findet fi auf ver Linie M, My, ſodaß ſich (Fig. 128) 
MS:M;S=AADC:AABC 
verhält. 
Die Dreiede verhalten fih wie die Höhen DE und BF, daher ift: 
MS:MS=DE:BF 
=DL:BL. 

Aus dem Grunde mahen wir BZ’= DL und verbinden L’ mit O, 
fo ift der Durchſchnittspunlt S zwifhen Z’O und M, M, der Schwerpuntt 
des Vieredes. 

Allgemein werden wir bei einem n:Cd in gleicher Weife verfahren, ins 
dem wir und zwei Schwerlinien verſchaffen, deren Durchſchnittspunkt ven Schwer⸗ 
punkt S Liefert. 

Sol der Schwerpunkt eines beliebigen a⸗Edes duch Rechnung gefunden 
werben, fo wähle man in der Ebene des n:Cdes ein rechtwinkeliges Coordi⸗ 
natenfyftem, gebe für dieſes die Coorbinaten ver Edpunkte und beftimme bie 
Coordinaten x und y des Schwerpunkte mittelft der Formeln: 
zv.n Zuyı 


= gp gm 
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Der Schwerpunlt eined Kreifes liegt im Mittelpuntte. 
Es ift der Schwerpunkt eines Kreisausfhnittes ACB (Fig. 129) 
zu beftimmen. Der Halbmefier des Kreiſes fei r, der Mittelpunltswinlel 2 «. 
Wir denken den Kreisausſchnitt aus einer 
ſehr großen Anzahl von Dreieden beftehend, die 
mit ihren Spigen fämmtlih im Mittelpunfte M 
des zugehörigen Kreifes liegen, deren Grund» 
Iinien alfo fehr Heine Theile des zugehörigen 
Bogen find. Die Schwerpunkte dieſer Dreiede 
liegen ſämmtlich auf $ der Höhe vom Mittel- 
puntte aus gerechnet. Die Höhe ift bei diefen 
Dreieden von fo geringer Grundlinie gleih dem 
Radius r. Wir können hiernach anftatt bes 
ſchweren Kreisausſchnittes den ſchweren Kreisbogen A, B, vom Halbmeffer 
Zr und demfelben Mittelpunktöwintel 2 & zur Beitimmung des Schwerpunftes 
S benugen. Derfelbe findet fih in der den Winkel 2 « halbirenven Linie und 
feine Entfernung CS = z vom Mittelpunfte des Kreifes ergiebt ih aus 
der Proportion: 


Big. 129. 








4r.20:2-4reina=f$r:z 

_ sine 

2Ir · 

Für den Halbkreis it 22 —z, alſo: 





r 
»=4 7 


Es fei ver Schwerpunkt für ein Ringftüd (Fig. 130) mit den Halb- 
meſſern AC=r, und EC=r, und dem Mittelpunltswinkel 2 & zu bes 
Fig. 130. ſtimmen. Wir betrachten das Ringſtüd als 
die Differenz zweier Kreisausfenitte und wen— 
den zur Beftimmung des Schwerpunltes die 
IB Formel an: 
2, Vn 


= Zy, 

Der Schwerpuntt S wird fih nämlich auf 
der den Winkel 2 « halbirenden Linie CM bes 
foden, fobaß z die Gnterung weelten von dem Mittelpunlte C bezeichnet: 
sin a 











n?a: in” 





En a-frz 


— 
sine nd—r? 

_ ne naher? 
BT tn 
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Um den Schwerpunkt eines Kreisabſchnittes (Fig. 131) zu finden, 
der fih ebenfall® auf der den zugehörigen Mittelpunktstintel halbirenden 
Linie CM befindet, gebrauden wir wieder die Formel: J 
—— 

zn’ 
unter z die Entfernung des Schwerpunkte S vom Mittelpunkte C des Kreifes 
verstanden. 

Der Kreisabſchnitt ift gleich der Differenz eines Kreisausfhnittes und des 
dazu gehörigen Dreiedes oder gleich der Summe der beiden Flächen, je nach- 
dem die Höhe des Kreisabſchnittes Heiner oder größer ald der Halbmeſſer des 
Kreiſes ift. Der Ieptere fei r, der Mittelpunktswintel 2x und der Kreis— 
abſchnitt Heiner als die Fläche des Halbtreifes, fo ift: 








rar —& —} r? sin 2u-$r cos 
— 
(2r sin a) 


SO PR(ta—r einge) 
Wir ſehen die Länge der Sehne AB:gleih s und den Inhalt des 
Areisabſchnittes = A, fo ift: i 


ss 
‚np 
Bigzisı. 
M 
A B 
c 





Iſt vie Fläche des Kreisabſchnittes (Fig. 132) größer als die des Halb⸗ 
treifes, fo ift der Inhalt des Kreisabſchnittes gleih ber Summe aus dem 
Kreisausfhnitte und dem zugehörigen Dreiede. Bei der Bildung der Summe 
diefer Momente ift jebod der Arm des Dreiedes in Bezug auf den des Kreiß- 
ausſchnittes negativ zu ſehen, da bie beiden Flachen zu verſchiedenen Seiten 
der Momentenlinie liegen. Hiernach ift, wenn B das Supplement von « iſt, 

rar —jrrein2ß-groosß 
— — 
2B=4R—2a 
sinaB= — sin2a 
cooß= — cos. 
Subftituiren wir biefe Werthe, fo entiteht für 2 der oben gefundene 
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Ausvrud, d. h. die Entfernung des Schwerpunftes eines Kreisabſchnittes vom 
Mittelpunfte des Kreifes ift, unabhängig von der Größe ver Fläche, gleich 
. 
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c) Für Körper. Es fei der Schwerpunkt für ein beliebiges Prisnla 

ABCDEGLK ($ig. 133) zu beftimmen. Wird daS Prisma durch Ebenen 

parallel ven Grundebenen gefhnitten, fo entitehen 

Sig. 133. congruente Durchſchnittsſiguren. Die Schwer: 

punkte derjelben finden fi in einer geraden 

Linie, die den Seitenlanten des Prismas parallel 

ift, und durch die Schwerpunfte M und N der 

beiven Grundebenen gebt. Denken wir ba 

Prisma aus fehr vielen folher Durchſchnitts- 

flächen gebilvet, fo enthält die gedachte Linie MN 
die ganze Schwere des Prismas. 

Die Linie ift dur gleihe Kräfte ange⸗ 
griffen, da die Durchſchnittsfiguren ſammtlich congruent find; der Schwers 
punkt S des Prismas liegt daher in der Mitte diefer Linie. 

Hiernach liegt der Schwerpunkt eines jeden Prismas in der Mitte der 
geraden Linie, welche die Schwerpunkte der beiden Grundflächen verbindet. 

Die Regel gilt ebenfo für die Cylinder, die Grundflache mag ein 
Kreis oder irgend eine andere Frummlinig begrenzte Figur fein. 

Den Schwerpuntt einer beliebigen Pyramide zu beftimmen. 

Bir denken die Pyramide (Fig. 134) aus Ebenen N Q zufammengefegt, 
die ſammtlich parallel der Grundebene find. Die Schwerpunfte diefer Ebenen 

liegen in der geraben Linie, welhe den Schwer- 

Big. 134. punft M der Grundlinie mit der Spige A ver 

F Pytamide verbindet. Der Schwerpunft diefer 

geraden Linie ift daher Schwerpunkt ber 

Byramide. Die Fläheninhalte der Ebenen ver 

treten bie angreifenden Kräfte, die fih daher, 

von der Spitze aus gerechnet, der Große nach wie 
1:4:9:16:...n? 





verhalten. 

D Die Anzahl n der Ebenen müflen wir fehr 
groß denken, daher findet ſich der Schwerpunft S 
diefer Linie auf & der Linie von der Spige der 
Pyramide. 

Die Regel gilt für alle zur Claſſe der Pyramiden gehörige Körper, daher 
aud für den Kegel, die Grundfläche vefjelben fann durch eine beliebige 
frumme Linie begrenzt fein. 

Sind die Entfernungen der vier Edpuntte A, B, C, D (Fig. 135 a. f. ©.) 
einer breifeitigen Pyramide von einer Ebene HK glei) a, b, co, d, fo ift der 
Abſtand 2 des Schwerpunttes ſ der Pyramide von dieſer Ebene: 


B 2} 
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vos, DD — MM, DD,+4AA4, +2B +00, etbterd, 
1 

d. h. der —8* der dreiſeitigen horami iſt zugleich Sämenntt von 

vier gleich ſchweren Gewichten, die in den Ecdpunkten ber Pyramide an⸗ 

gebracht find. 








Fig. 135. Fig. 136. 





Der Schwerpunkt einer Kugel liegt in dem Mittelpunfte derſelben. 

Es ift der Schwerpunft eines Kugelausſchnittes (Fig.136) zu beftimmen, 
defien Höhe MD = A ift, und der zu einer Kugel vom Halbmeſſer 7 gehört. 

Wir denten ven Kugelausfhnitt aus fehr vielen Pyramiden beftehend, 
die mit ihrer Spige im Mittelpunkte C der Kugel liegen, und deren Grund: 
fläche ſehr Heine Stüde der zum Kugelausfhnitte gehörigen Kugelflähe find. 
Die Höhe einer folhen Pyramide it dann dem Halbmefier der Kugel gleich. 
Der Schwerpunkt jeder Pyramide liegt auf der Höhe in der Entfernung Ir 
von der Spige, d. h. vom Mittelpunfte der Kugel. Die Schwerpuntte fimmt: 
licher Pyramiden finden ſich daher in einer Calotte A, D, B,, zu einer Kugel 
vom Halbmefier $r gehörig. Die Calotte enthält die Schwere des ganzen 
Kugelausſchnittes, ihr Schwerpunft ift daher auch der des vorliegenden Körpers. 
Um den Schwerpunkt diefer Calotte zu beftimmen, legen wir durd den Hal- 
birungspunft ihrer Höhe M, D, = h, eine Ebene parallel zur Ebene des 
Grundkreiſes. Diefe Ebene ift eine Schmwerebene, da fie die Galotte dem 
Flacheninhalte nad in zwei gleihe Theile theilt. Die Höhe der Calotte ift 
eine Schwerlinie, der Durchſchnittspunkt S beider ift daher der Schwerpunft 
der ſchweren Calotte, oder der des Kugelausſchnittes. Der Schwerpuntt S 
liegt demnah im Halbirungspunft der Höhe A,, feine Entfernung COS=z 
vom Mittelpunfte der Kugel ift 


z=4r—4h 
=4r—}.}h 
z=} @r—h). 


Hieraus erhält man die Entfernung 2 des Schwerpunftes einer Halb» 


Schwerpunftsbeftinmungen. 159 
tugel vom Wittelpunkte der Kugel, wenn man A=r feht, 
ı=$r. 

Den Schwerpunkt eines Kugelabſchnittes zu beftimmen, der durd feine 
Höhe % und den Halbmefjer r der zugehörigen Kugel gegeben ift. 

. Jeder Kugelabſchnitt ift glei der Summe aus einem Kugelausfchnitte 
und einem Kegel oder gleich der Differenz der beiden Körper, je nachdem 
kh>r oder h<r iſt. 

Der Shmerpuntt des Kugelabſchnittes wird jederzeit ein Punkt feiner 
Höhe fein. Die Entfernung defjelben vom Mittelpuntte der Kugel finden wir 
nah ber Formel: 

2 — 

zn 
a) 63 ſei A>r, fo ift das Moment des Kugelausſchnittes: 

+32 3@r—h), 

das Moment des Kegels dagegen: 
— 420) @r—h) h-4 6), 

da derfelbe mit dem Kugelausſchnitte zu verſchiedenen Seiten der Momenten: 

ebene liegt, die Summe der Momente ift deshalb: 
ZV zn =4rh@r—) fr —(—n®] 

=4aM(2r — 1). 
b) & ſei A<r, fo find die Momente des Kugelausſchnittes und des 
Kegel pofitiv in Rechnung zu bringen: 
Yarıh-}(2r—h) und 
4x(r —h) (@r—h) halc—h). 
In viefem Falle it Z Y, 2, gleich der Differenz der Momente: 
EV, a=4ah@r— [P—(r— ne] 
=4jaM (Ir — a. 

Bir fehen hieraus, die algebraifde Summe der Momente erhält in beiven 
Fällen denfelben Werth, der Inhalt des Kugelabſchnittes ift ebenfalls für beide 
Annahmen gleih: 


= 





.4aM ($r—h). 
Für beide Annahmen ift daher: 
_4aM Qr—ı)% 
‚_'ar @r—n 
arm 
SI 3r—h 


Im einer Gbene (Fig. 137 a. f. ©.) fei eine gerade Linie XX’ und 
eine beliebige Linie, in beliebiger Lage zur Linie X X’ gegeben. Die 
beliebige Linie werde um bie Linie X X’ gebreht, ohne daß die gegenfeitige 
Lage der beiden Linien fih ändere, bis bie beliebige Linie in ihre ur 
fprünglihe Stellung zurüdgefehrt ift. Die Linie beſchreibt während der Ber 
wegung eine krumme Flache, welche Umdrehungsfläche genannt wird. 
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Die Linie XX” heißt Umdrehungsachſe, die andere Linie heißt Erzeu- 
gungslinie der Umbrehungsfläde. 

1) Der Inhalt einer jeden Umprehungaflähe 
ift gleih dem Producte aus der Erzeugungs⸗ 
linie in ven, während der Bildung der Umbrehungss 
flache, durdlaufenen Weg ihres Schwerpunktes. 

Wir laffen die Grjeugungslinie eine vollftäns 
dige Umdrehung um die Achſe X X’ maden und 
legen durch zwei aufeinander folgende Punkte A und 
B ver Erjeugungalinie Ebenen normal zur Umz- 
drehungsadfe. Die Umdrehungsflähe wird in Kreife 
geſchnitten, deren Halbmefjer gleih AC und BD find. 
Das zwiſchen den Ebenen liegende Stüd ver Um— 
drehungsflähe laßt fih als Mantel eines normalen 
Cylinders anfehen, deſſen Höhe gleih dem Glemente 
AB ver Erzeugungslinie ift. 

Hiernach ift der Inhalt /, des betreffenden Stüds ver Umdrehungsfläche 

fi =2m40.AB. 

Den Inhalt F der Umdrehungsfläche felbft erhalten wir in ver Summe 
der Flachenelemente /ı 

F=Zp 
F=22EZ2AB.AC, 

Das Clement AB der Erzeugungälinie ift gerade, der Schwerpunkt 
vefielben Tiegt daher auf ver Linie felbft in deren Mitte. Das Product 
AB.AC laßt fih als das ftatifhe Moment des Linienelementes AB 
für XX' als Momentenachſe anfehen. Anftatt ZAB.ACItNn.F. 86 
das ftatiihe Moment der Erzeugungslinie für diefelbe Momentenachfe zu fegen. 
Bezeihnen wir mit 2 die Länge der Erzeugungslinie, mit r bie Entfernung 
des Schwerpunkte S derſelben von der Umbrehungsadhfe XX’, fo ift das 
ſtatiſche Moment der Erzeugungslinie: ” 

Ir=ZAB.AC. 
daher der Inhalt der Umdrehungsfläche J 
F=ir.28.....0.0.0.000. (1049) 

Jede durch die Umdrehungsachſe gelegte Ebene heißt eine Meridian 
ebene. Bei der Bildung der Umdrehungsfläche venten wir für die erfte und 
legte Lage der Erzeugungslinie die entiprehenden Merivianebenen und nennen 
den von ben beiden Ebenen gebilveten Wintel den Drehungswinkel. 
Bei einer volllommen geſchloſſenen Umbrehungaflädhe ift derſelbe 4.2 over 
in Bogenmaß glei 2. ft dagegen nur ein Stüd Umbrehungsfläde vor- 
handen, fo ift die Größe des Drehungswinlels von dem vorliegenden Stüd 
der Umdrehungaflähe abhängig. Iſt diefer Winkel im Bogenmaß glei &, fo 
findet fi der Inhalt f des Stüdes der Umbrehungsflähe, wenn man in 
der obigen Formel ftatt 2, a feht. 

j=Ira. 


Big. 137. 
x 
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In einer Ebene (Fig. 138) fei eine gerade Linie XX’ und eine Figur 
ABC von beliebiger Begrenzung in beliebiger Lage zur Linie XX’ gegeben. 
J Die Figur werde um die Linie XAgedreht, 
Big. 138. - ohne bie gegenfeitige Lage zu ändern, bis fie 
x in ihre urſprungliche Stellung zurüdgelehst 
iſt. Die Figur befcreibt während der Bewe⸗ 
gung einen Körper, welcher Umdrehungs⸗ 
a, törper genannt wird. 

J Die Figur ABC heißt Erzeugungs⸗ 
Bi flache, die Linie X.X’ Umdrehungsachſe des 

Umbrehungstörpers. 
x 2) Der Inhalt eines jeden Umdrehungs⸗ 
torpers iſt gleich dem Producte aus der Er⸗ 
zeugungsfläche in den, während ber Bildung des Umdrehungslkorpers 

durhlaufenen Weg ihres Schwerpunktes. 

Der Inhalt der Grjeugungsfläde fei F; dieſelbe venten wir aus Flachen⸗ 
elementen Fy, Fa, Fa... beftehend, die ſich in der Entfernung ry,r2, 13... 
von der Umdrehungsachſe befinden. Bei der Drehung um die Umbrehungs- 
adſe beſchteiben die Zlähenelemente krummgebogene Prismen, deren Inhalt & 
ſich dur) das Product aus Grundebene und Höhe beitimmt. Fur die Höhe 
in die Länge des Drehungsbogens zu fepen. 

Bir haben demnach für ven vollftändigen Umbrehungskörper: 

kh=R2.r® 

Der Inhalt K des ganzen Umdrehungsförpers ift daher 

K=Zh 
K=222Rn. 

Sieht man IF, r, ald die Summe ber ftatiihen Momente ver Flachen⸗ 
elemente für XX’ ala Momentenachfe an, fo ift dafür das ſtatiſche Moment" 
der ganzen Fläche für dieſelbe Umdrehungsachſe zu fegen. 

Nennen wir r die Entfernung SM ve Schwerpunftes- S der Exzeus 
gungeflache won der Umdrehungsachſe XX, ſo ift: 

F=ZHrn 

Der Inhalt des Umbrehungslörpers ift daher: 

K=Fr.2x... “002. (108) 

Haben wir für einen Theil des Umdsehungstirpers den Inhalt % zu be 
fimmen, fo iſt ftatt 2x im ver Iegten Formel der zugehörige Drehungs- 
dinlel a einzuführen: 

k=Fra 

Die beiden Gefege zur Beftimmung ver Inhalte von Umbrehungsfläden 
und Umbrehungstörpern, find befannt unter dem Namen, Guldin's Regel. 

Wir ftelen uns ein normales breifeitige® Prisma vor, deſſen Grund: 
bene den Inhalt f haben mag, und ſchneiden daſſelbe durd eine Ebene, 
welhe mit der Grundebene den Winkel & bildet. Das normale breifeitige 

Bernide, Meqhanit. I. Zweite Aufl. 11 
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Prisma wird dadurch in zwei breifeitige Prismen geheilt, die an einem Ende 
ſchief abgefänitten find. 
Der Inhalt K eines derartigen ſchief abgefänittenen Prismas ABC 
A, B, ©, Gig. 139) ift, wenn man die Kanten mit a; d, c bezeichnet: 
a+b+o 
Kern. 


Sieht man f als die Projection der ſchiefen Begrenzung z an und pros 
jicitt man aud noch den Schwerpunkt der legteren auf f, fo erhält man da- 
durd den Schmwerpuntt S von / felbft, und vie Entfernung 2 der beiden 
Schwerpunlte, die Flachen-Schwerpunkts-Achſe genannt, ift gleich 
a+b+e 

3 


Bei Benugung dieſer Bezeichnung erhalten wir: 

K=fl, 
d. h. der Inhalt eines am Ende fchief abgeſchnittenen breifeitigen Prismas ift 
ein Product aus der Grundebene / und der Flähens Schwerpunftsacfe 2. 


Fig. 139. Fig. 140. 





Wir nehmen jegt ein normales nfeitiges Prisma (Fig. 140), ſchneiden 
dafjelbe an einem Ende ſchief ab und zerlegen es durch Ebenen, die durch 
diefelbe Kante gelegt werben, in (» — 2) vreifeitige Prismen, veren eine Ber 
grenzung ſchief ift. Der Inhalt der ſchiefen Begrenzungsflache ſei 7°, ver 
Inhalt ver Grundebene F, vie Inhalte, ver (n — 2) Dreisde in der erften 
Flache feien 4, fa fa ++ -/n-2, die der Orundebene fı, far Ja +- na 

Die Ebene der ſchiefen Begrenzung bilde 'mit- ver Grundebene den Winkel 
af Feosa=F 





u. ſ. w. bis 
Sn 008 0 = fur 
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& fei S der Schwerpunkt der ſchiefen Begrenzung, feine Entfernung 
von der Örundebene 7, während die Entfernungen der Schwerpunkte ber Drei« 
def far fa. gleich Zu, da, ig... fein mögen, 

Für diefe Annahmen haben wir n. F. 93: 

Fi=zZfh. 
Diefe Gleichung multipliciten wir mit cos «, fo entfteht 
Flose—=Zf,!, cosa, 
vb Fi=Zfih. 

€ beveutet Z/, die Summe der Inhalte der breifeitigen Prismen, 
in welche daS n feitige zerlegt worden ift, wobei ſich 4, da, lg... ald die 
uchen⸗Schwerpunlktsachſen viefer dreifeitigen Prismen ergeben. Es ift alfo 
ad fl, oder der gleiche Werth FL vem Inhalte des ſchief abgeſchnit⸗ 
tenen n feitigen Prismas gleih. Die vom Schwerpuntte S’ der ſchiefen Bes 
genzung aus, parallel den Kanten gezogene Linie 2 trifft in der Grundebene 
Fven Punkt S, welcher zugleich Schwerpunkt diefer Grundebene F ift. Zum 
Beweiſe hiervon denken wir die Enbflächen des fhief abgeſchnittenen Prismas 
53 zu ihrer Durchſchnittslinie 7° Y’ verlängert und von den Schwerpunften 
ver zu F gehörigen Theilvreiede, fowie von dem Punkte S, Normalen x,, 
29,23... auf T V, gefällt, fo beftimmen zufammengehörige Werthe von 
I und = vechtwinkelige Dreiede, die ſammtlich den Winkel & enthalten, aljo 
ahnlich find. Es ift deshalb: 

A_h 


ı 
FI=sEph=—Ehn 


Hieraus ergiebt fih für vie Linie 7 Y”: 
Fe=Zfp 

d. h. S muß der Schwerpunkt der Grundebene F und 2 die Flächen: Schwer: 
punft3achfe des ſchief abgeſchnittenen Prismas fein. Aus dem Obigen folgt alfo: 

1) Brojicirt man eine ebene Figur F’ auf eine Ebene, fo fällt vie 
Frojection ihres Schwerpunftes mit dem ihrer- Projection F zufammen. 

2) Der Inhalt des an einer Seite ſchief abgefhnittenen Prismas wird 
in dem Producte aus der Grundebene F und der Flachen⸗-Schwerpunktsachſe 
ethalten: XSF..... ..... (106) 


Dieſe Geſetze laſſen ſich auf Prismen ausdehnen, die an beiden Seiten 
ſdief abgeſchnitten find. Unter F ift dabei ver Inhalt des Normalſchnitts 
md unter I die Entfernung der’ Schwerpunkte der beiven fchiefen Begrenzungs⸗ 
fäden zu verftehen. Es ift nämlich leicht zu fehen, daß die Verbindungs⸗ 
Iinie der beiden Schwerpunkte mit ven Kanten des Prisma parallel Läuft, 
da fie durch den Schwerpunkt des irgendwo conftruirten normalen Querſchnitts 
sehen muß, ver als gemeinfchaftlige Projection beider Begrenzungsflächen an 
gehen werben lann. Diefe Entfernung Z wird man alfo, analog der obigen 
Vejeichnmmg, die Flächen: Schwerpunltsachſe des Normalſchnitts nennen können, 

11* 
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Der Mantel eines an einer Seite ſchief abgeſchnitienen » feitigen Prismas 
beficht aus m Baralleitrapegen (Fig. 141), deren Höhen die Seiten un, üg, % -.- 
der normalen Grundfläde find 
Big. 141. und deren Witellinien mit 
Ms Mg, 10, ... bezeichnet wer: 
den follen. Für dieſe Bezeid): 
nungen erhalten wir den In⸗ 
halt des Mantel M des 
ſchief abgefhnittenen Prismas 

in dem Ausdtude: 
M=um + Us 
+uMm-+... 

Man vente die Endflächen 
dieſes Prismas bis zu ihrer 
Durchſchnittslinie Y Y’ ver 
längert und von den Mitten 
der Seite u tigyüg... Der 
normalen Grundebene Nor⸗ 
malen 2,, 22, 25 ... auf dieſe 
Linie gefällt. Die entſprechende 
Entfernung de Schwerpunttes S des Umfanges der normalen Grundebene 
von der Linie 7° Y’ nennen wir = und die in S zu der Grunbebene errichs 
tete Normale, bis zu ihrem Durchſchnitt mit der ſchiefen Begrenzungafläde, 
werde mit ım bezeichnet. Bufammengehörige Werthe von z und m beftimmen 
vedhtwinfelige Dreiede, die fämmtlih ven Winkel @, welchen bie beiden Grund: 
ebenen des Prismas miteinander bilden, enthalten, die alfo. einander ähnlich 

find. Demnach ift: 
mM_m_m_. ® 
zz m m "': 
und bei Benugung diefer Beziehungen erhalten wir für den Inhalt des Mantels: 





=" Watwatnst.) 

Der in der Klammer ftehende Ausbrud läßt ſich als die algebraifde Summe 
der Momente der Seiten ver normalen Grundebene, bezogen auf. die Linie 
YY', anfehen und n. F. 93 durch das Moment der Mitteltraft, die hier der 
Umfang U ver normalen Grundebene ift, erjegen.. Es ift deshalb 

M=Um ..... 0... (10 

Nennen wir bierin m die Umfangs: Schwerpunktsahfe ber nors 
malen Grundebene, fo heißt das Geſetz: 

Der Inhalt des Mantels eine an einer Seite ſchief abgeſchnittenen 
nfeitigen Prismas wird erhalten in dem Product aus dem Umfange der nor- 
malen Grundebene und der dazu gehörigen Umfangs» Schwerpunftgadie. Es 
verdient noch bemerkt zu werben, daß bie letztere im Allgemeinen in ber 
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fchiefen Begrenzungsflache nicht den Schwerpunkt des Umfanges derſelben, ſon⸗ 
dern irgend einen beliebigen Punkt trifft, woburd fi die Umfangs: Schwer: 
puntt3achfe ganz beſonders won der Flächen» Schwerpunttsadhfe unterſcheidet. 
Die eben entwidelte Formel 107 findet auf beiberjeitig ſchief abgefhnittene 
Prismen Anwendung, wenn man unter U den Umfang des Normalſchnitts 
und unter m die durh den Schwerpunkt dieſes Umfanges mit den Kanten 
parallel gezogene Linie verfteht, foweit biefelbe innerhalb des fchief abge 
ſchnittenen Prismas liegt. Diefelbe trifft aber im Allgemeinen nicht die 
Schwerpunkte der Umfänge der fhiefen Begrenzungsfläce. 

Die beiden in Formel 106 und 107 für prismatiſche Körper hergeleiteten 
Gefege gelten für alle zur Gattung der geraden Cylinder gehörigen Körper. 

Das ganze Gewicht eines Körpers kann in befien Schwerpunkt vereinigt 
gebacht werben als eine abwärts wirkende lothrechte Kraft. Der Körper wirb 
nad 8.39 in Ruhe bleiben, ſobald fein Schwerpuntt unterftügt, die Bewegung 
des Körpers ſenkrecht gegen den Horizont verhindert iſt. 

Stügt fih ein Körper mit einem Punkte gegen eine Gbene und foll er 
in Ruhe bleiben, fo muß die Reaction der Ebene in lothrechter Richtung 
duch den Schwerpuntt des Körper gehen. 

Soll ein Körper ruhig liegen, indem er fi mit zwei Punkten gegen eine 
fefte Oberfläde ftügt, fo müfjen die Reactionen der beiden Stügpunfte mit dem 
im Schwerpunkte des Körpers wirkſamen Gewichte in einer Ebene liegen. Die 
Richtung des Gewicht? muß alfo einen Punkt der Verbindungslinie der beiden 
Stügpunkte treffen, wobei die Reactionen dieſem Gewichte parallel fein, ober 
fih in einem Punkte mit demfelben ſchneiden können. 

Fig. 142. Iſt ein Körper in drei Punkten unterftügt, fo wird 
Gleichgewicht beitehen, wenn fi die brei Reactionen 
mit der im Schwerpunkte wirkſamen Kraft in dem⸗ 
felben Punkte ſchneiden oder mit derſelben parallel find. 

Findet die Unterftügung des Körpers auf einer 
Horigontalebene in drei oder mehreren Punkten ftatt, 
die nicht in gerader Linie liegen, fo bleibt der Körper 
in Ruhe, wenn die durch den Schwerpunft gerichtete loth⸗ 
rechte Linie einen Punkt innerhalb der Grundfläche des Körpers trifft. Als 
Grundfläde ift hierbei ftet die Figur anzufehen, um deren Seiten ald Kanten 

Fig. 143. der Körper fih drehen kann. Für die (Fig. 142) ſechs angenom: 
* menen Unterftügungapuntte A, B, C, D, E, F wurde alſo hier⸗ 

n nad) das Fünfed ABCDE die Grundfläche des Körpers bilden. 

Wird die Grundflache dur) eine krumme Linie (Fig. 143) 

begrenzt, fo find die in den einzelnen Punkten P zur Linie con= 

ſtruirten Tangenten MN als Seiten der Grundflähe anzufehen. 

7 Denken wir einen auf einer Horizontalebene ruhenden 

Körper um ein Geringes dadurch aus feiner Lage gebracht, 
daß wir ihn um eine ber Seiten feiner Grundfläche drehen, fo wird die im 
Schwerpunkte wirkfame Kraft fih auf verſchiedene Weile bemerkbar machen. 
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1) Der urfprünglihe Zuftand wird wieder hergeftellt, wenn ver Schwer: 
punkt S (ig. 144) bei der Drehung gehoben wurde. 
2) Der Körper wird umſchlagen, ſobald der Schwerpuntt S (Fig. 145) 
durch die Drehung in eine tiefere Lage gebracht wurde. 
" Fig. 145. 


Big. 146. 





3) Der Körper wird in der neuen Lage beharren, wenn die Entfernung 
des Schwerpunftes S (Fig. 146) von der Horizontalebene duch vie Drehung 
nicht geändert wurde. Hiernach kann das urfprünglie Gleichgewicht des 
Körpers ein dreifaches fein. 

Das Gleichgewicht heißt ftabil, wenn ver Schwerpunkt die möglid 
tieffte Lage einnimmt, dagegen nennen wir es labil, wenn fih der Schwer 
puntt auf der hochſten Stelle befindet, endlich ift das Gleichgewicht ein neu: 
trales oder inbifferentes, wenn der Schwerpunlt bei jeder Stellung des 
Körpers diefelbe Entfernung von der Grundfläche behauptet. 

Diefer dreifahe Gleichgewichtszuſtand laßt fih auch bei Körpern, die ſich 
um eine fefte Achſe zu drehen vermögen, unterſcheiden. Iſt C der Durch⸗ 
ſchnittshunlt diefer Drehachſe und derjenigen Verticalebene, in welcher ſich der 
Schwerpunkt S des Körpers findet, fo ift die Aufhängung eine ftabile, wenn 
S vertical unter C liegt (Fig. 147), da bei Aenderung der Gleichgewichts: 
lage das in S wirkſame Gewicht G des Körpers gehoben wird und demnach 
das Beftreben äußert, den Körper in bie urfprünglihe Lage zurüdzubringen. 
Liegt dagegen C vertical über S (Fig. 148), fo ift das Gleichgewicht ein 
labiles, da das in S wirkjame Gewicht G, bei einer Aenderung der Gleich: 
gewichtslage, die angefangene Bewegung fortzufegen befttebt ift. Endlich ift 
Big. 147. Big. 148. Fig. 109. 


Rn 
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die Aufhängung des Körpers indifferent (Fig. 149), wenn der Punkt S 
mit dem Punkte C zufammenfällt, da bei einer Drehung des Körpers um C 
teſp. 5, feine Bewegung eintritt, vielmehr jede andere Lage ebenfalls als 
Gleichgewichtslage angefehen werden muß. 

Ein Körper flüge fih auf eine Horizontalebene und fei im ftabilen Gleich: 
gericht, Für dieſe Annahme muß der Schwerpunlt des Körper unterftügt 
fein, die Richtung der lothrecht wirfamen Kraft muß aljo einen Bunkt inners 
halb der Begrenzung der Grunpfläde treffen. 

Auf den Körper wirken nad beliebigen Richtungen Kräfte, welche fih 
nah $.38 immer zu einer Rejultante K und einem Kräftepaar Qg vers 
äinigen laſſen. Die Kräfte mögen kein Beitreben haben, den Körper in forts 
f&reitende Bewegung zu verfegen, dagegen mögen fie benfelben umzumerfen 
verfuhen. Dem Umwerfen geht ein Kippen um eine Seite der Grundfläche 
voran. Das Kippen ift Drehung, wird alſo durch das Kraftepaar Qg here 
hervorgebracht, dad aus ben drei Kräftepaaren ZI, Mm, Nn befteht. 
Sehen wir die Seite, um welche das Kippen erfolgt, als die jedesmalige 
Z:Adhfe an, fo werden ZI und Mm von felbft außer Wirkung gebracht 
und dad Kräftepaar Nn wirkt allein auf Rippen. 

Das Gewiht W des Körpers liegt immer in einer zur Grundfläde nor: 
malen Ebene und wiberfegt fi dem Ummerfen. Das Maß dieſes Wider: 
Randes ift in dem ftatifhen Momente Ww für die Seite der Grundfläche 
ala Drehachſe gegeben, um welde bie Drehung erfolgen wird, Die beiden 
Kräftepaare Nn und Ww liegen entweder in berfelben oder in parallelen 
Ebenen und haben entgegengefegtes Drehungsbeftreben, fie laſſen ſich deshalb 
duch ein Baar erfegen, defjen Moment gleich der algebraiihen Summe der Mo- 
mente der beiden Kräftepaare ift. 

Bezeichnen wir dad Moment des refultirenden Paares durch Se, fo 
if dieſes ein Map für die Widerſtandsgröße gegen das Umwerfen, für bie 
Größe der Stanbfeftigfeit des Körpers. Wir nennen den Ausdrud Ss die 
Stabilität des Körpers, Diefelbe ift pofitiv, fo lange der Körper fih im 
ſtabilen Gleichgewichte befindet, negativ, wenn um irgend eine Geite ber 
Grundflaäche Kippen erfolgt, Null, wenn ſich ver Körper an der Grenze des 
Gleichgewichts gegen Kippen befindet. 

Es ift: Se=Ww—Nn 
der für Nm den Werth gejegt: 

Sse=Ww—ZP, (z1008ß, —yıc080) - - . (108) 

Wirken feine äußeren Kräfte auf den Körper, fo ift die Stabilität deſſelben 
fa gleih Ww 

Se=Ww.....0..0.0. 0. (109 

In den meiften Fällen ver Anwendung wird die Seite, um welche Rippen 
folgen kann, unmittelbar gegeben fein, ober fi durch eine einfache Schägung 
etgeben. Will man jedoch die Achſe des Kippens beftimmen, fo ift folgenber- 
maßen zu verfahren. " 
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Bir nehmen vie X-Abie des Sofems uormal zu ber Gbene, auf die 
ver Körper ſich jtügt, mwühlen im ber letzteren vie Z-Adje belichig, betiimmen 
sarınf die Y-Ahie normal dazu und bilzen aus den änferen Kräften die Re: 
jultante B und die drei Rräftepaate LI, Mm, Nm 

Wir laſſen R ganz auber Betracht. Es it weiter erfuhtlih, daß das 
Baar Li, weihes um die X-Adie ein Drehen hervorbringen will, für 


Die beiden Kräfteyaare M m und N a vereinigen wir zu einem Kräſtepaar, 
deien Chene wurd dieſelbe A⸗Adhſe geht, vie aljo nermal zur Stüßebene 
des Körpers gerichtet if. Radvem die Paarebene dieſes refultitennen Paares 
ver Lage nach beftimmt iR, wirb Viejenige Seite der Grunbfläde des Künpers 
als ‚des Niypens genommen werden mäfjen, welde normal zu dieſer 
iſ. 


Nebungen. 





1. Ein mit Blei ausgefüllte Stein wiegt 150 Kilogramm und bat ein 
frecififches Gericht gleih 7,3. Das darin enthaltene Blei habe ein Gewicht 
von 100 Kilogramm und das fpecifiiche Gewicht 11,32. Welches ſpecifiſche 
Gewicht hat die Steinmafje für fih allein? 

4,26. 

2. Ein Kegel, der durch die Höhe A und den Halbmeffer r, der Grund⸗ 
ebene gegeben ift, befteht aus zwei Theilen. Der untere Theil, ein abges 
Rumpfter Kegel, habe das fpecifiihe Gewicht s,, der obere, d. i. der zugehörige 
Ergänzungstegel, habe das ſpecifiſche Gewicht s,. Es ift die Höhe eines jeden 
der beiden Körper zu berechnen, wenn fie gleihes Gewicht erhalten follen. 

Höhe des vollftänbigen Kegels: 

3 
4 
—F +3 

Höhe des abgeftumpften Negels: 

3 a 
(i -V; u) 

3. Es ift der Schwerpunkt für drei homogene Kugeln von den Gewichten 
Us Qa, Qa zu beftimmen, welche in ihrer feften Verbindung durch ihre Mittels 
puntte A, B, C, das Dreied A BC beitimmen, das alfo als vollkommen be= 

Kannt angejehen werben barf (Fig. 150). 

Big. 150. 63 fei D der Schwerpunkt zu Q, und 

Q. dann ift CD eine Schwerlinie, und 
der Punkt S derſelben Schwerpunft ber 


drei Kugeln. Bezeihnet man AB mit o 
und CD mit t, fo iſt 


4 
— — 


— — 
4 
Fur Q = wid BD= 














und 


DS=t 
c 
7 





170 Dritter Abſchnitt. Zweites Eapitel. 
daher CD die Mittellinie £, von C ausgehend, und 


% 
DS=,— 2. 
304% 
IR aub noch Qu = Q, =, fo iſt 
DS—4t, 
und S ift dann zugleih Schwerpunkt der ſchweren Dreiedsflähe ABC. 

4. Den Schwerpunkt einer geraden Linie von ber Länge 2 zu beftimmen, 
vie von fehr vielen parallelen Kräften in gleichen Abftänden angegriffen wird, 
Die Kräfte mögen fih der Größe nach wie die Producte 1.2.3, 2.3.4, 3.4.5, 
4.5.6 u. f. w. verhalten, und die erfte berfelben fei P 

L Anti, 
7 

5. Es iſt der Schwerpunkt won dem ſchweren Umſange einer beliebigen 
gerablinigen Figur zu beftimmen. 

6. Den Schwerpunkt eines ſchweren Kreisbogens zu beftimmen, deſſen 
zugehörige Sehne 15” und deſſen Halbmefler 12” Länge hat 

11,11” vom Mittelpuntte entfernt. 

7. Bo liegt der Schwerpunkt eines ſchweren Bogens non demfelben 

Halbmefier, deſſen Mittelpunttswintel 34°7' if? 
11,82” vom Mittelpuntte entfernt. 

8. 63 ift der Schwerpunkt eines beliebigen ſchweren Sechseds zu beftimmen. 

9. Bon einem Baralleltrapez (Fig. 151) find die parallelen Seiten « und 
b, die Höhe A und ein Winkel « an der unteren Grunblinie gegeben! Es 
iſt der Abftand = des Schwerpunftes S von derjenigen nicht parallelen Seite 
des Trapezes zu beftimmen, welche Schenkel des Winkels « ift, 

@+ab+b 


=) —— — eine. 


s+b 








10. Es find die Goordinaten z und y des Schwerpunttes S zu beflimmen 
für ein Paralleltrapez (Fig. 152), das durch die Coorbinaten feiner Edpuntte 
gegeben iſt, von denen zwei in ber T⸗Achſe des Coordinatenſyſtems liegen 
mögen. Die parallelen Seiten feien außerdem normal zur X Adhfe. 
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ya es t)tyl +22) 
> 
n+Ya 
y= FE +9 +9, 
Yıt9Ya 
11. Den Schwerpunkt S des unregelmäßigen Funfeds (Fig. 153) zu 
beftimmen, das durch die Coorbinaten feiner Edpunkte gegeben ift. 
=, rn: =0,,=18,,=16,.,=8 
y=1, y=1, 9-1, v= 6% =2. 
6ZV, x = + 3584, + 8672, — 1848, — 2432, — 936 
62V, yı = + 3488, + 4064, — 504, — 416, — 744 





x 











> 


12. Den Schwerpunktsabftend x de3 in Figur 154 gezeichneten Tförs 
migen Duerjhnitt8 von der unteren Kante zu berechnen, wenn vie in ber 
Figur eingefchriebenen Maße Gentimeter bedeuten. 

ZV,2 _ 33.2.99-4-18.1.97,5+8.2.93+98.1.49+16.4.8 
zu 33.2+18.148.2-+98.1+16.4. 
_ 15091 _ am 
=,” BZ", 

13. Den Schwerpunkt eines ſchweren Kreisausſchnittes zu beftimmen, 

deſſen Mittelpunkttintel $ m und befien Halbmeſſer 6 ift. 
2,951", 
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14. Das zwiſchen zwei parallelen Sehnen von ver Länge 2a und 25 
eines Kreiſes gelegene Stüd fei ſchwer. 

Wo liegt der Schwerpunkt, wenn ber Halbmefjer des Kreifes gleih ge⸗ 
geben ift? 

Die Fläche ift gleich der Differenz zweier Kreisabſchnitte, gleih A, — Az. 
Der Schwerpunkt liegt auf der vom Mittelpunfte des Kreiſes auf die Sehnen 
gefällten Normale, und fein Abftand z vom Mittelpunte ift 


15. Fallt man von dem Mittelpunkt des Kreiſes bei ber letzten Be: 
ftimmung die angegebene Normale, fo theilt diefelbe das vorige Flächenftüd 
in zwei congruente Theile. 

& ift der Schwerpunkt eines folhen ſchweren Theiles zu beftimmen. 

Die Entfernung des Schwerpunktes vom Mittelpunkte ftimmt mit dem 
in der vorigen Aufgabe gefundenen Werthe z überein, Die Entfernung x 
vefielben von ver gefällten Normale aber ift, wen A,, As und r bie in ber 
vorigen Aufgabe angegebenen Bedeutungen haben, & und ß aber die halben 
Eentriwintel der Sehnen bezeichnen, 

z=4r 3 (cos ß — cos a) + 008 aꝰ — cos [2 
3(4ı — 4a) 

16. Es ſei der Schwerpunkt von dem Flähenftüd zu beftimmen, das 
von zwei Tangenten (die von einem Punkte aus an einen Kreis gezogen find) 
und dem dazu gehörigen Bogen begrenzt if. Zu dem Ende ift der Halb: 
mefjer r de3 Kreiſes und der zugehörige Gentriwintel 2x gegeben. 

Die Entfernung æ vom Mittelpunkte des Kreifes ift 

sin a® . 
Me rreerrr, 

17. 63 ift der Schwerpunkt einer ſchweren Fläche zu beftimmen, die von 
einer geraben Linie und einem Korbbogen begrenzt ift. Der letztere beftehe 
aus drei Kreisbögen, deren Halbmefjer gleih r und $ 7 gegeben find. Die 
Mittelpunkte der Kreisbögen am Ende liegen in der zur Begrenzung dienenden 
geraden Linie. Der Mittelpunktswinkel für den mittleren Bogen fei2« gleich 


60° oder gleich . 


Der Abftand 2 des Schwerpunltes won der bie Fläche begrenzenden ges 
geraden Linie ift: 








4 +28 sina + cosa Ein 2 a — 24 e) 
x +60 —en2a 





z=4r 
z= 0,242 r. 


18. Den Schmwerpunftzabftend = des Schienenprofils (Fig. 155) von 
der unteren Kante AD zu berechnen, unter der DVoraußfegung, daß bie 
trummlinigen Begrenzungen durch die in. der Figur angegebenen geraben 
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Umriſſe erfegt werden. Dabei ſei: AB= 14", AD— 93", EF= 13", 
EG = 53", KL= 54", KM— 21”, und die Höhe des Paralleltrar 
pezes GHLEK glei 32", 
_ZVız __253666,2 


en a TA" 
A) 19. Es ift der Schwerpunft 
=“ Big. 155. x eines ſchweren Obelisken zu bes 


ftimmen, wenn deſſen Abmefjungen 
gegeben find (Fig. 156). 

Es fei Ah die Höhe des Obe⸗ 
listen, die Seiten ber unteren 
rechtedigen Grundebene fein AB 
=aund BC=Ö, bie der oberen 
PQ=d m QR=P. & 
ift der Abftand 2 des Schwers 
punltes ‚S von der unteren Grund» 
ebene zu beredinen, indem man 
den Körper auf bie in der Figur 
angegebene Weiſe in einzelne 
Theile zerlegt denlt: 

_h,ab+a'b+ab' +3a'b 
Fe gabtabtad' F2aW. 
20. Den Schwerpunkt eines 
dreiſeitigen ſchief abgeſchnittenen 
BPrismas zu beſtimmen, deſſen 
Fig. 166. Kanten gleich a, d, o gegen bie 
Grundebene ABC unterdem Win⸗ 

tel & geneigt find (Fig. 157). 
Zur Beftimmung des Schwers 
punktsabftandes u von der Grunds 
ebene ABC lege man durch A, 
eine Ebene parallel zu ABC, fo 
wird der Körper in daß breifeitige 
Prima ABCEDA, und in die 
vierfeitige Pyramide ZDB,C, 
A, zerlegt, welche legtere durch die 
Ebene EB,A, wieder in zwei 
breifeitige Pyramiden zerlegt wer⸗ 
den mag. Es ſeien die Seiten 
des Normalſchnitts p, g, r, und 
bie Höhen befielben A,, Ay, Aa, ſo 
daß p die normale Entfernung der 
Kante BB, von CC,, und A, bie 
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der Kante AA, von der Ebene CBB, C,, q die Entfernung der Kante 
AA, von CC,, und A, die der Rante BB, von der Gbene CA A, C, 
bezeichnet. In Bezug auf A BC ald Momentenebene ift: 

das Moment des prismas ABCEDA, -& “ze 


».» de Pyramide ED BA, — zu a Batiirne 
» 2» »  E0B4M aha aetrraMme. 
Hieraus ergiebt fi: 
j _ +5 +02 +ab+ac+dc 
u=jena — * J 
Zur Berechnung der Schwerpunktsentfernung z, von der Ebene CBB,C, 

haben wir: 

das Moment des prismas ABCEDA, = Ah a 








h 
3 


» der Pyramide EDB, CA, ek r aa 


> 


daher = orte 
Bei entfprehenver Zerlegung findet fi der Schwerpunktsabſtand zz von 
der Ebene CA A,C, 


„ofa.ot2ö+e 
274 a+b+o 
unb der von ver Ebene A BB, A, 
„ohM.otö+2e 
eT 4 atbte 


Man ziehe durch den Schwerpunft S eine Parallele zu den Kanten des 
Prismas, woburd fi in der Grundebene ABC ver Punkt Q ergeben mag. 
Berbindet man denſelben mit A, B und C (Fig. 158), fo ift 


Fig. 158. 
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Ah: =AF:QF=H:QL 
la: = BG:QG=H,:QM 
a: = CK:QK=H,:QN, 
wenn wie mit Hy, Hy, H, die Höhen des Dreicdd A BC bezeichnen. 
Hieraus folgt: 


—H.20+tb+e 
aL=7 a+b+e 
_ Hs a+2b+e 
QuU=F- TH 
_H, a+b+2c 
——— 


wodurch der Punkt Q in der Grundebene A BC ver Lage nach beſtimmt iſt. 
Beiter ergiebt fih aus der Proportion er = a 
AQ_2a+35+3e 
FQ 2Batbte” 
d. h. Qift Schwerpunkt zweier Gewichte, in A und F wirffam, die den Aus⸗ 
iriden 2a-+d5+c und 26+35-4+3c proportional find. 
In gleicher Weife foll noch das Verhältniß von BF und CF beftimmt 
werben. Es ift 

















ELBE NL BET Be CL 
— 77 
DE 1 Eee nr nu 
FB gr 6, 
aber BF_H,,QN _a+b+2e 


CF H, QM a+25+e 
d. h. F if der Schwerpunkt von zwei Gewichten, die den Ausdrüden 
s“+5-+2e und a+25-+-c proportional und in den Buntten C und B 
wirfam find. Hieraus folgt ſchließlich: Q ift der Schwerpunft von drei in 
den Punkten A, B, C wirtfamen Gewichten, welche ven Außbrüden 204646, 
a+25+c, a-+5-++2o proportional find, Q ift alfo nicht Schwerpunft der 
Grundebene A BC, und SQ fällt nicht mit der Flächen-Schwerpunktsachſe des 
ſchief abgeſchnittenen breifeitigen Prismas zufammen. 


21. Den Schwerpunlt eines Kugelabſchnittes zu beftimmen, der zu einer 
Kugel vom Halbmeſſer 4,24” gehört und fih durch den Mittelpunftäwintel 
15°10’ beftimmt 

4,1764” vom Mittelpuntte entjernt. 
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der Kante AA, von der Ebene C BB, C,, g die Entfernung der Kante 
AA, von CC,, und Ag bie der Kante BB, von der Gbene CAA, CO, 
bezeihnet. In Bezug auf A BC als Momentenebene ift: 


das Moment des Prismas ABCEDA, — a a eo 
— ® 
» der Pyramide ED BA, — Te 


» 2». 9». » . BGBA4A 
Hieraus ergiebt ih: 


u=jena 


_ Ph(c—a) (2a+b+e)eina, 
F 6 4 


+52 +02 +ab+ac+bec 
atb+te " 
Zur Berechnung der Schwerpunftzentfernung =, von der Ebene CBB,C, 
haben wir: 
h 


das Moment des Prismas ABOEDA, = eh ah 








3 
>» der Ppramide EDB,0,4, = 24078 , ul, 
—a.2etb+te 
deher A=7'atbre 


Bei entſprechender Zerlegung findet fi der Schwerpunttsabftand x, von 
der Ebene CAA,C, 


„o.at25+e 

34 arte 
und ber von ver Ebene ABB, A, 

no h.atö+2e 

4 ar+tbte 


Man ziehe durch den Schwerpunkt S eine Parallele zu den Kanten des 
Prismas, wodurch fih in der Grunvebene ABC der Punkt Q ergeben mag. 
Berbindet man denſelben mit A, B und C (Fig. 158), jo ift 


Fig. 158. 
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Rs: = CK:QK=H,:QN, 
wenn wir mit Z,, H,, H, die Höhen des Dreied® A BC bezeichnen. 
Hieraus folgt: 
an A.2etö+te 


4 atbfe 
_Hs a+25-+e 

au=7- a+b+e 
_B, a+b+2o 

—— 


wodurch der Punkt Q in der Grundebene A BC ver Lage nach beſtimmt ift. 
. . AF_ HM 
Weiter ergiebt fih aus der Proportion ar-aı 
4AQ_2a+t3d+3c 
FO 2atdre 
d. h. Qift Schwerpuntt zweier Gewichte, in A und F wirtfam, bie den Aus: 
widen 2a +5-+ co und 24+35-+3c proportional find. 
In gleicher Weife foll noch das Verhältniß von BF und CF beftimmt 
werden. Es ift 











DEE Emil As nat 
DE 1 Eee u 
a —— 


daher 


d. h. F ift der Schwerpunkt von zwei Gewichten, die den Ausbrüden 
a+5-+2e und a+25-+-c proportional und in den Punkten C und B 
virfam find. Hieraus folgt ſchließlich: Q ift der Schwerpunkt von drei in 
den Bunkten A, B, C wirkfamen Gewichten, welche den Ausprüden 20 4646, 
s+25-+-c, a+5-+2o proportional find, Q ift alfo nicht Schwerpunkt der 
Grundebene ABC, und SQ fällt nit mit der Flähen-Schwerpunktsachfe des 
ſchief abgeſchnittenen breifeitigen Prismas zufammen. 


21. Den Schwerpunkt eines Kugelabſchnittes zu beftimmen, der zu einer 
Rugel vom Halbmeſſer 4,2" gehört und fih durch den Mittelpunktäwintel 
15°10' beftimmt 

4,1754" vom Mittelpuntte entfernt. 
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22. Aus einer Halblugel iR ein normaler Kegel mit Treisfsrmiger Bafız 
herausgeſchnitten worden, der mit der Halbtugel dieſelbe Höhe hat, deſſen 
Grundfiachenhalbmeſſer aber glei der Hälfte des Nugelhalbmefiers it. 

Es ift ver Schwerpunkt des auögehöhlten Körpers zu beftimmen. 

Die Entfernung von der unteren Grundebene ift 

11 
28” 

23. Für die nebengezeihneten Figuren (Fig. 159, Fig. 160 und Fig. 161), 
bei denen MN eine fefte Achſe bezeichnet, find aus den eingeichriebenen Maßen 
die Inhalte der Oberflächen F und ver Bolumina X ver Umbrehungstörper 
zu beftiimmen, die bei einer Umdrehung der Figuren um MN 


Fig. 159. Fig. 160. 
2 3 5 





N J N 


1. F=2arl; K=r?nl 

2. Feall tdi Et tt VPE, 

3. F=ealp+)+bP+nte@tn)] 
K=4af(p-+g-+r), wenn f ven Inhalt des durch bie Seiten 

ab. beftimmten Dreieds bezeichnet, 

„F=4anrt;, K=4ar 

F= 114159 #r?; K= 0,09587 wr?, 

. F=1,14159 #2; K= 0,9413 m r?, 


ea» 
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7. F=2ar?(sina— a cos a) 
K=}ar’[2sin« +%cosa(sin2a— 60)], 

8 F=4ntar, K=2mRar?, 

9. F=2np(a+b+2c+2d+2s-+2rn) 
K=apla(2c+2d+e+4r)+be— 2rz]. 


24. Zur numerijhen Berechnung der Oberflähe und des cubiihen In— 
halt von dem nebengezeichneten Säulen⸗ 
Big. 162. fuße (Fig. 162) feien die eingefchriebenen 

M Abmefjungen in Gentimetern gegeben. 











K = 12,137 Cubbm. 


25. Das in Fig. 163 verzeichnete 
Rohr aus Kupfer vom fpecifiihen Ges 
wicht 8,8 beftehend, bat eine Metall: 
ſtärle von 6"" und einen äußeren Durch: 
mefjer von 8, Wie ſchwer ift daſſelbe 
bei Benugung der eingefchriebenen Cen- 
timetermaße? 

Rohrquerſchnitt gleih 13,95 I; 
Slantihquerjgnitt gleih 140,39 I"; 
Inhalt der drei Slantihen 3.140,39.4 
= 1,685 Cubdm.; Inhalt der beiden 
geraden Rohrenden = 13,95 . 10.2 
= 0,279 Cubvm.; Inhalt des großen 


150 
Bogens 13,95.63.20 365; Inhalt des 


ig. 163. 





feinen Bogens 1895.31.9= 20; beide Bogen haben zufammen den In— 
halt 13,95 . m + 3) = 2,980 Cubdm. Der Inhalt der ganzen Rohr: 


Bernide, Mechanit. I. Zweite Aufl, 12 
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verbindung iſt deshalb — 4,944 Cubdm. umd das Gewicht deſſelben beträgt 
4,944 .8,8 — 43,5 Kilogramm. 
. 26. Es ift das Gewicht der 
Big. 164. aus Meifing vom fpecifiihen Ge: 
wicht 8,5 beftehenven Schrauben: 
mutter (Fig. 164) zu berechnen, 
wenn bie in ber Figur angegebe: 
nen Maße Gentimeter bedeuten. 
Inhalt des vollen Körpers 
gleih 1769,417 .z. 
Inhalt des pofitiven Schrau: 
1227 — 10? x 
24 
Inhalt der zu fubtrahiren- 
den Höftung u 1222-10? x 


4 
= 5185. 

Gewicht der Mutter 1,250917 .m.. 8,5 = 33,4 Kilogramm. 

27. Um die Linie MN (Fig. 165) al3 Drehachſe werde die Figur ABCD 
Fig. 165. gedreht, die daburd gebildet worben ift, daß man CB 
al3 Tangente für den zu dem Bogen A B gehörigen Kreis 
conftruirte. Dur die Umdrehung entfteht ein normaler 
abgeftumpfter Kegel, der auf feiner oberen Grundfläche 
einen Kugelabſchnitt trägt. 

Es ift die Entfernung des Schwerpunktes ver Figur 
ABCD von der Drehachſe MN zu beitimmen, wenn 
r=t%r und A=%r, V3 if. 

Es ift: 


aetnntndt+ Inn) 


bengewindes 17. 





2 2 
= tn + Titan 120|2xz, 
worin Az die Höhe des Kugelabſchnittes und r den Radius der Kugel bezeichnen. 
Hieraus ergiebt fih bei Benugung der obigen Werthe 
Ey Era 3 
Fraser V= gr 2(6VY3-+m) 
x = 0,8626 r,- 


28. Den Inhalt, fowie den Mantel des Dfenrohrknieſtüds nah den an— 
gegebenen Maßen in Gentimeter zu berechnen (Fig. 166): 
=7T zeit +%0 +2 = 138,88 Cubdm. 


1 91490, 
2 





M=x-3 2= 17920 I". 
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29. Bon einem normalen Cylinder mit kreisformiger Bafis ift ein cy— 
lindriſches Stüd dur eine Ebene parallel ver Achſe abgeſchnitten worden, 
defien Grundebene alſo ein Kreisabſchnitt ift, zum Mittelpunktäwintel 20 ge: 
börig. Der auf die Weiſe entftandene Cylinder werde an feinen Enden be 
fiebig ſchief abgeihnitten. Es ift der Inhalt, fowie die krumme Oberfläche 
des nun entjtandenen Körpers zu berechnen. Die Figur 167 ftelle den bes 


Fig. 166. Fig. 167. 





treffenden Körper vor, A BC fei der normale Ouerihnitt, r der Halbmefjer 
des Kreijeß, zu dem der Abſchnitt ABC gehört; femer fi DD'—=A, 
EE=a FF=b. 
Iſt S ver Schwerpunkt des Kreisabſchnittes A BC, und EG’ durch S 
parallel der Seite des Cylinders gelegt, fo ift der Inhalt 
K= Abſchnitt ABC mal E@ 
72 4[2h—(a-+b)]sina®+3 (2 — sin2a) (a-+b— 2A cosa) 
12 1—cosa " 
Iſt S, der Schwerpunft des Kreisbogens ABC und ZL’ durch 5, 
yarallel der Seite des Cylinders gelegt, fo ift der Inhalt der krummen Obers 
Nläge, der Mantel 
M= Bogen ABC mal LL' 
r [2R— (a-+b)]eina+a(a+bd—2hcosa) 
1—cos« 
Fallen bei dem, eben betrachteten Körper 
Fig. 168, die Linien FE und FE’ mit AC zu 
fammen, fo entfteht ein Klauen oder 
Huf (ig. 168). Jar diefen ift 
hr24sina®—3cosa (2a —sin2a) 
6 1—cos« 


M=2hr 














M 


K: 











ein a—a cos « 
1—cos« 
12* 
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Ein in tem Alıuen A C zleib tem Durbmener 2r, ver Rütelpunfi: 
wintel 2a alie zu 180‘, io it B 
K=$hrt m M= hr. 

30. Die Stabilität für tie nermalen ®rismen zu berebnen, tie mit 
einer Seiterftäte auf einer Herizentalebene liegen unt um eine ver Zeiten: 
lanten gedreht werten iclen. 

Tie normalen Tuerichnitie ſind nachſtebend angegeben, die Länge ver 
Körper jei I, vie Tihtigteit "Tas Gewicht eines Cubifterimeters) jei y Kile: 
gramm. eußere Kräite mögen nicht verbanden jein. 

1. € sei (Jig. 169) AB=db um BC=h. 











5 
=bkly— 
Ss kly 3 
= ybrhly. 
Die Bergrögerung ver Breite vermebrt im beben Grade die Stabilität. 
Fig. 169. ig. 170, 
A B 
G G 


ig. 170) AB=b, BOo=hm ED—=nh, d. b die 
Mauer erhalte bei 1 Meter Höhe eine Ausladung von n Metern. 
a. für die vurb E gehende Seitenfante: 





2 h2 
Soap?" 5 +ataranm, 
b. für die durch C gehende Geitentante: 
2 
Se=aly?® tea@bten, 


3. Es fei (Fig. 171) die Mauer nad beiden Seiten auf gleiche Weile 
geboſcht, fo it für diefelben Bezeichnungen: 
se=ay@teD6H2eN, 
4. Es fei (dig. 172) BC und EF=h, und A, und AB und 
CF=b, und da, fo ift: 
a. für die durch F gehende Seitenfante: 
(b2 — b,)* h; d, h (26, — b, 
51-1, ab h th abi), 
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b. für die duch C gehende Geitenkante: 
sy tn, 


Fig. 17. Sig. 172. 
A B 


31. Ein Kugelabfhnitt von der Höhe A und zu einer Kugel vom Halb: 
mefier r gehörig, liegt mit feiner Grunpflähe auf einer Horizontalebene. Cine 
im Schwerpunkte defjelben angreifende Kraft P wirke unter einem Wintel & 
gegen den Horizont auf Ummerfen. Es ift die Größe der Kraft P zu finden, 
io dab der Körper fih auf der Grenze des Gleichgewichts gegen Rippen be: 
finde. Nehmen wir das Gewicht G des Körpers als eine im Schmerpunfte 
deſſelben lothrecht wirlſame Kraft an, fo erfolgt das Kippen um diejenige 
Tangente de3 Grundkreiſes, die auf der durch die Richtungen von P und G@ 
gelegten Ebene normal fteht. 

Bezeichnen wir die Dichtigkeit des Körpers mit y, fo ift 
EZ _ . —— ‚ h(4r—h) 
@ 2(3r — h)y Pein«) Vk@r N Po 
(ar—h)?VYh(ar—h) . 
h(4r—h)cose +4(3r—h)einaVh(2r—h) 
Zur numerifhen Berehnung fei: 
" r—= 24m; h= 30m; = 15°; y = 0,7 Rilogramm. 
93 _ 
15 cose +12 sina V3 





Ound 





P=4ni:y 








P=42.9.0,7- 





20,7 Kilogramm. 


Sig. 173. 32. Auf einer zum Horizont geneig- 
ten Ebene (Fig. 173) liegt ein Körper 
vom Gewiht G. Das Abgleiten des Kör- 
per3 jei unmöglid gemacht. 

Es ift ver Wintel ver geneigten Ebene 
zu beftimmen, fo daß fi der Körper auf 
der Grenze de3 Gleichgewicht? gegen Kip⸗ 
pen befinde. 





En 





322 Somit Fo mer mu, = 
Ierı nıf zuer Semmer Jude Verst: 
dar, ur 115 P me ne 








te Sim ⸗. zu Sul BC babe 
tie Sirze I mar die Serizentale 
Zuge kekıtet kt des Gewicht P in 
tem Funke C 

Für tie kerigentle Lage if 


05—Pa.112=0, 








P=y6Y?2. 
Wir zerlegen G in zwei parallele Kräfte, die an den Enden ver Klappe 


wirtſam find, jede wird aljo gleich 8, und die Klappe felbit iR daher ohne 
Gewicht anzunehmen. Tie beiden Aräfte, die deshalb in Betracht zu ziehen, 
find Me in B wirffam, und P, 
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Der Schwerpunkt der beiden Gewichte P und r liege für die horizon⸗ 


tale Lage in der Entfernung A von der durch C gezogenen Horizontalen. 
Die zur Beſtimmung von A dienende Gleihung üt: 


1(P+$)=P.0+460 


Das Gleichgewicht, welches für jede beliebige Lage der Klappe und des 
Gewichtes P beitehen joll, ift ein meutrales, da jede noch jo Heine 
Vermehrung auf einer Seite eine Bewegung zur Folge hat, die nah Wegnahme 
des Uebergewichtes fogleih wieder vernichtet werben joll. Der Schwerpuntt 
de3 Syſtemes Tann daher bei der Bewegung weder gehoben noch gefenkt werben, 
das Gleihgewiht muß aljo ein neutrales fein, d. h. der Schwerpunft des 
õyſtemes ift von der duch C gelegten Horizontalen immer um A entfernt. 

€ ftelle AD eine beliebige Lage der Klappe vor, für die P nach F 
gelommen ift. 

& fei 

CE=2,CH=:, 
DE=y,FH=y, u CF=z. 
Siwijchen z und xy erhalten wir auf folgende Weife eine Beziehung. Cs ift 
sei VartnE 
z=1—V2a 2 
und wegen des neutralen Gleihgewichtes: 


104+Pa=1(P+9), 





d. h.: 
—E — 


oder den oben entwidelten Werth von A ſubſtituirt: 
yaG— zn 


= 


4= 
Wir erhalten hiernach: 


— Pay, 


Bird hierin P glei) 3 @ V2 gefegt, fo entfteht: 
z=1—V2a(a— 2,72) 
z=1— Yil— 22). 
Hieraus läßt fih zu jedem Werthe von xy das zugehörige z. berechnen; 
die frumme Bahn, welche den Gewichte P zur Unterlage dienen muß, ift alfo 
auf leichte Weife zu conſtruiren. 
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34. Die gemeine Krämerwage zeigt eine Anwendung des um einen 
Punkt drehbaren Körpers, ver fih im ftabilen Gleichgewicht befindet, bei dem 
alfo der Schwerpunkt S jenkrecht unter dem Drehpunlt C liegt (dig. 175). 


Fig. 175. 








v 

P+Q 

& jei AB, ver Wagebalten von ver Länge 2a, 6 das Gemidt 
defielben, Q das Gewicht einer Schale mit Zubehör, C der Drehpunkt des 
Ballen, S der Schwerpunkt der Wage und D der Durchſchnittspunlt der 
Linie A B mit der Linie CS E. Es werde an einer Seite ein Uebergemiht 
P angebradt, wodurch der Balken aus feiner horizontalen Gleichgewichtslage 
in eine geneigte übergeht, die durh ven Winkel & beftimmt werben kann, 
melden die neue Lage von A B mit ver Horizontalen bildet. Es ift der 


Big. 176. 
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Winkel a zu beftimmen, wenn OS=5 ud ÜD=—e if, da fih S 
und D zu verſchiedenen Seiten des Drehpunktes C befinden. 
(P+0Q) (a cos — esina) — Q(acosa+csin«) — Gbsina=0 
cooa(Pa+Qa— Qa— ena(Pc+Qc+Qc+C4)= 
Hieraus folgt: 


tang a= 


Pa 
@Q+PMe+GE 

Man will bei einem Heinen Webergewiht P einen großen Ausfälag- 
winkel & haben. In dem vorliegenden Ausprud foll alio tang & recht groß 
werven. Es läßt ſich das erreihen, wenn man a, den Arm des Baltens, recht 
lang madt, dad Gewicht Gdeſſelben moglichſt reducirt und die Entfernung c 
recht Hein annimmt. 

In der praltiſchen Ausführung, befonders für feine, zum chemiſchen Ge: 
brauche geeignete Wagen (Fig. 176) ift c gewöhnlich gleih Null, d. h. der 
Drehpunft des Ballens liegt mit den Auihängepunften ver Schalen in ber: 
felben geraden Linie, woraus folgt: 

tang ae= er ” 

Weiter vermindert man, um bei der Wage eine recht große Empfindlichkeit 
zu erreichen, fo viel als möglid, d. h. man in bringt den Schwerpunft S wenig 
tiefer als ven Aufhängepuntt. 


35. Ein Körper vom Gewicht W wird, in die eine Schale einer Krämer: 
wage gelegt, durd ein Gewicht von der Größe Q, abbalancitt. Bringt man 
den Körper in die andere Wagſchale, jo find dazu Q, Gewichte nothwendig. 
Hieraus ift erfihtlih, daß die Arme der Wage ungleihe Länge haben. Wie 
laßt fi dur diefe doppelte Wägung das wahre Gewicht des Körpers er: 
mitteln, und in welchem Verhältniß ftehen die Arme a, und a, der Wage? 

V=EVYAS 1: = V%: YA: 

36. Es fei AB (Fig. 177) ein ungleiharmiger Hebel von der Länge 
a-+5 und dem Gewicht G,, das in 
der Entfernung ⸗ von der Drehachſe C 
mirffam zu denken ift. In welder Ente 
fernung von C ift auf dem Arm CB 
das Gewiht @ anzubringen, damit im 
Verein mit dem in A aufgehängten Ges 
wichte Q-+ V Gleichgewicht entitehe? 

Das Gewiht 9 mag den Hebel 
nah Wegnahme von @ und Q im 
Gleichgewicht erhalten. Die Bedingung hierfür ift dann: 

As-Vb=0. 

Für den Fall, daß Q und G an dem Hebel ebenfalls wirkſam find, haben 
wir als Gleichgewichtsbedingung: 

G:+Gs—IAa+N= 
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Die Subtraction der beiven Gleichungen liejert: 


Gz=Qb um 
==, 


welcher Werth proportional der La Q wählt. Die praftifhe Ausführung 
Fig. 178. 


vieles Apparates wird als Wiegevor: 
richtung bemugt und heist römijde 
Dizsasers nn Shnellwage (dig. 178). Bei der: 
felben ift der lange Hebelarm, zur Auf: 
nahme des conjtanten Gegengewich⸗ 
13 6, der Glicung = = DL ge 
mäß, in gleiche Theile zu theilen. 
37. In ver Figur 179 ift ver 
Durchſchnitt einer Brũdenwage dar- 
geftellt. Der ungleihförmige Bage: 
balten A D bat feinen Drebpuntt C 
in einer auf dem Ständer R befeftigten Stablpfanne und trägt am Ende 
4A feines längeren Armes die Wagſchale zur Aufnahme ver verjüngten Ge: 
wichte. Am kürzeren Arme befinden fi zwei Aufhängepunfte B und D; ver 
am däußerften Ende dient zur Aufhängung des Traghebels EF, der dem 


Big. 179. 





Drehpuntte zunächitliegende zum Tragen der Brüde 7 K. Der unter ver 
Brüde horizontal gelagerte Traghebel beiteht aus zwei auf der hohen Kante 
ftehenden Eifenftangen von binreihender Stärke, die in Geftalt eines gleich: 
ſchenlligen Dreied3 zufammengefept find. Die Bafis dieſes Dreieds bildet das 
hintere Enbe des Traghebels, und bier find unter ven Scheuteln deſſelben 
zwei, eine gerade Linie bilvende Stahlſchneiden F befeftigt, melde, in uns 
beweglichen Stahlpfannen ruhend, dem Hebel zum Stügpunkte dienen. Mit 
dem vorderen Ende ift dagegen der Hebel durd die Eifenftange ED an dem 
turzen Arme des Balkens aufgehängt, Die horizontale Brüde KH iſt zur 
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Aufnahme der Laft beitimmt, deren Gericht gefunden werben ſoll. Ber 
mittelft der Cifenftange ZB hängt fie einerfeit3 am kurzen Arme des Wages 
balkens, während fie andererſeits auf zwei Stahlihneiden K rubt, die auf 
den Schenfeln des Traghebels fo befeftigt find, daß ihre nad oben gefehrten 
Schneiden in eine gerade Linie fallen. Zur Anzeige der horizontalen Stellung 
der Brüde dient der Penvelzeiger 2. Das verfchiebbare Gewiht 7 wird bei 
der unbelafteten Wage zur Ausgleihung der Gewichte fämmtliher Theile ger 
braudt. Die Borrihtung S benupt man zur Arretirung der Wage, während 
die Laft auf die Brüde gefhafit oder von derſelben heruntergenommen wird. 
Die drei Aufhängepunkte müfjen mit dem Unterjtüägungspuntte des Balkens in 
einer geraden Linie liegen. Ein Gleiches gilt infofern au von dem Traghebel, 
als bei dieſem die Schneiden der an ihm befeftigten Stahlprismen in einer 
wagerechten Ebene liegen müffen. Die Richtigleit einer Brüdenwage ift an 
folgende zwei Bedingungen genüpft: 

1) Hinfihtlih des zum Gleichgewicht erforberlihen Gegengewichtes muß 
es gleihgäültig fein, auf melde Stelle ver Brüde die zu wiegende Laft 
gelegt wird. 

2) Zwiſchen den ſich das Gleichgewicht haltenden Gewichten muß ein bes 
ftimmtes Verhältniß ftattfinden, entweder das von 1:10 oder von 1: 100, 
wonach die Wagen Decimal: oder Gentefimalmagen heißen. 

Fig. 180, In der bier folgenden 
Figur 180 foll das Ger 
wiht G@ der Laft Q das 
Gleihgewidt halten. Man 
lege Q parallel feiner Rich» 
tung nah K, und das dar 
duch entftehende Kräfter 
paar Q. OK bringe man 
auf die Breite ZR, fo iſt 
der in der Stange BH 
wirkfame Drud: 





und ber im Punkte X wirkſame Drud: 
OR H0 
u ae re 
Der Drud Y werde parallel feiner Richtung nad F gelegt und das ent⸗ 


ſtehende Kräftepaar F. K F bringe man auf die Breite EF, fo ift der in 
Rihtung der Stange DE wirtjame Drud 


während der in F vorhandene durch die feite Unterlage aufgehoben wird. An 
dem ‚Hebel ACBD wirken jept die drei Kräfte @, X und Z, die unter fi 
im Gleichgewichte fein follen, deren algebraifhe Summe der Momente für C 
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Die Subtraction der, beiden Gleihungen liefert: 


Gz=Qb um 
2.8, 


welcher Werth proportional der Laft Q wählt. Die praftiihe Ausführung 
Sig. 178 dieſes Apparates wird als Wiegevor⸗ 

[nn richtung benugt und heißt römifche 

Schnellwage (Fig. 178). Bei der: 
I jelben ift ver lange Hebelarm, zur Aufe 
nahme des conftanten Gegengewich- 


Diı2sıser7%oB 


te8 @, der Öleihung x = 2 ge: 
mäß, in gleiche Theile zu theilen. 


37. In der Figur 179 ift der 
Durchſchnitt einer VBrüdenmage bar: 
geftellt. Der ungleihförmige Wage: 
balten AD hat feinen Drebpuntt C 
in einer auf dem Ständer Z befeftigten Stahlpfanne und trägt am Ende 
A feine3 längeren Armes die Wagihale zur Aufnahme der verjüngten Ge: 
wichte. Am kürzeren Arme befinden fih zwei Aufhängepunfte B und D; ver 
am äußerften Ende dient zur Aufhängung des Traghebels EF, der dem 





Sig. 179. 


Drehpunkte zunäcitliegende zum Tragen der Brüde 7 K. Der unter der 
Brüde horizontal gelagerte Traghebel befteht au8 zwei auf der hohen Kante 
ftehenden Eifenftangen von hinreihender Stärke, die in Geftalt eines gleich- 
ſchenkligen Dreied3 zufammengefegt find. Die Baſis dieſes Dreieds bildet das 
hintere Ende de3 Traghebels, und bier find unter den Schenleln deſſelben 
zwei, eine gerade Linie bilvende Stahlſchneiden 7 befeftigt, melde, in un: 
bemeglihen Stahlpfannen ruhend, dem Hebel zum Stügpuntte dienen. Mit 
dem vorderen Ende ift dagegen der Hebel durch die Eifenftange ED an dem 
kurzen Arme des Baltens aufgehängt. Die horizontale Brüde XM ift zur 
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Aufnahme der Laft beftimmt, deren Gewicht gefunden werben ſoll. Ber 
mittelft der Cifenftange 7 B hängt fie einerfeit8 am kurzen Arme des Mage 
baltens, während fie anbererfeit® auf zwei Stahlihneiven K ruht, die auf 
den Schenteln des Traghebels fo befeftigt find, daß ihre nad oben gelehrten 
Schneiden in eine gerade Linie fallen. Zur Anzeige der horizontalen Stellung 
der Brüde dient der Penvelzeiger Z. Das verſchiebbare Gewicht 7 wird bei 
der unbelafteten Wage zur Ausgleichung der Gewichte ſammtlicher Theile ges 
braudt. Die Vorrihtung S benugt man zur rretirung der Wage, mährend 
die Laft auf die Brüde gefhafft oder von berjelben heruntergenommen wird. 
Die drei Aufhängepunkte müfjen mit dem Unterftügungspunkte des Baltens in 
einer geraden Linie liegen. Gin Gleiches gilt infofern auch von dem Traghebel, 
als bei dieſem die Schneiden ver an ihm befeftigten Stahlprismen in einer 
magerechten Ebene liegen muſſen. Die Richtigkeit einer Brüdenmwage ift an 
folgende zwei Bedingungen gefnüpft: 

1) Hinfihtlih des zum Gleichgewicht erforderlichen Gegengewichtes muß 
es gleihgültig fein, auf welche Stelle ver Brüde die zu wiegenbe Laft 
gelegt wird. 

2) Zwiſchen den fi das Gleichgewicht haltenven Gewichten muß ein bes 
ftimmtes Verhältnig ftattfinden, entwever das von 1:10 oder von 1: 100, 
wonach die Wagen Decimal: oder Centefimalmagen heißen. 

Sig. 180, In der bier folgenden 
Figur 180 foll das Ges 
wicht G der Laſt Q das 
Gleihgewicht halten. Man 
lege Q parallel feiner Ri: 
tung nah K, und das da⸗ 
duch entftehende Kräfter 
paar Q. OK bringe man 
auf bie Breite IK, fo ift 
der in der Stange BH 
wirkſame Drud: 





Der Drud Y werde parallel feiner Richtung nach F gelegt und das ent: 
ftehende Kräftepaar F. KF bringe man auf die Breite E F, fo ift ber in 
Richtung der Stange D E mwirkjame Drud 


während der in FF vorhandene durd die feite Unterlage aufgehoben wird. An 
dem Hebel AC BD wirken jegt die drei Kräfte G, X und Z, die unter ſich 
im Gleichgewichte fein follen, deren algebraifhe Summe der Momente für C 
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verbindung ift deshalb — 4,944 Cubdm. und das Gewicht vefjelben beträgt 
4,944 . 8,8 — 43,5 Kilogramm. 
. 26. Es ift das Gewicht der 
Big. 164. aus Meffing vom fpecifiichen Ge: 
wicht 8,5 beftehenden Schrauben: 
mutter (Fig. 164) zu berechnen, 
wenn bie in ber Figur angegebe: 
nen Maße Centimeter bebeuten, 
Inhalt des vollen Körpers 
gleih 1769,417 . m. 
Inhalt des pofitiven Schrau⸗ 
12? — 10? 
2a 
Inhalt der zu fubtrahiren: 
2 
den dehung 17 17 12°%-+10° x 


4 
=5185#. 
Gewigt der Mutter 1,250917 .©. 8,5 = 33,4 Kilogramm. 
27. Um die Linie MN (Fig. 165) al Drehachſe werde die Figur ABCD 
Fig. 165. gedreht, die dadurch gebildet worden ift, daß man CB 
m als Zangente für den zu dem Bogen A B gehörigen Kreis 
conftenirte. Durch die Umdrehung entiteht ein normaler 
abgeftumpfter Kegel, der auf feiner oberen Grundfläche 
einen Kugelabſchnitt trägt. 
Es ift die Entfernung des Schwerpunktes der Figur 
ABCD von ver Drehachſe MN zu beftimmen, wenn 


bengewindes 17 . 





gr um a=gn VB ih 
Es ift: 
» ah „a 2 = 2 * 
— 
2 2 
= BER + T 4% oin 120 ax, 


worin Ay die Höhe des Kugelabſchnittes und r den Radius der Kugel bezeichnen. 
Hieraus ergiebt fih bei Benugung der obigen Werthe 
a, 85 %.,3 zZ 
Frl vV3= gr z(6V3+m) 
= = 0,8626 r,. 
28. Den Inhalt, ſowie den Mantel des Dfenrohrknieſtüds nad den an- 
gegebenen Maßen in Centimeter zu berechnen (Fig. 166): 
K=& 3122590. = 138,88 Cubom, 


PEBBRTER 


-2 = 17920 I”. 
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29. Von einem normalen Cylinder mit kreisförmiger Baſis ift ein cy- 
lindriſches Stüd durch eine Ebene parallel ver Achſe abgefhnitten worden, 
defien Grumdebene aljo ein Kreisabſchnitt ift, zum Mittelpunktswintel 2x ger 
börig. Der auf die Weife entitandene Cylinder werde an feinen Enden be 
fiebig ſchief abgeſchnitten. Es ift der Inhalt, fowie die krumme Oberfläche 
des num entftandenen Körper? zu berehnen. Die Figur 167 ftelle den bes 


Fig. 166. Fig. 167. 
9 


treffenden Körper vor, A BC fei der normale Querfhnitt, 7 der Halbmeſſer 
des Kreiſes, zu dem der Abſchnitt ABC gehört; ferner fi DD’—Ah, 
EE=a FF=b. 
Iſt S der Schwerpunkt des Kreisabſchnittes ABC, und EG’ durch S 
parallel der Seite des Cylinders gelegt, fo ift der Inhalt 
K= Abſchnitt ABC mal @@ 
r2 4[2h—(a+b)] sina®-+3 (20 — sin2a) (a-+b—2h cosa) 
12 1—cos« j 
Iſt S, der Schwerpunft des Kreisbogens ABC und ZL’ duch S, 
parallel der Seite des Cylinders gelegt, fo ift der Inhalt der krummen Ober 
fäde, der Mantel 
M= Bogen ABC mal LL’ 
— (e-+bleima+a (a+5—2h oosa), 
1—cos« 
Fallen bei dem eben betrachteten Körper 
Gig. 168. die Linien FE und FE’ mit AC zu 
fammen, fo entteht ein Klauen over 
Huf (Fig. 168). Far diefen ift 


K hr?4sina®— 3cosa (da —sin2e) 


K 











M 














6 1—cos« 
Man Te Ze 00a, 
1—cosa 


12* 
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Wird in dem Klauen A C gleih dem Durchmeſſer 2r, der Mittelpuntt3- 

mwinfel 20 alſo zu 180°, jo ift - 
K=%hr: m M= 2hr. 

30. Die Stabilität für die normalen Prismen zu beredhnen, die mit 
einer Geitenflähe auf einer Horizontalebene liegen und um eine der Geiten- 
fanten gedreht werben follen. 

Die normalen Querſchnitte find nachſtehend angegeben, die Länge ber 
Körper fei Z, die Dichtigleit (das Gewicht eines Cubifvecimeters) fei y Kilo: 
gramm. Aeußere Kräfte mögen nicht vorhanden fein. 


1. Es jei (dig. 169) AB=b um BC=h. 





[2 
Se=bhly— 
8 [ir 
— JöRhly. 
Die Vergrößerung der Breite vermehrt im hoben Grade die Stabilität. 


Fig. 169. Fig. 170. 
A B 


G G 
Es fei (dig. 170) AB=5, BO=hum ED=ah, d. h bie 
Mauer erhalte bei 1 Meter Höhe eine Ausladung von n Metern. 
a. für die durch Z gehende Geitenfante: 


» 


2 72 
Sean! mRhBrChenN, 
b. für die durch C gehende Seitenfante: 
2 
So=ay?® +nh(3b4nh), 


6 

3. Es fei (Fig. 171) die Mauer nad beiden Seiten auf gleihe Weife 
geböfäht, fo ijt für diefelben Bezeichnungen: 
Se=ayeteD6t2nN, 


4. Es fei (Fig. 172) BC und EF=h, und h, und AD und 
CF=b, und ba, fo ift: 
a. für die durch F gehende Seitenkante: 
=, ahnt 2b) 
r 7 
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b. für die durch C gehende Seitentante: 
Ss=i1y biꝰ hı + Rz (ba? — 512) 


gig. ırı. ig. 172. 


31. Ein Kugelabjnitt von der Höhe A und zu einer Kugel vom Halb: 
mefier r gehörig, liegt mit feiner Grundflache auf einer Horigontalebene. Eine 
im Schwerpunkte befjelben angreifende Kraft P wirke unter einem Winkel & 
gegen den Horizont auf Ummerfen. Es ift die Größe ver Kraft P zu finden, 
jo daß der Körper fih auf ber Grenze bed Gleichgewichts gegen Kippen be— 
finde. Nehmen wir das Gewicht G de3 Körpers als eine im Schwerpunfte 
deſelben lothrecht wirlſame Kraft an, fo erfolgt das Kippen um diejenige 
Tangente de3 Grundkreifes, die auf der durd die Richtungen von P und @ 
gelegten Ebene normal fteht. 

Bezeichnen wir die Vichtigfeit des Körpers mit y, fo ift 
Ep . N\yraı ‚har—h) 
E Kar — h)y Peine) Vh@r Dre gg) 
(r—h)?Vh(2r—h) , 
h(4r—h)cosa+4(3r—h)sinaVh(2r—h) 
Zur numeriſchen Berechnung ſei 

r= 2m; = 30", = 15°; y = 0,7 Kilogramm. 
3 
P=42.9.0,7: 973 — = 20,7 Kilogramm. 
15c0s@ +12 sina V3 








Ound 





P=4nl?y 














Fig. 173, 32. Auf einer zum Horizont geneig« 

B F ten Ebene (Fig. 173) liegt ein Körper 
vom Gewiht @. Das Abgleiten des Kör- 
pers fei unmöglid gemacht. 

Es ift der Winkel der geneigten Ebene 
zu beftimmen, fo daß fi der Körper auf 
der Grenze des Gleichgewichts gegen Kip- 
pen befinde. 
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Es gehe die Kippachſe dur den Punkt D und es fi DC=a, SC=b, 


dann ift: 
Se=Gacsa— Gbsine. 


Für den Grenzfall it S⸗ — 0, d. h. tnga=5- 


Es fei der Winkel zu berechnen: - 

a. für eine Halblugel vom Halbmefjer r, 

b. für einen normalen Kegel mit kreisſörmiger Baſis, wenn die Höhe A 
gleich dem voppelten Halbmeſſer des Grunbkreifes iſt, 

c. für ein breifeitiges Prisma, deſſen Seitentanten parallel der Dur: 
ſchnittslinie zwifhen der gemeigten Ebene und dem Horizonte find, 
und deſſen normaler Querſchnitt ein gleichſeitiges Dreied iſt: 

a = 69° 26'38", 
a = 63°26'6”, 
a= 60°. 


33. Eine Klappe AB (Fig. 174) wird in horizontaler Lage durd ein 
Gewiht P im Gleihgewiht erhalten, das Gewicht ift mittelft eines Geiles 
über eine fefte Rolle geführt und hängt vertical herab. 

Wird die Mappe gehoben, fo hört aud das Gleihgewidt auf, fo daß 
eine Bewegung entfteht, durch welche die Klappe mit Heftigfeit gegen bie ver: 

J ticale Wand geſchlagen wird. Um 
ig. 174. das Letztere zu vermeiden, laßt man 
das Gewicht P nicht vertical, fon- 
dern auf einer krummen Bahn herab: 
finken, fo daß P mit der Klappe in 
jeder Lage im Gleichgewichte if. Es 
ift diefe krumme Bahn zu conftruiren. 
Das Gewicht der Klappe ſei G, 
ihre Länge a, das Geil BC habe 
die Länge Z und für die horizontale 
Lage befindet fih das Gewicht P in 
dem Buntte C. 
Für die horizontale Lage ift 


05—Pa.4V2=0, 





d. h.: 
P=4@Y2. 
Bir zerlegen G in zwei parallele Kräfte, die an den Enden ver Klappe 


wirkſam find, jede wird aljo gleich £, und die Klappe felbft ift daher ohne 
Geier anzunehmen. Die beiden Aräfte, die deshalb in Betracht zu ziehen, 
find 7 in B wirkſam, und P, 
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Der Schwerpunkt der beiden Gewichte P und 2 liege für die horizon⸗ 


tale Lage in der Entfernung A von der durch C gezogenen Horizontalen. 

Die zur Beſtimmung von A dienende Gleihung iſt: 

1(P+5) =P.o+}Ga 
= 48€ . 
744 

Das Gleichgewicht, welches für jede beliebige Lage der Klappe und bes 
Gewichtes P beitehen ſoll, ift ein neutrales, da jede noch jo Heine 
Vermehrung auf einer Seite eine Bewegung zur Folge hat, die nah Wegnahne 
des Uebergewichtes fogleih wieder vernichtet werden joll. Der Schwerpunkt 
des Syfteme3 Tann daher bei der Bewegung weder gehoben noch gejentt werben, 
das Gleihgewiht muß aljo ein meutrales fein, d. h. der Schwerpunft bes 
Syftemes ift won ber durch C gelegten Horizontalen immer um A entfernt. 

63 ftelle AD eine beliebige Lage ver Klappe vor, für die P nah F 
gefommen iſt. 

& fei 





a, 


CE=2,CH=:, 
DE=y,FH=y, w CF=: 
Zwiſchen z und 2, erhalten wir auf folgende Weife eine Beziehung. Es iſt 
z=1—Va®+y® 
z=1—V2a 2» 
und wegen des neutralen Gleihgewichtes: 


462, +Pa=2(P+$), 





bh: 
_MP+4N)—Pz, 
= G ’ 


oder den oben entwidelten Werth von A fubitituirt: 
Ja6—Pa 
36 


= 
Wir erhalten hiernad: 


Aa Een Pr ,, 


Bird bierin P glei) 4 @ V2 gefegt, fo entſteht: 
z=1—V2o(a—2,V2) 
z=1— VIl— 22). 
Hieraus laßt fi zu jedem Werthe von 2, das zugehörige z. berehnen; 
die krumme Bahn, melhe den Gewichte P zur Unterlage dienen muß, ift alfo 
auf leichte Weiſe zu conjtruiren, 
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34. Die gemeine Krämerwage zeigt eine Anwentung tes um einen 
Punkt drehbaren Körpers, ver fih im ſtabilen Gleihgewiht befinvet, bei dem 
alſo der Schwerpunkt S jenkreht unter vem Trebpumtt C liegt (dig. 175). 


Big. 175. 











v 

P+Q 

Es ſei AB, ver Wagebalten von der Länge 2a, G das Gewicht 
defielben, Q das Gewicht einer Schale mit Zubehör, C der Drehpunlt des 
Ballen, S der Schwerpuntt ver Wage und D der Durchſchnittspunlt ber 
Linie A B mit der Linie CSE. Es werde an einer Seite ein Uebergewicht 
P angebracht, wodurch der Ballen aus feiner horizontalen Gleichgewichtslage 
in eine geneigte Abergeht, die duch den Winkel & beftimmt werben Tann, 
welchen die neue Lage von AB mit der Horizontalen bilde. Es ift ber 


Fig. 176. 
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Bintel & zu beftimmen, wen OS=b ud ÜD=—c if, da ſich S 
und D zu verfchievenen Seiten des Drehpunktes C’ befinden. 
(P+Q) (a cos « — co eina) — Q(acosa+csin«a) — Gbsina—=0 
cooa(Pa+Qa— Qa)— sina(Pc+Qc+Qc+G)= 

Hieraus folgt: 

Pa 
@Q+PMce+GE 

Man mill bei einem Heinen Webergewiht P einen großen Ausſchlag⸗ 
winkel & haben. In dem vorliegenden Ausdrud ſoll alſo tang & recht groß 
werden. Es läßt fid das erreichen, wenn man a, den Arm des Balfens, recht 
lang madt, dad Gewiht G defielben moglichſt reducirt und die Entfernung c 
teht Hein annimmt. 

In der praltifhen Ausführung, beſonders für feine, zum chemiſchen Ge: 
brauche geeignete Wagen (Fig. 176) ift c gewöhnlich gleih Null, d. h. der 
Drehpunft des Baltens liegt mit den Aufhängepuntten der Schalen in ber: 
felben geraden Linie, woraus folgt: 

Pa 
5 

Weiter vermindert man, um bei der Wage eine recht große Empfindlichkeit 
au erreichen, 5 fo viel ala möglid, d. h. man ın bringt den Schmerpuntt S wenig 
tiefer ald den Aufhängepunft, 


35. Ein Körper vom Gewicht W wird, in die eine Schale einer Krämer: 
wage gelegt, dur ein Gewicht von der Größe Q, abbalancirt. Bringt man 
den Körper in die andere Wagſchale, fo find dazu Q, Gewichte nothwendig. 
Hieraus ift erfihtlih, daß die Arme der Wage ungleihe Länge haben. Wie 
läßt ſich durch diefe doppelte Wägung das mahre Gewicht des Körpers er— 
mitteln, und in welchem Verhältniß ftehen die Arme me a, und a, der Wage? 

WV=-VA%: 0: =V%:Vdı. 

36. Es jei AB (Fig. 177) ein ungleiharmiger Hebel von der Länge 
a5 und dem Gewiht G,, das in 
Big. 177. der Entfernung 3 von der Drehachſe C 

wirlſam zu denken ift. In welcher Ent 
fernung von C ift auf dem Arm CB 
das Gemiht CF anzubringen, damit im 
Verein mit dem in A aufgehängten Ge: 
wichte Q-+ V Gleichgewicht entftehe? 

Das Gewiht 9 mag ben Hebel 
nad Wegnahme von G und Q im 
Gleichgewicht erhalten. Die Bedingung hierfür ift dann: 

AHs—Vb=0. 

Für den Fall, daß Q und E an dem Hebel ebenfalls wirlſam find, haben 
wir ald Gleichgewichtsbedingung: 

Gz+ sd +N= 


tang a = 


tang a = 
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Die Subtraction der beiden Gleichungen liefert: 


Gzr=Qb um 
2.8, 


welcher Werth proportional der Laſt Q wählt. Die praktifhe Ausführung 
Fig. 178, 


dieſes Apparates wird als Wiegevor: 
richtung benugt und heißt römische 
Dızaasers sn Shnellmage (Fig. 178). Bei der: 
I felben iſt der lange Hebelarm, zur Auf⸗ 

nahme des conjtanten Gegengewich⸗ 
18 G, ver Glihung = = 52 ge: 
mäß, in gleiche Theile zu theilen. 


37. In der Figur 179 ift der 
Durchſchnitt einer Brüdenwage dar: 
geftellt. Der ungleihförmige Wage- 
balten A D hat feinen Drehpunkt C 
in einer auf dem Ständer R befeftigten Stablpfanne und trägt am Ende 
A feine3 längeren Armes die Wagſchale zur Aufnahme ver verjüngten Ge: 
wichte. Am kürzeren Arme befinden fih zwei Aufhängepunfte B und D; ver 
am äußerften Ende dient zur Aufhängung bes Traghebel® EF, der dem 


gig. 179. 





Drehpunkte zunächftliegende zum Tragen der Brüde HK. Der unter ber 
Brüde horizontal gelagerte Traghebel beiteht aus zwei auf der hohen Kante 
ftehenden Eifenftangen von binreihender Stärke, die in Geftalt eines gleich« 
ihenkligen Dreied3 zufammengefegt find. Die Bafis dieſes Dreieds bildet das 
hintere Ende des Xraghebels, und hier find unter den Schenkeln deſſelben 
zei, eine gerade Linie bildende Stahlſchneiden 7 befeftigt, melde, in un— 
beweglichen Stahlpfannen ruhend, dem Hebel zum Stügpunfte dienen. Mit 
dem vorberen Ende ift dagegen der Hebel durd die Eifenftange ED an dem 
kurzen Arme de3 Baltens aufgehängt. Die horizontale Brüde XAM iſt zur 
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Aufnahme der Laft beftimmt, deren Gewicht gefunden werben ſoll. Ber 
mittelft der Eifenftange HB hängt fie einerfeit3 am kurzen Arme des Wage- 
ballens, während fie ambererfeit3 auf zwei Stahlſchneiden K ruht, die auf 
den Schenken des Traghebels fo befeftigt find, daß ihre nach oben gefehrten 
Schneiden in eine gerade Linie fallen. Zur Anzeige der horizontalen Stellung 
der Brüde dient der Pendelzeiger Z. Das verihiebbare Gewiht 7’ wird bei 
der unbelafteten Wage zur Ausgleihung ber Gewichte fämmtliher Theile ges 
braucht. Die Vorrihtung S benugt man zur Arretirung der Wage, während 
die Laft auf die Brüde geſchafft oder von verfelben heruntergenommen wird. 
Die drei Aufhängepunkte müfjen mit dem Unterftügungspunfte des Ballen in 
einer geraden Linie liegen. Cin Gleiches gilt infofern aud von dem Traghebel, 
als bei dieſem die Schneiden der an ihm befeftigten Stahlprismen in einer 
wagerechten Ebene liegen müffen. Die Richtigkeit einer Brüdenmwage ift an 
folgende zwei Bedingungen gefnüpft: 

1) Hinſichtlich des zum Gleichgewicht erforderlihen Gegengewichtes muß 
es gleihgültig fein, auf welche Stelle der Brüde die zu wiegende Laft 
gelegt wird. 

2) Zwiſchen den ſich das Gleichgewicht haltenden Gewichten muß ein ber 
fimmtes Verhältniß ftattfinden, entweder das von 1:10 oder von 1: 100, 
monad die Wagen Decimal: oder Centefimalwagen heißen. 

Fig. 180, In der hier folgenden 
Figur 180 foll das Ger 
wicht @ ver Lat Q das 
Gleichgewicht halten. Man 
lege Q parallel feiner Rich: 
tung nad K, und das da⸗ 
durch entftehende NKräfter 
paar Q. OK bringe man 
auf die Breite H K, fo ift 
der in der Stange BH 
wirkfame Drud: 





Der Drudt Y werde parallef feiner Richtung nad) F gelegt und das ent: 
ftehende Kräftepaar F. K F bringe man auf bie Breite EF, fo ift ber in 
Rihtung der Stange DE wirkjame Drud 


mährend der in F vorhandene durch die fefte Unterlage aufgehoben wird. An 
dem Hebel AC BD mirken jeßt bie brei Kräfte G, X und Z, die unter ſich 
im Gleichgewichte fein follen, deren algebraiihe Summe der Momente für C 
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ala Momentenpuntt, aljo gleih Null fein muß. Als Gleichgewichtsbedingung 
erhalten wir hiernach: 

@.4C—X.BC—Z.DC=0, 


OK „. HO KF,_ 
a ee o 
OK HO KF 

9.A0= (gr Pt RER?) 


Der Arm von Q ift vorläufig noh von der Lage O der Laft Q ab: 
bhängig. Nah ver Beftimmung über die Conftruction der Brüdenmagen foll 
die Lage der Laft keinen Einfluß auf die Größe des Gewichts 6 
haben. Es ift deshalb das Verhältnib der vorfommenden Entfernungen fo 
zu wählen, daß ver Arm von Q ftets gleih BC werve, daß alfo die Laſt, 
ganz unabhängig von ihrer Sage auf der Brüde, immer in Richtung der 
Stange B H wirfjam zu denken fei. Wir fegen zu dem Ende: 

OK HO KF 


mr Peter PO=BC 
Hieraus folgt: 
HO KF 0x 
, 
HO KF HO „„. 
HE ERDE PO 
oder 
KF_BO 
EF DO 


d. h. das Verhältniß der Abſchnitte des kurzen Armes des Balkens muß gleih 
dem Verhältniß der Abfchnitte des Traghebels fein, wenn die Lage der Laft 
auf bie Richtigleit ver Wägung feinen Einfluß haben ſoll. 
Bir fegen weiter AC=a und BC=b, fo ift jept die Gleich- 
gewichtsbedingung: 
G.a=Q.b, 
ober 
0:Q=b:a. 
Die zweite Vorfhrift für die Richtigkeit der Brüdenmwage bezieht ſich auf 
das PVerhältniß von @:Q. Bei praktifh ausgeführten Wagen find aljo nad 


b 
ver obigen Angabe für z die beiden Verhäftnifie 0,1 und 0,01 allein geftattet. 


38. Zeigermägen find Wiegevorrihtungen, bei welchen vie Größe einer 
abzumiegenden Laft dur ein conftantes Gewicht, meldes mit der Wage un: 
veränderlic verbunden iſt, beftimmt werben Tann, und bei denen das Gewicht 
der Laft von einem Zeiger auf beftimmter Scala angegeben wird. 

In Figur 181 ift eine Garnſortirwage abgebilvet, wie diejelbe jept all: 
gemein zur Beltimmung der Zeinheitsnummer baummollener geweifter Garne 
benupt wird. 
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Der Wagebalten AB ift ein ungleiharmiger Hebel, ver bei C feinen 
Drehpuntt hat, bei B mit einem Haken zur Aufnahme der Garnſträhne vers 
ſehen ift und bei A ein Gegengewicht von folder Größe trägt, daß ber 
Schwerpunkt des Balkens in den Drehpunkt C fällt. Rechtwinkelig zu AB, 
im Bunkte C ift mit dem Ballen der Arm CD feit verbunden, der an feinem 
Ende das conftante Gewicht trägt und unmittelbar darüber mit einem durch⸗ 
brochenen Rahmen verfehen ift, um dadurch die Zahlen auf dem Gradbogen 
E@ extennen zu lönnen. Das Gewicht des Armes CD mit dem conftanten 
Gewicht am Ende ſei W und dafjelbe wirke im Schwerpuntt S. Die Wage 


Big. 181. 
AK 





itt hiernach fo eingerichtet, daß im unbelafteten Zuftande der Balten AB eine 
borigontale und der Arm CD eine verticale Lage hat. Es fi CB=a, 
CS=b und das zu beitimmende Gewicht in B fei gleih Q, dann haben 
bir, wenn der Arm CD bei diefer Belaftung mit der Verticalen den Winkel « 
bildet, als Gleichgewichtsbedingung 
Qacosa— Wbsna=0. 
Hieraus ergiebt fih: 
" tang = Qu 
wi’ 
d. h. die trigonometrifhen Tangenten der Ausſchlagwinkel find den Gewichten 
der Garnfträhne proportional. Hiernach ift eine in E zu CE errichtete Nor- 
male in gleiche Theile zu theilen, und die Verbindungslinien dieſer Theil 
punfte mit C werden auf dem Grabbogen die entſprechenden Theilitrihe an« 
geben, welche alſo unter fih ungleih find. Bei den Garnen wird anftatt des 
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Gewichtes die Feinheitänummer angegeben, d. i. diejenige Zahl, mit der das 
Gewicht von 840 Yards Garnlänge zu multipliciten ift, um 1 Pfund eng- 
liſch zu erhalten. Baumwolle Nr. 50 beveutet alſo: 840 Yards dieſer Baum: 
wolle wiegen Y,, Pfund. 

In der Figur find auf dem Grabbogen, diefer Bezeichnung entſprechend, 
die einzelnen Theilftrihe mit diefen Nummern verfehen, wonach die Wage 
von Garn Nr. 100 bid Garn Nr. 5 benugt werden kann. 


39. Gin vollkommen biegfames und unausbehnbares Geil jei mit feinen 
beiden Enden befeftigt und an verfhiedenen Punkten durch herabhängenve Ge: 
wichte belaftet, fo wird das ſich bildende Seilpolygon in der durch die beiden 
Befeſtigungspunlte gehenden Verticalebene liegen. 

Die dur den Schwerpunkt des Polygons gehende Iothrechte Linie theilt 
dafielbe in zwei Theile, für die fih einzeln die in Nummer AO der Uebungen 
de3 eriten Capitels entwidelten Gefege in Auwendung bringen lafien. 

Sm 08 Am — Sn 008 Qy, 
Sm 608 im = Pn+ı + Pm+2 + Pm+3 + Pa + 81.008 bu 
Statt der Summe der Kräfte führen wir die Summe der Gewichte ein 


n 
und bezeihnen diefe duch 2 @. 
m+1 


Hiernad iſt: 
1) Sm 608 Am = Sn 008 An, 


2) Sm 000 da EG 4 Scan, 


d. h. auf jeder Seite des : Bolygong find die Horizontalfpannungen gleich 
groß, und die Differenz zweier Berticalfpannungen ift glei der Summe 
der dazwiſchen angebrachten Gewichte, 

Wegen des vorhandenen Gleihgemwichtes ift ferner nothwendig, daß von 
jeder Seite des Polygons auf ben Durchſchnittspunkt deſſelben mit der ermähn: 
ten Schwerlinie eine gleihe Einwirkung ausgeübt werde, dab bier aljo die 
entftehenden Horigontalfpannungen gleih groß und entgegengefegt ge 
richtet fein müffen. 

Segen wir den abfoluten Werth der conftanten Horizontalfpannung 
gleih H, fo ift der obigen Gleihung gemäß: 

So 008 ad = 5, 008 a, = 84 0080, =... 84008 = H. 

Berlängert man (Fig. 182) die erfte und legte Polygonſeite bis zu ihrem 
Durchſchnitte, jo muß in der durch denfelben. gelegten verticalen Linie der 
Schwerpunkt des Seilpolygons liegen, da die Horizontalcomponenten fih auf 
heben und die Verticalcomponenten fämmtlihe Gewichte tragen, alfo bie ent- 
gegengefegte Reſultante zu den Gewichten bilden, die durch den Mittelpunt 
der parallelen Kräfte, den Schwerpunkt de Syſtemes, gehen muß. Es fä 
eine Seite des Seilpolygons horizontal, fo treten hierin allein die beiden con: 
ftanten Horizontalcomponenten ZZ nad) entgegengefegter Richtung auf, während 
die BVerticalfpannungen gleih Null werden. 
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Finden ſich bis zu dieſer Seite daher m Gewichte und von hier bis zu 
dem anderen befeftigten Punkte des Geiles n, fo haben wir: 


Sig. 182. 





So 608, = H= S, cos a, 


r 
Sb = 2, 
ı 


Sc 36. 





m+ 
Hieraus erhalten wir: 
cos bo — 5 @ 
008 ao 7 
und 
weh _ 50. 
m m 


Da c08 a, — sind, und cos &, — sin du, fo haben wir für diefen Fall: 
m 
Hotgb= 26, 
ı 


" 
Hotgh = 26, 
2 


„ 
Hotgy = ZGuf.m, 
f 


d.h. das Product aus der conftanten Horizontalfpannung ZI in die Cotan= 
gente des Winkels, den irgend eine Spannung mit der Verticalen bildet, ift 
gleih ‘der Summe der angehängten Gewichte zwiſchen diefer Spannung und 
der horizontalen Seite des Seilpolygons. 
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Die beiden Gmmmgleihungen 
S,cosa,—H, 
Hoitgb,— EG 
ı 


genügen, die Erannungen in den einzelnen Bolygenfeiten zu beftimmen. 

Die entwidelten Reiultate ſinden ibre Anwendung bei einem ſchweren 
Seile, das volllommen biegſam mit jeinen Entpuntten befeftigt if. Die bei 
der vorigen Anordnung lothrecht abwärts wirtenden Gewichte find hier die 
Gewichte der Seilelemente. Die entjtehennen Spannımgen find in tangen: 
tialer Richtung zu der vom Seile gebilveten ebenen Eurve zu denken, wobei 
die im tiejften Punkte conftruirte horizontal ausfallen wird. 

Die von dem Seile oder einer Kette gebilvete krumme Linie heißt Ketten: 
linie, deren Grundeigenſchaften durch tie obigen Gleichungen gegeben fin. 

So 608 0, = 8, 6080, =... —H, 


- 
Heotgb,= EG, 
7 





worin fatt 2°C das Gewicht des Geiles zwiſchen dem Aufbängepuntie und 
dem tiefiten Buntie der Kettenlinie zu jegen ift. 
40. Aus der legten Gleihung 
Heotgb, — FL, 


laßt fi auf leichte Weiſe ein Verhältniß zwiihen ven Gewichten G,, Gy, G5.-- 
Gm, die in den Knoten eines Geilpolygons wirfjam find, ableiten, was zur 
Gonftruction des Seilpolygons reſp. der Kettenlinie benugt werden Tann. 
Man hat 


@ = H (cotg by — cotg b,), 


@=H(eotg b, — cotg b,) u. ſ. w., 


@, = H(eotg db, — cotg b,), 
H (cotg b, — cotg ba), 
@3 = H (ootg b, — cotg b,) u. f. w. 

Die Gewichte verhalten fih alfo wie die Differenzen der Cotangenten der 
Bintel, die die Polygonfeiten mit der Berticalen bilden. 

Sind (Fig. 183) die Wintel du, d,, da... und die conftante Horigontal: 
ſpannung H gegeben, jo laſſen fi die Gewichte durch Conftruction folgenver: 
maßen finden. Zu einer beliebigen Linie CK, conftruire man eine Normale 
ACB und ſchneide darauf CA—= CB proportional der Spannung A ab, 
siehe die Linien A R,, A K,, AKR,, fo daß biefelben mit CK, die Wintel 
dos dus da... bilden, fo find vie Abjchnitte X, Ky, , Rz... nad ber 
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legten Entiwidelung den Gewichten G,, Ga, Gy... proportional. Umgelehrt 
laſſen fi) auf biefelbe Weife die Winkel finden, welche die Polygonfeiten mit 
der Berticalen bilven, wenn bie Gewichte und die conftante Spannung gegeben 

find. Nehmen wir vie Gewichte ſammilich 
Fig. 183. gleich groß, glei G, und die conftante Horis 
zontalfpannung gleih H, fo giebt die neben: 


a 7 B ftehende Conftruction die Richtung ber Polygon⸗ 
x. feiten an. Es ift (Fig. 184) CH proportional 

H und normal zu FC. Auf der lepten 

—— Linie trage man von C aus gleiche Stüde 

ab, die dem Gewichte G proportional find, 

RK, fo geben die Verbindungslinien der Theil- 


punfte mit Z/ die Richtung der Polygonſeiten 
zur Verticalen. Für die Eonftruction des 
Polygons felbft verfahre man wie folgt: Auf 
CH made man dag Stüd Ca gleich C1, 
siehe mit der zweiten Richtungslinie 71 durch 
a eine Parallele, trage auf diefer bis 5 wieder 
das Stüd Ca ab und ziehe mit der britten 
Richtungglinie 72 durch db eine Parallele, 
auf der wieder dad Stüd Ca abzutragen 
und eine Parallele mit der vierten Richtungs⸗ 
linie zu ziehen ift, Wird in der Weiſe fort- 
gefahren und zu beiden Seiten von C die 
Eonfiruction ausgeführt, fo entfteht das Seil: 
polygon, das bei einer fehr großen Anzahl 
von Seiten in die Kettenlinie übergeht, fo 
daß die angegebene Conftruction au für diefe 
trumme Linie paßt. In diefem Falle iſt C@ 
vie halbe Länge ver Kettenlinie, die in eine 
große Anzahl gleiher Theile zu theilen ift. 
41. Ein Gewölbe (Fig. 185) ift eine Verbindung von Körpern, melde 
mit ihren Seitenflächen zufammenftoßen, während die ganze Verbindung dur 
zwei fefte Hinderniſſe fo geftügt wir, daß bie 
Gig. 185. Körper ſowohl unter ſich als auch mit anderen 
von außen darauf wirkenden Kräften im Gleich⸗ 
‚gewichte find. 

Die Körper heißen Gewölbfteine, vie 
Flachen DA, CB, C, B, u. f. w., mit denen 
diefelben zufammenftoßen, heißen Gemölbfugen. 
Die feften Hinderniffe N nennt man Wider: 
lager. Der mittelfte over höchſte Gewölbftein heißt Schlußftein, die beiden 
Steine, die unmittelbar auf dem Widerlager ruhen, werben Kämpfer 
genannt, 

Bernide, Mefanit, I. Zweite Auf. 13 
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Ein Gewölbe wird von zwei gefrünmten lichen, den Wölbungen, be: 
grenzt, von denen man die innere und äußere zu unteriheiden hat. Man 
nennt da3 Gewölbe ein ZTonnengewölbe, wenn beide Wölbungen cylinberifche 
Flächen find. Bir beihäftigen uns hier mit den horizontalen Tonnengewölben, 
deren Achſe eine Horizontale if. Diefelben find von zwei Berticalebenen, den 
Stirnflähen, begrenzt. Die Stirnflähen find von zwei frummen Linien be 
grenzt, deren Form den Namen de Tonnengewölbes bedingt. Man unter: 
ſcheidet hiernach freisförmige, elliptiiche, Ketten: Korbbogen: und ſcheitrechte Ge: 
wölbe. Findet daS oben angebeutete Gleichgewicht zwijhen den einzelnen 
Steinen nicht ftatt, fo ftürzt das Gewölbe ein. 

Es fielle (Fig. 186) ABCD die halbe Stirmflähe eines horizontalen 
ZTonnengewölbes vor, FE jei eine beliebig gewählte Fuge, die mit ber Hori— 

zontalen den Winkel & bilden mag. 
Big. 186. Die andere Hälfte des Gemölbes 
denlen wir und durch eine horizontal 
wirlende Kraft P erfegt. 
Außer biejer Kraft P ift noch 
das Gewiht @ des Gemölbeftüdes 
CDEF in Betradt zu ziehen. 
Die beiden Kräfte P und G 
müffen mit einander in volllomme- 
nem Gleichgewicht fein, wenn das 
Gewölbe fih in der Fuge E F nicht 
trennen fol. Wir betrachten EF 
als X-⸗Achſe, eine Normale zu der: 
felben als Y-Acfe und zerlegen P und G nad Richtung der Achſen, fo werven 
die Componenten in Richtung der Y+Adhje durch die Reaction des Gewölbe 
ftüdes ABFE aufgehoben, die Bedingungen des Gleichgewichtes find daher: 
ZP co, —=0 
Nn=0. 
Aus der erften diefer Gleihungen erhält man unmittelbar: 
Posa— Gsna=0 
ober Potga=G, 
der gegen die Zuge E F auögeübte normale Drud D ift: 
D=Psina-+Gcosa 
P 
ine 

If in Bezug auf die Zuge ZF Gleichgewicht vorhanden, fo muß. bier: 
nad) die Refultante der beiden NKräfte P und G normal gegen die Fuge 
gerichtet fein. 

Was die zweite Gleichgewichtsbedingung Nn = 0 anbetrifft, jo handelt es 
ſich bier um Drehen oder Kippen des Gewölbeftüdes CDEF um die durch 
E over F gehende Kante. Gehen wir diefe Kanten als bie Kippachſen an, 
fo muß das Gewölbeftüd CDEF die nothwendige Stabilität gegen das 





D= I neD= 
cos c 


Uebungen. 196 
Sippen befigen, d. h. das Gleichgewicht gegen Kippen genügt allein in 
dieſen alle nicht, der in $.44 entwidelte Werth ver Stabilität Ss muß 
vielmehr für die beiden möglihen Kippachſen einen pofitiven Werth haben. 

Hiernach erhalten wir als Stabilitätöbebingungen: 

3) Wenn die duch E (Fig. 187) gehende Kante Kippachſe wird, die 
duge EF ſich alfo nach außen, die Mittelfuge CD ſich dagegen nad) innen 
öffnet, und D als Angriffspunlt des Drudes P angefehen wird: 

Py—Gz>0. 
Fig. 187. Big. 188. 
nP 


b) Wenn fih in dem Punkte 7 (Fig. 188) die Kippachſe bildet, wenn 
fh alfo die Fuge FF nad) innen und die Mittelfuge CD nad außen öffnet 
und C als Angriffspuntt des Drudes P angefehen wird. 

Gu—Pv>0. 

So lange der Punkt C tiefer als F liegt, ift v in der legten Gleichung 
negativ zu nehmen, da beide Paare in dieſem Falle nach derjelben Richtung 
zu drehen beabfichtigen. 

"Im erften Falle muß der Drud P das Gewicht G@ überwinden, im 
zweiten Falle umgelehrt das Gewiht G ven Drud P. 

42. Bezeihnen wir die Gewichte der Gemölbfteine vom Schlußfteine bis 
zum Kämpfer mit Gy, Ga, Gy ... Gm, die Winkel, welche die Fugen mit der 
Horigontalen bilden, mit &,, &g, &g --» m, ſo erhalten wir den obigen Glei— 
dungen gemäß für das beabfichtigte Gleihgewicht in den einzelnen Fugen: 

Pot =@, 
2 


Pootg = ZG 
7 
3 
Poyg = Z2@ 
7 
u. ſ. w. bis 


m 
P ootg m = Z@. 
\ 13* 
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Hierans jelyen vie Gemwihte wer emjrinen Gewälbcheine: 
6, =Pesga, 
6, = Pictg a, — ctga,) 
= Pıeotg a, — eig) 
win 
Ga P (et am — 019 au). 

Tie Gewidte ver einpinen Gewiltüene verbalen ih alio wie die Die 
temjen der Eetinzenien, derjenigen Winkel, weibe tie Gewältingen mit dem 
Herizenie Hilden. 

Zellen vie Rermaltrude zu ten Fugen im tem einzelnen Steinen leine 
Bewegung berwerruien, je much ihre Rittung tie Schwerpunkte zweier benad« 
barien Steine aufnchmen, d. h. vie Berhinzungifinien ver Echwerpunite der 
Ekeine mühen normal zu den Zteiniugen geridtet beim. Dieje Berbindimg- 
finien bilden daher mit der Berticalen tie Winlel @,, a2, a, ... Cine Ber: 

Tu. ı8. gleikung ver erbaltenen Refuftate mit 
ven im der lezten Rummer für das 
Seilpelogon angegebenen läßt erfennen, 
dab bei einem Gewölbe der Ginftun 





wölbfteine gleid find und bei dem bie Cchwerpunfte K,, Kz, K ... der Steine 
vie Ruoten L,, La, Ly... vorfellen. 

FR das Gewölbe aus jehr viel Steinen comfruirt, die fümmtlid daſſelbe 
Gewicht haben, fo geht das durch die Schwerpunkte der Eteine beftimmte 
Seilpolygon in eine Kettenlinie über. Cin nad dieſer Curve conftruirtes- Ge: 
wölbe if dem Ginfure durch Gleiten in feiner Weiſe ausgeſett und wird 
allein wegen feiner ſchwierigen Ausführung fo felten ausgeführt. 

Sol die innere Wölbungslinie ein Kreisbogen fein, der durch bie radial: 
laufenden Zugen in gleiche Theile getheilt wird, fo find Die Höhen ber ein: 
zelnen Steine den Gewichten derſelben proportional. Den obigen Gleichungen 
gemäß findet man daher die Höhen der Gteine, wenn, wie gewöhnlich, die 
Dimenfionen des Schlußſteines gegeben find, vurd folgende Conftruction. 

63 fei (Fig. 190) M ver Mittelpunkt des Kreisbogens der inneren 
Wölbungalinie, von dem aus bie rabiallaufenden Fugen gezogen find. Ju 
Richtung der Scheitelfuge wählen wir ven Punkt N fo, dab AN dem 
Drude P, d. b. dem gegebenen Werthe G, tang a,, proportional wird, 
und errichten in N zu MN eine Rormale. Ss wird hierbei NZ, gleich 
der gegebenen Höhe k des Schlußſteines, und die dur die übrigen Fugen | 


Uebungen. 197 


tihtungen auf der Normalen entftehenden Abſchnitte Z, Zy, La L,, u. |. w. 
find gleich den Höhen der übrigen Gemölbfteine zu wählen, da für diefe Ab- 
ſchnitie daſſelbe Verhältniß befteht, weldes für die Gewichte der Steine als 
nothwendig erfannt worden ift. 


Bei dieſer Conftruction find die emtftehenden Hypotenufen M Z,, M L,, 
MN MN MN 











ML,... der Reihe nad) gleih sine,’ King,’ Fina .. ., d. h. dem Drude, 
normal zur Fuge, proportional. 
Fig. 190. Big. 191. 





Beftimmt man auf bie angegebene Weife die Höhen der Steine, fo gebt 
eine ver Gleichgewichtsbedingungen verloren, die Verbindungslinien der Schwer: 
yunkte (Fig. 191) S,, S2... der einzelnen Steine find nämlich nicht mehr 
normal zu den Fugen, der in einem Steine entwidelte Normaldrud geht alfo 
nicht mehr durd den Schwerpunkt des folgenden Steines. Man verſchiebe 
zu dem Ende den Normaldrud N= = 

1 
den Schwerpunkt Sy des zweiten Steines. Das dabei entitehenve Kräftepaar 
lann durch fein Drehungsbeftreben den Einſturz des Gewölbes veranlaſſen, ins 
dem fowohl die innere als aud die äußere Kante des zweiten Steines Dreh: 
achſe werben kann. Died Drehungsbeitreben muß für jede beliebig gemählte 
Fuge vermieden werben. 


Der Rormalbrud * iſt die Reſultante aus den beiden Kräften P und 


@, wir können deshalb ftatt des aus dem Normaldrude entftehenven Kräfte: 
paates die durch die Kräfte P und G herworgerufenen Kräftepaare benugen, 
und möüfjen daher bei den Unterjuhungen eines Gemölbes auf Einfturz die 
oben angegebenen Stabilität3bedingungen vor allen Dingen in Betradt 
ziehen. 





parallel ſeiner Richtung bis in 


Für eine beliebige Fuge iſt nach der vorigen Nummer 
a) in Bezug auf die innere Kante (Fig. 192 a. f. ©.): 
Py—Gx>0, 
b) in Bezug auf bie äußere Kante (Fig. 193 a. f. S.): 
Gu—Pv>0. 
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Diefe Ungleichheiten müffen für jede einzelne Zuge Rattfinden, d. h. es muß 


P>8@. T 
und zugleich 


P<@0.— 
Big. 192. Fig. 198. 


fein. Suchen wir hiernach diejenige Zuge auf, für welde Bin Marimum, 


und ebenfo diejenige Fuge, für die @ - ein Minimum ift, fo bilden diefe 


Werthe die Grenzen für den Drud P, dv. h. es muß P zugleih größer als 
das gefundene Marimum und Heiner al3 da3 gefundene Minimum fein. Faſſen 
mir beide Bedingungen in eine zufammen, fo erhalten mir bei volllommener 


Stabilität eines Gewölbes: das Marimum von GE m muß Heiner als das 
Pinimum “von en fein. 

43. Die Gewölbe haben in den meiften Fällen außer ihrem eigenen 
Gewichte noch eine Belaftung zu tragen. Diefelbe ift theils conftant, theils 
veränderlid, 

Die Uebermauerungen der Gewölbe mit horizontaler ober geneigter Ober: 
fläche und die Ausfüllungen mit Sand und Erde bilden die conftante Ber 
laſtung. Diefe ift zur Sicerftellung der Stabilität und zur Unterftügung 
der Tragflähe des Gewölbes unbedingt nothwendig, weshalb bei den Stabili— 
tätSunterfuhungen eines Gemölbes auf das Gewicht dieſer conftanten Be: 
laſtungen Nüdficht zu nehmen und in den entwidelten Formeln unter Gi, 
Gy, Gy... das Gewicht eines Steines mit der darüber befindlihen Ber 
laſtung zu verftehen if. Die veränderlichen Laften find bei Brüdengewölben 
3 B. bewegende Menſchenmaſſen, Cifenbahnzüge, Frachtfuhrwerke u. dergl. 
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Soll die Stabilität eines Gemölbes durch ſolche zufällige Laften nicht zu fehr 
geändert oder gar aufgehoben werben, jo müfjen vie Gewölbe recht ſchwer 
bergejtellt und mit fo großen conftanten Belaftungen verſehen werben, daß von 
einer zufälligen Laft eine bemerkbare Aenderung nicht zu fürdten ift. 

Nachdem bei einem conftruirten Gewölbe der vorigen Nummer gemäß der 
größte Werth von P gefunden worden ift, läßt ſich die Stärte des Wiver 
lagers beitimmen. Es fei (Fig. 194) EF vie Fuge, die den größten Werth 
von P bebingt, in ver alfo das Zufammenbredhen des Gewölbes ftattfinden 

Fig. 194. würde, wenn P einen Heineren Werth er: 
> bielte. Sobald die Zuge EF fh nah 
außen öffnet, iſt der ftehenbleibende Theil 
des Gemölbes mit dem Widerlager als 
feſt zufammenhängend zu denken und bie 
» durh den Buntt 9 des Widerlagers 
gehende Kante wird Kippachſe. 
Die Kraft P und das Gewicht Gy 
des Gemölbeftüdes OD KFE haben ihren 
Angriffspuntt beim Deffnen ber Zuge EF 
nad außen in dem Punkte Z, die Arme 
diefer Kräfte feien d und c. Das Gewicht 
G@, des Gewölbeftüdes EFKERWA 
habe den Arm d, und bad Gewicht G, des 
DWiverlagerd fei mit dem Arme a in 
Rechnung zu bringen. Die Stätte z des 
Widerlagers muß ber Bebingung genügen, 
daß die vorhandene Stabilität Ss für die durch W gehende Kippachſe einen 
poſitiven Werth erhalte. Wir haben: 
Ss=G,a+@b—(Pd— Ge) 
=Ga+@%b+@c—Pa. 
Da 840 fein muß, fo folgt aus diefer Gleihung: 
Pa<Ga+@b+G,e 

Erfahrungsmäßig genügt es, die rechte Geite ver legten Ungleichheit 
gleich 2 Pd zu fegen und die dann gebildete Gleihung zur Entwidelung der 
darin vorfommenden unbefannten Stärte = des Widerlagers zu benugen, 

2Pda=Ga+&b+Ge. 

44. Die allgemeinen Unterfinhungen mögen auf ein ſcheitrechtes Ge— 
wölbe von der Scheiteldide d und ver lichten Weite 2a in Anwendung ges 
bracht werden. 

Für die beliebig gewählte Fuge (Fig. 195 a. f. S.) EF in der Entfer: 
nung AE=x haben wir: 

) Potp=@, 
2) Pd>G(«-—e) 
3)—Pd<Q@(le—r+deotggp). 
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Diefe Ungleihheiten müffen für jede einzelne Zuge ftattfinden, d. h. es muß 
P>0.7 
y 

und zugleich 
P<@.— 


Sig. 192. Sig. 198. 


fein. Suchen wir hiernach diejenige Fuge auf, für melde @ 7 ein Maximum, 


und ebenfo biejenige Fuge, für die @ - ein Minimum ift, fo bilden dieſe 


Werthe die Grenzen für den Drud P, d. h. es muß P zugleih größer als 
da3 gefundene Marimum und Heiner al3 das gefundene Minimum fein. Faſſen 
wir beide Bedingungen in eine zufammen, fo erhalten wir bei volllommener 


Stabilität eines Gewölbes: das Marimum von G — muß Heiner als das 
Minimum von «+ fein. 

43. Die Gewölbe haben in den meiften Fällen außer ihrem eigenen 
Gewichte noch eine Belaftung zu tragen. Diefelbe ift theils conftant, theils 
veränderlid. 

Die Uebermauerungen der Gewölbe mit horizontaler oder geneigter Ober: 
flähe und die Ausfüllungen mit Sand und Erbe bilden die conftante Be— 
Taftung. Diefe ift zur Sicherftellung ver Stabilität und zur Unterftügung 
der Tragfläche des Gewölbes unbedingt nothwendig, weshalb bei den Gtabili- 
tätSunterfuhungen eines Gemölbes auf das Gewicht dieſer conftanten Ber 
laſtungen Rüdfiht zu nehmen und in den entwidelten Formeln unter Gy, 
Gy, Gy... das Gewicht eines Steines mit der darüber befindlichen Be: 
laftung zu verftehen ift. Die veränderlihen Laften find bei Brüdengemölben 
3 B. bewegende Menſchenmaſſen, Cifenbahnzüge, Frachtfuhrwerke u. vergl. 
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Soll die Stabilität eines Gewolbes durch folhe zufällige Laften nicht zu fehr 
geaͤndert oder gar aufgehoben werben, fo müffen die Gewölbe recht ſchwer 
bergeftellt und mit fo großen conftanten Belaftungen verjehen werben, daß von 
einer zufälligen Laft eine bemerkbare Aenderung nicht zu fürchten iſt. 

Nachdem bei einem conftruirten Gewölbe der vorigen Nummer gemäß ber 
größte Werth von P gefunden worden ift, läßt fih die Stärle des Wider 
lagers beftimmen. Es fei (Fig. 194) EF die Zuge, die den größten Werth 
von P bedingt, in der alfo das Bufammenbrehen des Gemwölbes ftattfinden 

Fig. 19. würde, wenn P einen Heineren Werth ers 
> bielte. Sobald die Zuge EF ſich nad 
außen öffnet, ift der ftehenbleibende Theil 
des Gemölbes mit dem Widerlager als 
feſt zufammenhängend zu denfen und die 
: duch den Punkt 97 des Wiverlagers 
gehende Kante wird Kippachſe. 
Die Kraft P und das Gewicht Gy, 
des Gemwölbeftüdes CD KFE haben ihren 
Angriffspunlt beim Deffnen der Zuge EF 
nad außen in dem Punkte Z, die Arme 
dieſer Kräfte feien d und c. Das Gewicht 
G. des Gewölbeftüdes EFKRWA 
habe den Arm d, und das Gewicht G, des 
DWiverlagerd ſei mit dem Arme a in 
Rechnung zu bringen. Die Stärke z des 
Widerlagers muß der Bedingung genügen, 
daß die vorhandene Stabilität Ss für die durch VW gehende Kippachſe einen 
vofitiven Werth erhalte. Wir haben: 
Ss=G,a+@b—(Pd—G,0) 
=Ga+@%b+Ge—Pd. 
Da Ss>0 fein muß, fo folgt aus dieſer Gleihung: 
Pa<@a+@b5+Go 

Grfahrungsmäßig genügt ed, bie rechte Seite ber legten Ungleichheit 
geih 2 Pd zu fegen und die dann gebildete. Gleihung zur Entwidelung der 
darin vorfommenden unbelannten Stärfe = des Widerlagerd zu benupen, 

2Pda=Ga+Gb+Ge. 

44. Die allgemeinen Unterſuchungen mögen auf ein ſcheitrechtes Ge— 
mwölbe von der Scheiteldide d und ber lichten Weite 2 = in Anwendung ges 
bracht werben. 

Für die beliebig gewählte Fuge (Fig. 195 a. f. S.) EF in der Entfer- 
nung AE= x haben wir: 

1) Pogp=@, 
2) Pa>@ke-a), 
3)—Pda<G(e—r+deotggp). 


200 Dritter Abſchnitt. Zweites Eapitel. 

Die dritte Stabilitätebedingung Tann unberüdfichtigt bleiben, da fie immer 
erfüllt ift, indem z— 2 + dcotgp für jeden beliebigen Berth von z und 
x pofitiv bleibt. Wir haben hier 
nad für das ſcheitrechte Gewölbe: 

1) Potgp=6, 
2) Pa>G @—2). 

€3 fei 2 die Länge des Ge- 
wolbes und ein Kubildecimeter wiege 
y Kilogramm, fo iſt: 


6=(-= + 4 cotg ) aly. 


Diefer Werth in 1 fubftituirt 
liefert: 


Big. 195. 


—.) di 

Te —. 
wodurch die Lage der einzelnen Fu: 
gen gegeben ift. Für «O0 wird ꝙ 
gleih a, gleih vem Winkel, den die legte Fuge mit der Horizontalen bilvet, 

adıy 
P-yalıy 

Man verlängere BA und FE, biß die Verticale DC in M und M’ 

geſchnitten wird, fo ift " 





edge = 


= Pose@ly 
MC=atnga=—,, 
PA _P—yaıy 
wo=l a, 
Big. 196. Hierdurch erhalten wir MC—= MC, 


d. h. der Punkt M’ fällt mit M zufammen, 
ober alle Fugen müffen verlängert (Fig. 196) 
dur denfelben Punkt M gehen. 

Weiter ift (Fig. 195): 
6 («—2)=}adly [3(a—2)?—d?cotgp?]. 

Diefer Werth in 2 fubftitwirt Tiefert: 
“P>4iy[3 («—x)? — d* cotg p?]. 

Den aus dem Ausbrud für cotg p entwidelten Werth von P jepen wir 
ftatt des legten Wertbes, fo entiteht: 
a—ı 


a — x\? 
co1g 9° — 3009| ("= — ı] +6°7°>0. 
Diefe Ungleichheit muß für jede beliebige Fuge beftehen, alſo aud) für 
die erfte mit dem Neigungswintel &, woburd wir ein Mittel erhalten, bie 
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Loge ber erften Zuge und mad ber erfien Bebingung überhaupt die Lage 
fümmtliher Fugen zu beftimmen: . 
a 
eg a — 3[ (5) _ 1]eotg +65>0. 
Man fege den Ausdrud zuerft gleih O, beftimme & und nehme ben» 


felben bei der Ausführung etwas größer. Gine praftife Conftruction ber 
legten Zuge AB ergiebt ſich auf folgende Weife: Es fei (Fig. 197) AE=EC 


gleich 5. in E ertihte man zu AC eine Normale, verbinde A mit F und 


erihte zu AF in A eine Normale, welde die obere Begrenzung D F des 
ſcheittechten Gemölbes im Bunte B fchneidet, die lehte Zuge A B alio beftimmt. 
Die Conftruction genügt der obigen Ungleichheit, denn jet man darin 


d 
elga=tangı, = 





je’ 
fo entfteht 
44#+3R>0. 
Der Rormaldrud D zur legten Zuge AB ift: 
P 
D= —— 
sina 
a 
D= ala r 


Sig. 197. 





45. Bei den Manſardedächern (Fig. 198) ruht der oberfte Sparten auf 
einem zweiten Sparren, biefer wieder auf einem dritten u. ſ. w. Das Gleich: 
gewicht diefes Syſtemes von Sparten ift daher von der Lage ber einzelnen 
Sparten zu einander abhängig. Die Figur ftelle ein halbes Manſardedach 
dor, defien zweite Hälfte wir durd eine horizontal wirtende Kraft P erfeht 
denlen. ft eine zweite Hälfte nicht vorhanden, fo ift P die Reaction der 
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verticaln Wand. Die Sparten vom hödhiten an gerechnet bilden mit ber 
‚Horigontalen die Binfel @,, &2, a, ... und haben die Gewichte G,, Gz, G5 -- - 
€ ſei B (Fig. 199) der Enppunkt des erften Sparrens, fo ruft derfelbe in B 
nad) horizontaler unb verticaler Richtung die Reactionen Z, und Rz hervor. 
Die Gleichgewichtsbedingungen für den erften Sparren von ver Länge 2, find: 


RA—P=0 
B—4,=0 
Ph aaa + 4a =0. 
Hieraus folgt: 
P=B,=}G,cotga, 
B=6. 
Fig. 199, 





Denken wir in B die Kräfte G, und 4 G,cotge, (gleih P) nad ver: 
ticaler und horizontaler Richtung wirkſam, fo Tönnen wir von dem erften 
Sparren ganz abjehen und erhalten für den Endpunkt C (Fig. 200) des 
zweiten Sparrens in ähnlicher Weije: 

B—P=0 
B—(G, +0)=0 
—Plsnag + Goa + 6, 8% —0. 


Bir erhalten hieraus: 
- P=R=(G+40,)cotg u- 
B=6G +6 
Denken wir wieder in C die Kräfte G1 +G, und P nad verticaler 
und horizontaler Richtung wirkſam, fo erhalten wir für das Gleichgewicht des 
dritten Sparrens: 
P=(G, +, +4G,) ootgos 
a= ++ % 
Fahren twir in diefer Weife von Sparren zu Sparren fort, fo erfieht 
ſich, daß für das verlangte Gleihgewiht der Horizontalfhub an den 
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Endpunlten der verſchiedenen ‘Sparten gleich groß fein muß, während die 
Differenz der Berticalorude für irgend zwei Punkte glei der Summe ver 
dapwiihen liegenden Sparrengewichte ift. Es laßt ſich hieraus fließen, daß 
die Sparren eines Manſardedaches in der Gleihgemichtslage ein umgelehrtes 
Seilpolggon bilden, deſſen Knoten dem Zufammenftoß zweier Sparten entſprechen. 

Zur Conſtruction diefer Sparrenverbindung benugen wir die Gleihungen 

für den conftanten Horizontalſchub: 
P=}60, ooga, 

+36) cotg an 
+ G2+ 365) cotg az 
=(G+n+ +3 Cat 

u. ſ. w. 

Es iſt gewöhnlich die Neigung des oberſten Sparrens gegeben und bie 
einzelnen Sparren haben gleiche Länge, aljo auch gleihes Gewiht G. Für 
diefe Borausfegungen erhalten wir: 

4Gootga, =(@ +4) colg iz 
cotga, = 3 colgag - 
4Getg =(@+G@+%O)ootga, 
colg a, = 5colg & 
uf. m, 
d. h. die Gotangenten ber Neigungswintel ver Sparten gegen den Horizont 
verhalten fi) wie die ungeraden Zahlen. 


& fei (Fig. 201) E ver höchſte Punkt des Dades, ED der oberfte 
Sparren in ber verlangten Lage: 





Big. 201. DO=EOeotga.. 
ja Es fei weiter 23 =2E0 ſo iſt 
. DO= Gs ootgag = 3 E Ocotg ua 
Ih = EOootgay, 
/ / > D3 ift die Neigung des zweiten Spartens 
f , und 0 defien Enbpuntt. It 05 glih 520, fo 





iſt DS bie ie Neigung de3 dritten Sparten® CB, 
% ebenfo ift D 7 die Neigung des vierten Sparrens 
04 wenn O7 = 7EO genommen wird u. |. w. 
46. Das Manſardedach fol aus zwei gleich 
langen Sparten conftruirt werden. Zu dem Ende 
ift gegeben: 
a) die Tiefe des Gebäudes und die Dahhöhe 
glei der halben’ Tiefe 
a = 30° 
a; = 60°. 
b) Die Tiefe de3 Gebäudes gleih 2 a und die 
Höhe gleich h (Fig. 202 a. f. ©.). 





En Trier Wbfdgeitt. Zocues Capüel. 
Tie Eoerrinaien z und 7 bes erben Zparsenenbe, wenn 2a und Ä 
«ls Coorsinatenachjen gensmmen werten, Fb: 
=Lae+e -varRerm, 


net @rRerm). 





Te mn. 





47. Gin Ballen (Fig. 203) von der Lünge I und dem Gewichte € if 
mit feinen beiden Guben zwijden zwei geneigten Gbenen beſeſtigt, dabei aber 
nicht in der Gleichgewichtslage, die in Rummer 14 der Uebungen des erſten 
Capitels beitimmt wurbe. Es find die Kräfte zu beflimmen, bie den Ballen 
in viefer Lage erhalten, oder, was daſſelbe iR, die Wirkungen, die gegen bie 
Befeſtigungspunlte ausgeübt werben. 

Die geneigten Cbenen bilden mit der Horizontalen die Winlel & und ß 
und ber Ballen bilde mit derfelben Ghene den Wintel y. 

Wir verſchieben G parallel feiner Richtung nach B, das entfiehende Baar 
Gheny bringen wir auf eine folde Breite, daß bie Kräfte nah dem 


Verſchieben durch A und B gehen und normal zu A C wirkfam find. Rennen 
wir die Kraft P, fo ift 


Gheny= Plcos(a— y), 


d.h: 
cosy 
DES Fe 
Die Kraft P in dem Bunlte B zerlegen wir nach horizontaler und ver: 
ticaler Richtung in die Componenten H und Q: 


H=Pena 
Q=Poos a. 
2) Beyer. e. 


cos (ey) 
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Der lothrechte Drud V im Bunfte 2 ift geid EC —Q. 
— fi _, 05 @c0sy 
en) - 
Diefe allgemeinen Formeln finden ihre Anwendung, wenn Balten unter: 
einander in geneigter age verbunden werben. 
48. Anwendung ver legten Formeln auf die nebengezeihneten Con: 
frustionen. 
(dig. 204) a. 1) P=4%Gcotgy, 
2) H=}Gootgy=P, 
3) V= 6. 
Fig. 204. Big. 205, 


-} 


Gis 205) b. 1) P=4@cosy, 

2) H=4Gsin2y, 

3) n=4( + sinyd) GC. 
0 Io ιyσ 
= ty, 
1% 608 (0: — 73) 
Fig. 206. 
P+-.. _4 





| 
4“ & —RT 

Für den Fall des Gleichgewichtes muß P, = F, ſein. Gemöhnlic iſt 
dann y, und 72 gegeben, während «, beftimmt werben muß: 
— — 
G tang ya — Ga tang vꝛ 


tang a, = 
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G+% 











9)H=% Tangyı Fang” Fang ya B.. 
G, tang ya — Eꝛ tang yı 
NA Tangy, Ftangys 
n=%+ „Outeng ya + Gntang yı 


tang yı + tang m 
N, +r=G+@% 
vv atangya — ı tung, 
u tang yı +tang ps 
Das Zeichen des legten Ausdrudes läßt erkennen, welcher der beiden 
Drude V, ober Vz der größere iſt. Iſt im dem legten Falle y, = Ya, 
haben die geneigten Hölzer alſo gleihe Länge, fo iſt: 
B=B=M=H,=36cogy 
und n=h=@ 
49. Der Binder eines Daches habe die in der Figur 207 bargeftellte 
Conftruction, und feine Gefammtbelaftung, vie wir als gleihmäßig darüber 
vertheilt annehmen, fei Q. Jedes ver acht Felder hat deshalb eine Be: 


laftung von 2 zu tragen, die in dem Schwerpunkt, d. i. in der Mitte 


jedes Sparrentheil3, wirlſam gedacht werden muß und fid zu - auf jeden 


der beiden benadbarten Knotenpunkte vertheilt. Hieraus ergiebt fih die Ber 
laſtung P eines jeven Anotenpunftes, mit Ausnahme der beiven Auflager: 


punkte, zu 2. und die vertical aufwärts gerichteten Reactionen der Auflager 
befragen 4 Q over Z P. (Sind bei jevem der beiden Sparten n Knoten: 


punlte vorhanden, fo J P= 2 und die Reactionen der Auflager find gleich 


2 * 1 Q= u In. Es ift die Inanſpruchnahme der einzelnen Ver: 
bindungsftangen in I vorgelegten Conſtruction zu berechnen. Zu dem Ende 
denke man die Conſtruction in zwei Theile zerlegt, durch einen Schnitt, welcher 
momdgli nur drei Stangen trifft, und denle an den Schnittpunften im 
Richtung der Stangen Spannfräfte angebracht, die den weggeſchnittenen Theil 
der Conftruction erfegen, d. h. aljo den urfpränglih vorhandenen Gleich: 
gewichtszuſtand erhalten. Der durch bie punktirte Linie 1 dargeftellte Schnitt 
verlangt hiernach die Anbringung der Kräfte Sy, Y5, X, für deren Berech- 
nung wir drei Gleichgewichtsbedingungen, zwei auf fortichreitende und eine 
auf drehende Bewegung haben. Hieraus muſſen fi die drei unbelannten 
Kräfte berechnen laſſen, wobei eine Glimination verfelben nothwendig werben 
würde. Um diefe leptere zu umgehen, vielmehr jede Gleihung nur mit einer 
der Unbelannten zu erhalten, benuge man die von Prof. Ritter in Hannover zus 
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erſt veröffentlichte Momentenmethove, 
d. h. man wende die britte ber brei 
Gleichgewichtsbedingungen, welche ſich 
auf drehende Bewegung bezieht, allein 
an, und wähle dabei für jede der 
Spannträfte den Momentenpunkt in 
der Weile, daß die Momente ber 
beiden andern Kräfte gleih Null 
werben. Die beiven nicht zu berüd: 
ſichtigenden. Kräfte müfjen fih alſo 
in dem gewählten Momentenpunft 
ſchneiden. So ift bei dem Schnitt 1 
für die Berechnung von S,, A, ala 
Momentenpuntt zu nehmen; A wird 
Momentenpunft, wenn e3 fi) um die 
Berehnung von P, handelt, und Cy 
wird dazu gewählt, wenn man X, 
beftimmen will. Bei complicirteren 
Conftructionen Tann der Fall ein: 
treten, daß einzelne Stangen nur 
durch Schnitte zu erreihen find, 
welche mehr al drei Stangen treffen. 
Auch in diefen Fällen laßt fi die 
angegebene Methode benugen, a) wenn 
& gelingt, den Schnitt der gerad: 
linig ober krummlinig geführt werben 
kann, fo zu legen, daß fämmtliche 
geſchnittene Stangen fi bis auf die 
zu berehnende in einem Punkte 
ſchneiden, der dann natürlich zum 
Momentenpuntte gewählt werben 
muß; b) wenn die nicht durch diefen 
Punkt gehenden und vom Schnitf ge: 
troffenen Stangen ſchon durd eine 
frühere Berechnung gefunden worden 
find, ihre Spannungen alfo als be 
tannt in Rechnung gebracht werben 
innen. Die Berehnungsmethode 
gewährt auch nod den Vortheil, daß 
man die Kräfte nicht exit nad Richs 
tung der Achſen eines beliebig an 
zunehmenden Coordinatenſyſtems zu 
zerlegen nothwendig hat. Die ſich 
bei diefer Berechnung ergebenden 




















Refultate können mit einem pofitiven oder negativen Zeichen behaftet fein, und 
hat dies die Bedeutung, daß pofitiven Werthen wirflihe Zuglräfte oder 
Spannungen, negativen Wertben dagegen Drudkräfte oder Prefiungen 
entſprechen. Ja der Figur find die Spannweite mit A B, die Anotenpunfte 
der Sparten AC und BC mit C,,C,, C, bezeichnet. Die Sparren bilden 
mit der Horizontalen AB den Winkel @, die Zugfangen AA, und BA, 
bilden mit derjelben Linie den Winkel B. Die auf der linken Seite ber 
Figur eingefhriebenen Buchſtaben S, X, Y, V bezeichnen die in den betreffenden 
Stangen vorhandenen Anftrengungen, wobei die auf Drud in Anſpruch ge 
nommenen Stangen in Doppellinien bargeftellt find. Die zur Berechnung 
diefer Kräfte geführten Schnitte find durch punktirte Linien mit daneben an: 
gebrachten Zahlen bezeichnet, welche die Reihenfolge der zu führenden Schnitte 
angeben. Die rechte Seite der Figur ift zur graphiſchen Darftellung der Kräfte 
S, X, Yund V benugt, worüber weiter unten dad Rothwendige folgen wird. 

Zur Berehnung von S,, X, und V, führen wir den Schnitt 1, nehmen, 
wie ſchon oben angegeben, ver Reihe nad Ay, C, und A als Momenten: 
punkt an und erhalten: 
S.4C rn AC cosa—P.AC(d-+4+Y) cosa=0 
—X,.4 AC sin (@—P)-+ZP.4AC cos a—P. ACGAM cosa=0 

V,.440sin AG A, + P.ACQ+4+ PD cosa=0. 
Hieraus ergiebt fih: 




















— cos ß a cosß 
2 4 Tma-ß) 
_ cos c cos c 
BEE I a er Te 
c08@ Q cosa 
n=—-2P 104 TG mAh 
In gleicher Weile erhält man bei den Schnitten 2, 3,4: 
en 
c08& 





DELT En Z rer) 


_ Q cos & 
mR=-i 7 mich 





s=—Q4+2 pn 
DEE rer 


=, ee _ 


LTE Nr 
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Durch Schnitt 5 und 6 für A, ald Momentenpunft, ergiebt ſich: 
7n=+4%; =. 
Der krummlinig geführte Schnitt 7 giebt ſchließlich, A ebenfalls als 
Nomentenpuntt benugend und ben bereit? gefundenen Werth S,, der in CB 
wirlſam zu denken ift, dabei in Rechnung gebracht: 


(+ PM ACeosa—2P MP ACen2a=0 





ne) 
sin a cos ß Q snaceß Q 
Y=AP ap) P=2(7 maß 16 


— Q sinacosß Q cosweinß 

r=2(2 I ma-hriı m @ 

Zur graphifhen Darftellung der im Vorftehenden durch Rechnung be 
fimmten Kräfte, ziehe man CD, parallel mit AB, BD, normal zu 
AB; CD, C, D,, C, D, werben mit B A, parallel gezogen, und C, mit 
D, Ds, D verbunden, welde Berbindungslinien wieder mit B, C,, Ba Ca, 
4,C, parallel laufen; endlich ziehe man C, E mit BD parallel. Für diefe 
Eonitructionen ergiebt fih: 

















_ coß , coR , cos & 
BO=BD CD=BD aan APPD DB 
sin acosß cos «sin B 
BD ; . 
Ö vinap PPo= BD ap) 


Sept man in diefen "Ausbrüden dad Maß von BD gleih dem Map 
don 4%, fo find, für die in ver Figur dargeftellte Dachconftruction, die in 
ven einzelnen Stangen auftretenden Kräfte durch folgende Linien repräfentirt: 
S=BC; = BC+1.BG; &=BC+2.BC; S=BC+3.BG; 
allgemein bei n Anotenpunften = BC+ (n—1). BC, 
%=C0D+1.DE;, %,=CD-+2.DE;,%,=CD+3.DEwmv 
allgemein X, = CD + (n—1).DE. 

n=GDs; V=GD; 4%, = G D und allgemein In-1= C, Da; 
Y=GE; Y= CE, und allgemein Yu = 0, Ei» 
Die Anftrengung der mittleren Zugftange: 
Y=23(GE+DD,). 

Denkt man die vorftehende Conftruction in ber Weife verändert, daß die 
Zugftangen AA, und BA, eine horizontale Lage annehmen, daß alſo ver 
Buntt A, in die Linie AB rüdt, fo ift in dem obigen Rechnungsrefultaten 
B=0 zu fegen. Die graphiſche Darftellung behält dabei ihre Gültigkeit, es 
fällt D in D,, und dadurch wird DD, felbit zu Null. Demnach verändert 
fi in ven obigen Nefultaten nur F, vie Anftrengung der mittleren Bug- 
fange, welche gleih 2 C, E wird. 

50. Diefelben Rechnungen find für die, in ber Figur 208 (a. ©. 211) 
dargeftellten Eonftructionen durchzuführen, bei Benupung der in der Figur 
angegebenen Bezeichnungen und geführten Schnitte 1 bi 8. B 

Bernide, Meganit, 1. Zweite Kufl, 14 
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= Hr +AmedtD, 


sin (e—P) 
Q 2 0s a cos («—B) 

















Z=7 neh ’ 

_ cos asin ß 
tr perw+T 4 Fin (a—P) sin (2a—P)’ 
n=—%osa; U= Q _ casa 
5 8 16 nl, 

= 050 Part mt Gene 

Q cosa Q cos a sin ß 
Ta 8 * 4 sin(e—Men(2a— Pf)’ 
um nett gm 

Q cosa 

Bd FT N au Ak rar 
a Lasse 
entre 
„= Lo n--. 
= 7m = Fk 


& fei BD normal zu AB; CD, C,D, und C, D, werden mit BB, 
parallel gezogen, ebenſo CD, parallel mit AB, und DD, parallel mit CB;; 
endlich fein DE und D,E, normal zu BC, dann ift dad Maß von BD 
gleih dem Maß von 2 gejegt: 

S=BC+BQ+BG —BE—-BE,=7BQ—3BE,, 
S—=BC+BC,+BG—BE=7BO—2BE,, 
S=BC+B@+BQ—BE=7BQ—1BE, 
S=BC+BQ+BG,=7BC, 
Xı=CDo; &=CD+ G3D3=68G,D,; = CD+GD,+GD,=7GD,, 
=D, +GD,+DD,=30,D,+DD,; T=@D,+DD,—=2CD, 
# 








0» 
U=l,=6D; Y==DyE; V=DE, 

Anden die Punkte * und B, in die Horizontale AB, fo fällt D, 
mit D zufammen, deshalb ift DD, gleih Null und 

n=@D,+GD,=3GD,; 7=QD,=20,D,. 

51. In ver Figur 209 iſt eine dritte Gonftruction eines derartigen 
Dachbinders gegeben. Es fei BD normal zu AB; CD, Du G. Da, 
CD, werben mit BB, parallel gezogen; ferner fei CD, mit AB, und 
DD, mit CB, parallel. Zieht man noch C,E parallel mit BD, verbindet 
E, Ey, E, mit B, welde Linien den Stangenzihtungen B.C, Ba G. B,% 
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= HH + AmetD 
_ _Q 2c0s @ cos («—P) 




















4=7 ein (2a—p) ” 8 
oos c c08 «sin 
net Edtm+ 4 in (a_B) ein (daß) 
N,=—— oe; U= Q —— 
8 16 sin(«—Pß) 
cos ß R Q . 
s. men ++ ar. j 
cos c coos ⸗ein 
BS ⏑⏑ 
cos ß Q 
= 0,@—B EA eine, 
sin 0086 
=, nard: u,= 16 sin («—B)’ 
en —— 
ent 
n=— 7 ose; n=— 7 0080 


Es fei BD normal zu AB; CD, CD, und C, D, werden mit BB, 
parallel gezogen, ebenſo C.D, parallel mit AB, und DD, parallel mit OB;; 
envlih fein DE und D,E, normal zu BC, dann ift das Maf von BD 


gleih dem Maß von 2 gejegt: 


S=BC+BG+BC, —BE— BE, = TBG—3BE,, 

S=BC+BG+BG—BE=7BO,—2BE,, 

S=BC+BG,+BG—BE,=1BG—1BE,, 
=BCHBG+BO=TBC, 

X,=CD,; %,=CD+GD,=66,D,; =CD+QD,+C,D,=70,D,, 

R=GDa+ GB DD SIG DH DD T,=GDrHDDo= 2GB, 


=U,=GD; Y=h=D,E; V=DE. 

Rüden die Buntie Az und B, in die Horizontale AB, fo fällt D, 
mit D zufammen, deshalb ift DD, gleih Null und 

1,=@D,+GD,=3GD,; n=GD,=20D,. 

51. In ver Figur 209 ift eine dritte Gonftruction eines berartigen 
Dachbinders gegeben. Es ſei BD normal zu AB; CD, (5 Du G. Du 
G,:D, werden mit BB, parallel gezogen; ferner ſei CD, mit AB, und 
DD, wit CB, parallel. Zieht man noch C, EZ parallel mit BD, verbindet 
E, Es, Ey mit B, welche Linien den Gtangenzihtungen B. C. Ba Ce, By 
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parallel laufen, und fegt man das 

Maß von BD glei dem Map 

von 2, fo it: 

S)=BC+BC,; S3= BC+2BC,; 
8 =8,=BC+3BG; 

M=BEy; %=BE; = 
BE+DD,; 

X=CDs; X,=0D+DE; 
X,=CD+2DE, 
X,=CD+3DE,; 


Yı=2GEy; Ya=3G Ba 


Y,=40,E,. 

Rüden die Punkte A, und 
B, in die Horizontale AB, fo 
fält D, mit D zufammen, DD, 
wird alfo Null und W, mir 
aleich BE. 

52.- Zwei Fahwerkträger aus 
quabratifhen Feldern mit einfachem 
diagonalem Syſtem beftehend, von 
denen der eine in Fig. 210 dar 
geftelt ift, tragen die Bahn einer 
Brüde. Die Belaftung befteht hier 
aus einer conftanten, dem Gewicht 
der Eonftruction entſprechenden, und 
aus einer veränderlihen Laft, von 
einem Bahnzug, Menſchengedrängerc. 
herruhrend. Die conſtante Laſt ber 
trage 1000 Kilogramm und die 
veränderlihe 5000 Kilogramm auf 
jeden Meter Länge. Diefe ift auf die 
beiden Fachwerlsträger gleichmäßig 
vertheilt anzunehmen, ſodaß alfo auf 
jeden derfelben — und sw 
Kilogramm pro Meter Länge in 
Rechnung zu bringen find. Beträgt 
die Breite eines Feldes in jedem 
der beiden Träger 2", fo hat alfo 
jedes Feld 1000 Kilogramm con: 
ftante und 5000 Kilogramm vers 
änderlihe Belaftung auszuhalten, 
woraus für jeden der Knotenpunkte 
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cine Belaftung von En und nn Ailogramm refultirt. Dieb ift bie wirt: 


lihe Marimalbelaftung ver beiden Endpunlte des Trägers, während bie übrigen 
Inotenpuntte im Marimo eine Belaftung von 1000 und 5000 Kilogramm 
u tragen haben. 
Der Drud D auf die Auflagerpunfte beftimmt fih, wenn acht Zelder 
vorhanden find, bei voller Belaftung durch die Gleihung: 
D.16— (1000 + 5000).(2+4+6-4+8-+10+12 +14 +4.16)=0 
D = 24000*. 


Die Berehnung der Spannungen und Preffungen in den einzelnen 
Stangen geſchieht auf die in den Iepten Aufgaben angegebene Weile. Fur 
den in der Figur gezeichneten Schnitt 1, find die Kräfte X,, V., Z, anzus 
bringen. Bei ver Berehnung von X, dient A als Momentenpuntt: 

X,.24+.D.8— 1000(2+4+6-+4)—50002+4+6+4)=0. 

Für den Drud D führen wir nicht den berechneten Werth 24000%, fons 
dern die beiden Werthe ein, welche die Einwirkung ber conftanten und ver⸗ 
änderlichen Belaſtung erkennen laſſen. 

X..24 1000. 4. 8 — 1000. 16 + 5000 4 4 3 444 9 . 8 
+ 5000 ($ .8—2) + 5000 ($.8—4) 4 5000 . 8—6) 
+ 5000 (4.8—4) = 0. 

Die mit der veränderlihen Laft von 5000 Kilogramm behafteten Sums- 
manden find fämmtlich pofitiv, wirken demnach auf die Bergrößerung von X, 
in abfoluter Hinfiht, weshalb bei voller Belaftung, X, feinen Marimalwerth 
erhält, der wegen des negativen Zeichens von X, eine Preſſung repräfentirt: 

Max X, = — 48000. 


Bei der Berehnung von Z, benugen wir B als Momentenpuntt: 
2,.2—D.8+ 1000 (2-+4+6-+4)+ 50002 +4+6+44)=0 
Z,.2=1000.4.8— 1000.16 4 5000 (4-+3-+3-+9)-8 +5000(8.8—2) 

+ 5000 ($.8—4) + 5000 (£-8—6) + 5000 (4.8—4). 

Auch bier wirken fämmtlihe mit 5000 behaftete Summanden auf die 
Vergrößerung von Z,, das mit einem pofitiven Zeichen behaftet ift, alfo 
eine Spannung bebeutet, fo daß wir für die vollftändige Belaftung den Mari: 
malwerth von Z, erhalten: 

Max Z, = 48000*. 

Zur Berehnung von Y, fol man den Durchſchnittspunkt der beiden 
Kräfte X, und Z, als Momentenpunft wählen. Derfelbe liegt, da bie Kräfte 
parallel laufen, in der Unendlichteit, ſodaß wir einen unendlich großen (oo) 
‚Hebelsarm einzuführen haben. 

Y4.00 + D oo — (1000 -+ 5000) oo — (1000 + 5000) oo 
— (1000 + 5000) oo — (500 + 2500) © = 0, 
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Heben wir ben gemeinfhaftlihen Factor oo fort, jo erhalten wir vie 
algebraifhe Summe der Berticalkräfte gleih Rull, eine richtige Gleichgewichts: 
bevingung, wobuch das Wegheben ven oo gereditjertigt iR: 

Y,= — 1000.4+1000 (1+1-+1-+9—50004-+3+349) 

+5000(1— 3) 4 5000(1— $) 4 5000(1—5) +50004 — 8). 

Y4= — 500 — 5000.44 5000}. 

Bei Benugung beider Summanden, die mit der veränberlihen Laft von 
5000* behaftet find, ergiebt fi Y,— — 3000. Benugt man dagegen nur 
den negativen Summand, d. h. nimmt man eine vweränberlihe Laft nur auf 
der rechten Geite von AB an, fo erhält Y, feinen größten negativen 
Berth, die Brefiung in der verticalen Stange ift dann alſo am größten. 

Marz Y,— — 67508. 


Bird dagegen nur ber pofitive Summand von 5000 in Rechnung gebradt, 
fo iſt dadurch vorausgefegt, daf bie veränderliche Laft ſich nur auf der linlen 
Seite von AB befindet, und wir erfahren dann, daß Y, einen pofitiven 
Werth annimmt, die verticale Stange alfo eine Marimal: Spannung 
auszuhalten hat. 

Ma: Y,—= + 3250. 


Laſſen wir hiernach die Laft von rechts nad) links über die Brüde be: 
wegen, fo wirb die verticale Stange A B zuerft einen Drud auszuhalten 
haben, und nachdem die Laft diefe Stelle paffırt, wird diefe Preſſung plöplih 
in einen Zug, in eine Spannung umgewandelt. 


Der in der Figur angegebene Schnitt 2, verlangt die Ginführung der 
Kräfte X,, V., Zu Zur Berehnung von V, muß der Momentenpunkt 
wieder in ber Unenvlidkeit angenommen werben und mir erhalten dann: 

V.. >0 sin 45 — D. oo + (1000-4 5000) . oo + (1000 45000) . oo 

4 (1000 -+ 5000) . oo + (500 + 2500). = 0 

Y,.sin 45 = 500 + 5000..5— 5000. }. 

Die rechte Seite der Gleihung ift der entgegengejegte Werth des 
oben für Y, gefundenen Ausbruds, ſodaß ſich Y, aus Y, ergiebt, wenn 
man den letzteren Werth durch — sin 45 dividirt. Die beiven Marimal: 
werthe von V. find daher: 

Spannung Max V. = + 9550% circa 
Preſſung Maz V. = — 4600% circa. 


Die fhräge Stange AC erfährt hiernach bei der Bewegung der Laft 
von rechts nach links zuerſt eine Spannung, vie fih, fobald bie Laft ven 
Punkt B paffirt, in eine Preſſung verwandelt, 

Durch ahnliche Rechnungen ergeben fih die übrigen in der Figur ange 
gebenen Kräfte. 
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%=X, =— 21000; X, = %=—86000; X, = X, = — 45000; 
= 48000; , =0; 
4=0; 3„=4=+21000; 4=2Z,—+36000; Z,=Z,=+45000; 
Z, = + 48000; 
1= —24000; 7,= — 21000; 7, — 18625; 4=[, 10m; 


_F-6750). +6750). y _ (410875. y_ . 
Y= = =+ 

Ä IH % Es ie E sl % 15626; 
— 3000; , ⸗ +329700; V, - + 22100; v, =t — 


ο.. v. _ (1540: .22100 
nor n=[7 a: v7= — 22100; 








*) Zum weiteren Studium biefes Gegenſtandes ift zu empfehlen: Gfementare 
Deorie und Berechnung eiferner Dach⸗ uud VBrüdenconfiructionen von Anguſt 
Ritter, Dr. phil, Profeffor an der polgtednifhen Schule zu Hadhen. 


Drittes Eapitel. 
Bon der Reibung und Steiſigleit. 


4 Bei den bisherigen Unterfuhungen find die in Betracht gezogenen Körper 
al abfolut feft und mit einer vollflommen glatten Überfläde ange: 
nommen worben. Beide Vorausſetzungen treffen bei ven in der Natur vor: 
lommenden Körpern nicht zu, fobaß tie entwidelten Gleichgewichtsbedingungen 
nad diefer Richtung bin, einer gemifjen Correctur bebürfen. Neben biefen 
Körpern haben wir noch folhe zugelafien, bei denen nur je zwei benachbarte 
Bunkte dur feite, ftarre Linien verbunden gedacht wurden, die aber außer: 
dem eine vollfommene Biegfamleit zeigten. Diefe den Fäden, Geilen, 
Ketten 2c. zugefprohene Eigenſchaft findet in der Natur ebenfo menig voll: 
tommene Geltung, und es ift deshalb aud vieler Umftand bei den natürlichen 
Körpern näher ind Auge zu faſſen. Die Borausjegung der volllommenen 
Feitigfeit der Körper, bei den biegfamen aljo die der unveränberlihen Länge, 
halten wir vorläufig noch aufrecht und ziehen in diefem Capitel allein die 
Raubigfeit der Oberflächen, fowie die unvolllommene Biegfamteit, die Steifig: 
teit, in Betracht. 

Ein feftes Syſtem materieller Punkte, von beliebig vielen Kräften an: 
gegriffen, fei mit einem andern feften Syſteme in Berührung. Das erfte 
Syſtem ftügt fi alfo in beliebig vielen Punkten auf eine feite Curve oder 
Dberflähe. Diefe feite Unterlage kann, wie wir früher bei Aufitellung der 
Gleichgewichtsbedingungen angenommen haben, nur folhe Kräfte aufheben, 
melde normal dazu gerichtet find. In der Wirklichkeit jedod können die feften 
Curven oder Oberflächen außerbem noch Tangentialträfte theilweiſe ver: 
nichten, ſodaß wir aud in der berührenden Ebene Reactionen biefer feften 
Unterlagen annehmen müfjen. Dieſe Wiverftände find, wie die Erfahrung 
gezeigt hat, um fo geringer, je weniger Unebenheiten fi in den be 
rührenden Oberfläden vorfinden, ſodaß wir fie ganz vernachläffigen bürften, 
wenn die Oberflähen von allen Rauhigkeiten frei wären. Die Gefammtheit 
der Urfachen, melde dieſe Reactionen hervorrufen, nennen wir die Reibung, 
die Neactionen felbft daher Reibungswiderftände oder Reibungsträfte 
Die Gefege, nach melden dieſe Kräfte wirlſam find, Können nur durch Ver 
ſuche gefunden werben, da bie verwendeten Materialien und deren Bearbeitung 
darauf Einfluß haben. 
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Die Reibung ruft das Gleichgewicht früher hervor, ald es nad) ven oben 
vorgetragenen Gejegen eintreten Tonnte, und erhält bafielbe, wenn nach ber 
Theorie ſchon Tängft Bewegung erfolgen mußte. it z. B. zur Herftellung 
des Gleichgewichts theoretiſch eine Kraft P erforberlih, und ift die zur Ueber⸗ 
windung ber Reibung nothwenbige Kraft F,, jo wird das Gleichgewicht ſchon 
durch eine Kraft P— F, hergeftellt, während die Bewegung erit dann erfolgt, 
wenn die Kraft größer ald P-+ F,, alfo vielleicht gleich P-+ Fz wird. 

Die Reibungsträfte werden nur dann hervorgerufen, wenn die auf das 
fefte. Syftem von materiellen Punkten wirkſamen Kräfte in der berührenden 
Ebene Eomponenten enthalten. Die Reiultante dieſer Componenten ift 
dann, fo lange das fefte Spftem nicht in Bewegung kommt, gleih und ents 
gegengefegt gerichtet der hervorgerufenen Reibungskraft, ebenfo iſt aud das 
Moment diefer Refultante für eine beliebige Achje gleich dem Momente des 
Reibungstoiderftandes für diefelbe Achſe. 

Hiernach kann der Reibungswiderftand der Größe und Richtung nad 
veränberlih fein, er muß nur im der berübrenden bene liegen und wird 
bei beftimmten Materialien und beftimmter Ausführung einen gewiſſen größten 
Werth nicht überfhreiten können. Diefen größten Werth fehen wir als Map 
der Reibung an und benugen benfelben bei den folgenden Unterfuchungen. 

Die auf das feite Syftem von materiellen Punkten angebrachten Kräfte haben 
das Beftreben, den Körper auf feiner Unterlage gleitend oder rollend fortzu- 
bewegen. Das Gfeiten ift fortfhreitend oder [hiebend, wenn biefelben 
Bunkte des bewegten Syftemes mit aufeinander folgenden Punkten der feften Unters 
lage in Berührung kommen, dagegen ift das Gleiten drehend, wenn aufs 
einander folgende Punkte des bewegten Syftemes mit denfelben Punkten ber 
feiten Unterlage in Berührung kommen. Beim Rollen fommen aufeinander: 
folgende Punkte des feften Syſtemes mit aufeinander folgenden Punkten ver 
feiten Unterlage in Berührung. Während das drehende Gleiten eine Drehung 
um eine fefte Achſe ift, läßt fih das Rollen als Drehung um eine verän- 
derliche Achſe anfehen, indem ein fortwährendes Kippen ftattfindet um neue, 
aufeinanberfolgende Drehachſen. Die Möglichfeit des Rollens beruht auf der 
Bedingung, daß die Oberflache des bewegten Syſtemes fi auf der feiten 
Unterlage abwidele, daß alſo die Berührung fortwährend in einer geraden 
Kinie oder in einem Punkte ftattfinde. 

Nah ver Art und Weife, wie die Bewegung erfolgen lann, wird aud 
der hervorgerufene Reibungswiderftand verſchieden fein, fo daß wir in der Folge 
gleitende und rollende Reibung zu unterſcheiden haben. 


Gleitende Reibung. 

Durch Verfuhe haben fi folgende Gefege in Betreff des Reibungs: 
widerſtandes ergeben, die bei Berechnung deſſelben zu Grunde gelegt wer⸗ 
den muſſen. 

1) Die Reibung wächſt mit der Raubigteit der ſich berührenden Flächen. 
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2) Der Reibungswinerkand iR beujenigen Gemponenten der wirlſamen 
Aräfte proportional, welche darch die fee Unterlage aufgehoben werben, d. b. 
vem normal zn derjelben ausgeübten Drude 

3) Dex Reibungswinerflasb iR unabhängig von ver Gröhe der teibenben 


Widerſtand Rupen ziehen wil, 
1, als ob der Körper ſchon in Bewegung geweſen. 

5) Der Reibungswiverftand if während der Bewegung von der Größe 
der Geſchwindigleit unabhängig. 

Die Gefege gelten, fo lange vie Körper fih während des Verſuches 
weder erwärmen, noch irgend eine bemerkbare Formänderung oder Abnugung 
erleiden. 

Bezeichnen wir bei einer forticreitenben gleitenden Bewegung (Fig. 211) 
den normalen Drud des Körpers ABC.D gegen die Fläche HB, über welche 

ex hingleitet, mit N, den dadurch hervorge: 

Big. 211. rufenen Reibungswiberftand mit F, fo iR nah 

den obigen Reibungsgeſehen für diefelbe Unter: 

Inge, bei einem bewegten Körper von dem⸗ 

felben Gtofie, der einen Drud N, ausübt, 

woburd ber Reibungswiberftand F, hervor» 
gerufen wirb: 


: 
i 





F:F=N:N, 
ober 

FA 

NN, 


Diefer Duotient ift für Körper deſſelben Materials, bei derſelben feſten 
Unterlage, conftant, wird baher ber Reibungscoefficient genannt und in 
der Folge mit g bezeichnet. 

Wir haben hiernach allgemein: 


F=uN 2... (10) 
wenn F den Reibungswiderftand und N den die "Reibung bervorgerufenen 
Normaldrud bezeichnet. 

Stägt fi ein Körper Z (Fig. 212), der allein ver Wirkung der Schwere 
unterworfen ift, mit einer ebenen Fläche auf eine horizontale Ebene A B und 
dreht man biefelbe um die durch A gehenbe horizontale Linie, jo fängt der 
Körper zu gleiten an, fobald die Neigung der Ebene gegen ben Horizont 
einen gewiſſen Werth erreiht. Es fei @ das Gewicht bed Korpers, D ber 
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Dinkel CA B, ‚ven die Ebene mit dem Horigont in dem Augenblide bildet, 
wenn dad Gleiten beginnt. 


| ig. 212. 
D 


Die zur geneigten Ebene parallele Componente G sin® ift dann gleich 
dem Reibungswiderſtande, während der die Reibung erjeugende Drud gleich 
Geos$ ift. 

Bir haben daher n. F. 110: 


_ Gens 
kei Tr} 
uw=tangd ... (1) 


Hiernach fangen alle Korper, von demſelben Moterial⸗ und derſelben 
Volitur für eine und dieſelbe geneigte Ebene als feſte Unterlage, bei dem⸗ 
felben Winkel $ zu gleiten an, deſſen trigonometrifhe Tangente gleich dem 
Reibungscoefficienten ift. Der Mintel heißt der Reibungswinkel und fol 
in der Folge mit & bezeichnet werden. Der durch die Figur 212 erläuterte 
Apparat laßt fih zur praltiſchen Veſtimmung der Reibungswintel & benugen, 
indem man während der Drehung der Ebene BA um das in A befindliche 
Charnier den Körper mittelft einer Schnur fefthält und, fobald fih das 
Gleiten bemerkbar macht, die Ebene mittelft der Klemmſchraube an dem 
getheilten Gradbogen befeftigt, woran ber betreffende Reibungswinkel in Graben 
abgelefen werben kann. Die an ver Schnur wirkſame Kraft zur Fortbewegung 
des Körpers iſt auf der horizontalen Ebene 

P=u6. 
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Auf einer unter dem Winkel & gegen den Horizont geneigten Ebene wird 
P=GenatpuGoosa. 

Je größer a, deito Heiner wird der aus der Neibung entſpringende 
Summand u @ cos a, beito größer wird dagegen das Streben G@ sin « 
des Körpers, fih abwärts zu bewegen. Für den Fall, daß a gleih 90° ift, 
der Körper aljo vertical in die Höhe gezogen werden muß, wird 

P=@. 

Um den Marimalwerth der Fortbewegungskraft zu beftimmen, berechnen 
wir den Winkel &, welcher den Ausbrud sine + pcose zu einem Maris 
mum macht. Der benachbarte Wintel fei «,, dann ift 

sine + ncosa = sine, + wcosa, 


ta in a = 2m atmen. 
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2 2 
Diefe Gleihung wird durch & — a, dividirt, fo entfteht: 
Pi in Ei 
cos Far 2 won et 2.» 
2 a—ı 2 “—& 
Ze — 


Gehen wir jetzt zur Grenze Ba, d. h. laſſen wir @, fi mehr und 
mehr dem Werthe & nähern, fo werben bie auf beiden Seiten vorfommenden 
Quotienten gleih 1, und wir erhalten: 

cs = wsina ober 
eotg x ⸗u ⸗ tang O 
d. h. der Winkel © der geneigten Ebene, für den die Fortbewegungsktaft ein 
Marimum wird, ift das Complement des Reibungsmwintels $: 
Max P= Ge088 + u@ sind. 

Bezeihnen wir den in Richtung des Reibungswiberftandes gelegenen Weg 

des Körper3 mit ⸗, fo ift die zur Weberwinbung der Reibung nothwendige 


Ürbeitgröße: 

L=uNskm, 
ivenn wir N den die Reibung hervorrufenden Drud nennen. Es mag bier 
noch bemerkt werden, daß der Reibungs-Coefficient ww jeverzeit ein echter 
Brud if. 

47 Drehendes Gleiten findet hauptſächlich bei den Zapfen der Wellen ftatt, 
melde je mad ihrer Lage ftehende, geneigte oder liegende Wellen genannt 
werden. Die Zapfen ver ftehenden Wellen heißen Stüßzapfen, die ber 
liegenden Wellen Tragzapfen. Bei den Gtüßzapfen Tann die reibende 
Flache derſelben eine Ebene oder die Oberfläche eines Umbrehungstörpers fein, 
deſſen Achſe mit der Drehachfe der Welle zufammenfält, die Tragjapfen ver: 
langen dagegen für die Möglichkeit des Drehens, zur reibenden Flache bie 
Oberflache eine Umdrehungslorpers mit einer der Wellenachſe gemeinſchaft⸗ 
lihen Umdrehungsachſe. Die Reibung widerſetzt ſich hier der drehenden Ber 
megung, es ift daher das Moment der Reibung zu beftimmen, das wir in 
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der Folge mit F'f bezeichnen wollen. Die Arbeit zur Ueberwindung ber 
drehenden Reibung, für jede Umdrehung, wird erhalten durch Multiplication 
des Momentes Ff mit 2x: 

L=Ff.2mkm, 
Die zur Weberwindung dieſer Reibung nothwendige Arbeitftärfe ergiebt 
fih für u Umdrehungen in ver Minute zu 


km 
= Fr 1007 Fun 2.2. 1) 


Behufs Berechnung des Moments Ff muß man über die Bertheilung 
des Druds auf die Elemente der reibenden Fläche eine beftimmte Vorauss 
fegung machen, für diejelbe dad Moment der Reibung in jedem einzelnen 
Theile der Reibungsflähe berehnen und durch Summation biefer Momente 
das Moment Ff der ganzen Reibungsflähe beftiimmen. Für Stügzapfen ift 
der Reibung erzeugende Drud in ber Achſe der Welle, für Tragzapfen dar 
gegen in einer zur Drehachſe normalen Ebene wirlſam zu denken. Wir folgen 
bierbei den Anfihten, die Dr. Reye in dem «Civil» Ingenieur» ver: 
öfentficht hat. 

Bei neuen Zapfen, wo nod feine Abnugung an Bapfen ober Lager 
fattgefunden, oder für Bapfen, die nit dauernd in Bewegung find, kann 
man annehmen, daß fih der Zapfendrud P gleihförmig auf eine zu 
demfelben normale Projection der Reibungsflähe vertheilt. Zür 
diefe Annahme fei m (Fig. 213) ein Flachenelement ver Reibungsfläde, und 

der Normaldrud auf bie Flächeneinheit deſſelben 
Fig. 213. fei p, fo hat das Clement den Reibung erzeus 
genden Drud m-p auszuhalten. Wir zerlegen 
denfelben in Richtung des Zapfenpruds P und 
normal dazu, fo giebt die erfte Componente 
mp cos p, unter p den Wintel verftanden, 
den m mit einer zu P normalen Gbene bildet, 
den Drud auf eine zur Bapfendrud: Richtung 
normale Gbene. Die andere Componente kann 
unberudſichtigt bleiben, da fih, wenn wir für 
ſammtliche Elemente der Reibungsfläde dieſelbe 
Berlegung vornehmen, die Componenten normal 
zum Bapfendrud P gegenfeitig aufheben. Da m cos Y auh die Pro 
jetion m, des Flachenelementes m auf eine zu P normale Ebene vorftellt, 
fo wäre ver Flacheneinheitsdrud p, auf eine zur Drudrichtung normale Ebene 
gleich dem Normaldruck p auf die Reibungsflähe ſelbſt, und da ver erftere 
nad) der obigen Vorausſetzung conftant fein foll, fo wurde hiernach auch 
die Reibungsflähe in allen Punkten venfelben Normalvrud erleiden müffen. 

Die obige Annahme führt hiernach auf die Gleihung: 

der Normalorud auf die Flächeneinheit der Reibungsfläche ift 
pP 


conſtant ⸗ p — 
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Die Größe der Reibung if, in einem Punlte ver Reibungsflähe, dem 
Normaldrud p proportional, und die Reibungsarbeit ergiebt fih für eine ge 
wifle Zeit durch Multiplication diefes Druds p mit ver im Punkt Rattfin 
denben relativen Geſchwindigleit. Da aber vie lepiere dem Abflande y bes 
Punktes von der Drehachſe proportional if, fo ik die Reibungsarbeit 
felbft dem Producte py proportional. Weiter ift es wahrſcheinlich, 
daß in allen Glementen ver Reibungsfläde ein gleicher heil ber ganzen 
Neibungsarbeit zur reſultirenden normalen Abnupung Berwenbung findet, 
woraus ſich unmittelbar ergiebt, dab die normale Abnugung in jedem 
Punkte der Reibungsflähe der Reibungsarbeit und deshalb dem 
Broducte py proportional ift. Behalten wir für diefe Schlußfolgerung 
vie obige Vorausſetzung, wonach p in allen Punkten conftant fein fol, bei, 
fo müßte die normale Abnugung der Gntfernung y proportional fein, was 
aber mit der praltiichen Erfahrung leineswegs übereinftimmt. Die Abnugung 
der Zapfen geſchieht vielmehr in ver Weile, daß ſich derſelbe in Richtung des 
Bapfendruds in die Lager einfrißt, wobei in allen Punkten die Berührung 
erhalten bleibt. Hieraus ergiebt ſich, daß man bei der Beltimmung bes 
Neibungsmomentes für Zapfen, die ſchon eine Beit lang benupt worden, über 
die Vertheilung des Zapfenbruds keine Borausfegung machen darf, daß man 
vielmehr die in allen Punkten gleich große Abnugung ver Reibungsfläde, in 
Rihtung des Zapfenbruds, ver Rechnung zu Grunde legen muß. Hat das 
Element m der Reibungsflähe bei der Abnupung in Richtung des Zapfen 
druds P den Weg x zurüdgelegt, jo ergiebt ſich als normale Abnugung ber 
Werth = cos p, wenn 9 den Winfel zwifhen dem Normalvrud mp und 
dem Zapfendruck P bezeichnet. Umgelehrt erhält man die Abnugung in Rich⸗ 
tung von P, wenn man die normäle Abnugung durch cos ꝙ bivibirt. Da 
num biefe leptere, den obigen Augeinanderjegungen gemäß, dem Produce 
py proportional ift, fo vn J in Richtung des Zapfendruds P erfolgende 


Abnugung dem Duotienten ‘proportional fein, und da diefelbe für 


alle Punkte der Reibungsfiäße von gleiher Größe fein muß, fo 
erhalten wir zur Berechnung des Momentes ver Zapfenreibung die Gleichungen: 
py 

EXT} it conftant -. 2 2 2 22000. (113) 

P= een. quo 
Ff=pEmpy... 200. (115) 

Im dem Folgenden follen die Reibungsmomente Ff der in der Prariß 

am häufigften vorfommenben Bapfen mit Nüdfiht darauf berechnet werben, 
ob wir es mit einem neuen ober einem eingelaufenen Bapfen zu thun haben. 


A. Stüßzapfen. 
1) Die reibende Fläche iſt ein Kreisring (Fig. 214) von ven Halb 
mefiern r, und rg, deſſen Ebene normal zur Drehachſe liegen foll, und ber 
Bapfendrud fei gleih P. 
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a) Neuer Zapfen. 


Der Rormaldrud p auf die Flächeneinheit it conftant = p 


en) 
Bir denlen den Kreisring aus Ringftüden zufammengefegt, deren zugehörige 
Fig. 214. Centriwinkel 2 ſehr Hein ange: 
nommen werden mögen. Auf jeden 
Punkt des Ringftüds wirkt der Drud 
», im Schwerpuntte S deſſelben, ift 
daher der refultirende Drud wirkſam 
zu denten, defien Arm CS n.$.42 

N sine rı 3—r,3 . 
gl ei z „and nehmen iſ. 
Der vejulirende Drud ſelbſt ift gleich 

a 

Prager nt) ZP 


Nach diefen Vorbemerkungen ergiebt 
ſich unmittelbar: 


Ff=u 22 AZ 





sin ndors? 
ndrz? \ 
Da a ein fehr Heiner Werth ift, fo darf man für m * Grenze 
merth 1 fegen und mir erhalten: 
Fr=4ulpWiorty 
=4u7 324. 
Es iſt aber Ze die Summe der halben Centriwinkel für ſammtliche 


Flachenelemente, daher gleih x zu fehen, ſodaß ſich ſchließlich als Reibungss 
moment ergiebt: 


Ff=uPpgl one, 


7 
nr? 











b) Eingelaufener Zapfen. 
Der Duotient 2 Li ran) für alle Punkte ver Reibungsflähe conftant 


fein. Für den —8 Zapfen find die Normaldrude auf die Elemente 
der Reibungsfläche ſammtlich dem Zapfenrud P parallel, daher 2 p = 0, 
und e3 erhält daher für dieſen Bapfen p y einen conitanten Werth. Hiernach 
verhalten fi die ver Zlächeneinheit entſprechenden Drude an zwei verſchie⸗ 
denen Punkten umgekehrt wie die Cntfernungen derſelben von der Drebs 
adfe, und es werben zwei Flachenelemente, deren Größen ſich direct wie die 
Entfernungen von dem Wittelpunkte C verhalten, deshalb einen gleihen 
Reibung erzeugenden Drud erfahren. 

In dem Ningftüd (Fig. 215 a. f. ©.) von dem unenblid einen Gentri- 
intel 2 find a und 5 zwei derartige Flächenelemente, die aljo von gleichen 
patallelen Kräften angegriffen und durch ihre Nefultante, in der Mitte bes 
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sen, bersczyerien werten. Es Mm deaaa⸗: 
Pl= ze 2 . daber 


F —* 7. 
2) PIERRE BEINE BEER vom Hulbmeier r, der Zapfen: 
drud wieder P. Man erhält vie entirrebenden Jermeln aus den unter 1 
entwidelten, wenn wir ,—0 und r, —r jeßen. 
a) Reuer Zapien. 


Fj=pPir. 

b) Eingelaufener Zapjen. 
r 

F=uP-- 
/=#P5 


3) Die veibende Fläche ift der Mantel eines abgeflumpften Kegels 
(Fig. 216). Der untere Halbmefier des Zapfens fei v2, der obere r,, der 
Winkel, den die Seite und die Höhe 
Big. 216, des Kegels einſchließen, fei d und der 

BZapfenprud P. 

a) Neuer Zapfen. 

Die Projection des Kegelmantelö 
auf eine zu P normale Ebene ift wieder 
wie unter 1 ein Areisring von ben 
Halbmeflern r, und r,, den mir aus 
NRingftüden vom Gentriwintel 2@ bes 
ftehend venten. Der Drud in Richtung 
von P auf ein verartiges Ringftüd ift 


daher ebenfalls * P, der Reibung er: 
geugende Drud N, der normal zur Negelfeite gerichtete, iſt dagegen 
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Li 1 Li 1 F PEN . 
= P ET * Pond Der Leptere ift wiederum im Schwerpunkt 
des Ringſtüds wirkſam zu denken, ſodaß fih die Schlußfolge in derſelben 


Weiſe wie unter 1 ergiebt, wir sehalten demnad: 


P 
Fizuans 42 Fr per 
b) Pause Zapfen. 








Der Duotient -—— wird hier, da cosp = sind, Bong und da 
08 8 


sin d für alle Punkte ver Reibungsfläche denſelben Werth behält, jo hat aud 
bier, wie bei dem Zapfen unter 1, das Produ py für alle Punkte einen 
eonftanten Werth, und der Drud;P vertheilt ſich wieder gleihförnig auf eine 


Rreisfinie, deren Bu aleich Fr 2 ift, Der die Reibung erzeugende 


pP 
Dtud it hier aber nicht a fondern = En daher 
_. Prndtn 
hl Tr Bar zu 
4) Aus den legten Formeln ergeben fi die entſprechenden für den 
Spigzapfen, wenn wir r, —=r und r, = 0 fegen. 
a) Neuer Zapfen. 





P 
Feng hr 
b) Eingelaufener Zapfen. 
r 
FermsT 


5) Der Zapfen habe die Form eines abgeftumpften normalen Kegels, 
und e3 finde aud an der Grundebene Reibung ſtatt. Wir benugen die unter 
3 angegebenen Maße r,, rz, d, und denken den Drud P aus den Xheilen 
P, und P, beftehend, von denen P, die Reibung an dem Mantel und Py 
die an der Grundebene hervorrufen ſoll. 

a) Neuer Zapfen. 


Es if Ze” 8leich dem Drud auf die Flacheneinheit 


der Projection ber Keibungsftäce auf eine zu P normale Ebene. Aus der 
obigen Gleichung und aus P= m + Pz ergiebt fi: 





P=PÜ * 
Aus 3 und 2 erhält m "vente 
Fi= re 2 +uPa Ir 


und mit Benugung ber für P, und Fr genden Werthe ift: 
1 —r; 
Ff=uP- Sl E +): 
r, B 
Bernide, Meqanit. 1. Zweite Kufl, 15 
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b) Eingelaufener Zapfen. 
Es ſei en = 0 S pa Ya, infolge der conftanten Abnupung in Richtung 


von P, in allen Punkten ver Reibungsflähe, wobei p, und yz fi auf 
die Reibung an der Orundebene, p, und y, auf bie, an dem Mantel beziehen 
fol. Ferner baben wir n. F. 113: 
P,=Zm,pı c08p, und P,= LEmæ, pa cos 
worin cos p, = sind; copy ⸗ 1; m —=2ry-G; 22 y2 62 
zu fegen ift, wenn 6, die Seite eines unendlich niebrigen abgeftumpften 
Kegelmantel3 und 6, die Breite eines unendlih ſchmalen Kreisringes be- 
zeichnet. Bei Benugung diefer Werthe erhalten wir: 
esind 





PR=Z2zy6 
Hieraus ergiebt fh: 





sind, und BR = Z2nyh, — 
2 


u Pı — B 
—J Anke, 
Es iſt aber Io, gleich ver Seite  deß abgeſtumpften Kegelmantels, 
s sin Ö daher gleich r, —r, und &0, gleih rz, daher 








— — 
7" 
und mit Benutzung der Vorausſezung P= P, + B, erhalten wir: 
P (rn —r3) sin ö nz 
ı 2 








(nr) sind + rz" M—r)enötr 

Aus 3 und 2 ergiebt fi für diefen Zapfen das Reibungsmoment: 

uf tr ra 

Feen te 

und bei Berüdfihtigung ver für P, und P, entwidelten Werthe entſteht: 
rn? 


a nF 


B. Tragzapfen. 

1) Der Zapfen hat die Form eines Cyhlinders vom Halbmefier r und 
der Länge 2. Derfelbe fei volllommen vom Lager umfchloffen und ver Zapfen: 
drud zugleih P. 

a) Neuer Zapfen. 

P . 

Es iftp = Die Größe m eines Clementes der Reibungsfläche 
iſt ra, unter A den Heinften denkbaren Theil von I verftanden. Nach 
F. 114 it: F/= u &mpy, und da hier y gleich vem Radius r des Zapfens, 
ſo erhalten wir: P 
Fi= na — 

f=ufr.nı Irir 


ar 
=uS ;PER 
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ZA ift aber die Länge 2 des Zapfens, ſodaß ſich ſchließlich ergiebt: 
Ff=u3-Pr. 
b) Eingelaufener Zapfen. 
Als Ausgangspunkt dient wieder die Gleihung 5 conſtant — ce, 


\ worin y glei r zu fegen iſt. 
Big. 217. Nach Formel 113 haben wir: 
P=Zmpcosp. 
Bezeihnen wir den Mit: 
telpunttswintel des unendlich 
Heinen Kreisausſchnitts in 
Fig. 217 mit p' und den 
Heinften denkbaren Theil von 
I mit A, itm—rg’i 
die Größe des Flachenelemen⸗ 
te3 der Neibungsflähe, und 


vap= EP, ſo erhalten 








wir: 
P=Zrg'i —. p= zZ Erg'ongırosp.k 
In der Figur it rcosop =AM= BF; rp' = BC, und rp' cosp 
=EF, daher ift das Produ rp’cosp.rcosp durch den Inhalt des 
unendlich ſchmalen Rechteds B DEF wiedergegeben. 
Die Summe fämmtliher in viefer Weife conftruirten Rechtede ift aber 
gleih dem Inhalte des Halbkreifes, alſo gleih Zr? m, daher ift 


| ce“ _ le 

| P=TZZI= und 
er. 
al 


Ferner ergiebt fi n. 3. 114 das Moment der Zapfenreibung, bei Ber 
| tüdfihtigung des berechneten Werthes von c: 
| — 2 
Fj=uZ Fra cospA 
=, 2 Zrg'cosgp.ı 
J Es iſt rp'cosp, wie ſchon oben benuht, gleich FE, und die Summe 
dieſer Meinen Linien liefert den Durchmeſſer Zr, fo daß 
4 Pr 
Ffsun 2 
wird, woraus wir ſchließlich erhalten: 
4 
Fj= u Pr. 


15* 
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Zinge ser zieren and P zer ciendrac. 
a Neuer Jısten 





Memiten Jenfsaren Isa ver a. Jeꝛi. 
> 








Ff=sZzıs n® ET Dee TT | 


Za wetr 6 md—=y. mer 7 eremo en Aemiten dentbaren Theil 
von y vertanten, ’o ar: 





Free Err- 


& tanu g?y' als ver Sadair eines umennlich jürmalen Nedteds an: 
geleben werden, veifen eine Sem y'. deiſen unbere Seite in ihrem Mabe 
mit dem Mite von y? ivereinitimm Teuft mm auf einer Linie y abge 
fragen aud in dem emzelaen Runter Karmalen errubter, teren Raß mit dem 
vor 9° ibereinitmmt, io werger die Kımmunke dierer Rormalen eine frumme 
Linie Seitimmen, uad der \ahu: ®er wow der Gurme, der erfien geraden 
Linie und der legten Rermale zeriteten Figur, wir vem Mafe nad) mit 
Zy? y übereiotnmen. Benugem wir eimmul für y alle Werthe von 
O bis 7,, ſo it die Tuadratur ter enriichenzen Cure nah Rr. 31 der 
Uebungen des erien Abihnitz }r,?; nehmen wir zweitens für y alle Werthe 
von O bis 7z, io ih tie Taatratur gleib Iry®, worams fi) ergiebt, da y 
ale Bertbe von rg bis r, kurklauien muß, 











* Prien) m 


b) Eingelaujener Zapien. 

In Figur 218 fei O ver in Betracht zu ziehende Punkt in der Rei: 
bungaflähe, O B ift die Richtung des Rormaldruds p, O A die des Zapfen: 
diuds P. O C liegt in Richtung des Radius y bei dem in Betracht gezo⸗ 
genen Luerihnitt, O B und O A bilden demnach miteinander den Winkel p- 
Die drei Linien O B, OC, OA beſtimmen eine breifeitige Törperlihe Ede, mit 
ven drei Seiten 9, d, $, und der, der Seite @ gegenüberliegende Wintel, be: 
tragt 90 Grad. In Figur 219 iſt diefe körperliche Ede für ſich gezeichnet, 
und um den Punkt O als Mittelpunkt eine Augelfläche von beliebigem Halb: 
meljer gedacht. Auf ver Flache bildet ſich dadurch das fphäriihe Dreied 
ACH, deſſen Winfel bei C glei 90° fein foll. Man errihte zu OC in 
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C wei Normalen, in den Ebenen d und % gelegen, und verbinde die Durd- 
ſchnittspunkte D und E derfelben mit den andern Kanten, dann it DCE 
ein ebene® rechtwinkeliges Dreied uud 


DE?= DC? + EC?= DO? + E0? —2DO.EO.csp 
oder: 

(0010 + (0 
woraus folgt: 











0C\2, (00% 00? cosp 
0) + (5) os cos’ 


cos p = cos d cos v. 


Big. 218. 








B 


& fol num für eingelaufene Zapfen conſtant gleich c fein, daher 


9 
— es iſt ferner, den Mittelpunltswinkel des 


y 
unendlich Heinen Kreisausſchnittes in Fig. 218 mit y’ und den Heinften denk⸗ 


baren Theil der Länge 1 des Bapfens mit A bezeichnend, m = yy' * 3 





Big. 219. 
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Bei Benugung _ Werthe haben wir: 
—8 —— 





cos ö.cos 
cos J v 


— ———— 


Fur das Product ycosp.yY’cosy iſt in gleicher Weile, wie bei dem 
cylindriſchen Zapfen, das in der Figur ſchraffirte Rechted zu fegen, und die Summe 
derartig gebilveter Nechtede Liefert ven Inhalt des Halbkreiſes vom Halb: 


meſſer y, alfo zZ deshalb ift 





P= 0.00 SzR= 5 olond und 
e- 2 u 
7 Teos õ 


Ferner erhalten wir: 


J © cos dcosy 
Ff=uZyv — * 
2 

—— Tr ZyWoov.h 


Es ift der Figur gemäß Zyy'cosy —2y, weshalb noch 22yA 
zu beftimmen bleibt. Das Paralleltrapez mit ven parallelen Seiten r, und r, 
und ber Höhe 2 repräfentirt in feinem Inhalte ZyA, daher it 22yA 
=(rn +r)l un 
Freut tn 
3) Der Bapfen fei ein volllommener Spitzapfen. Die entiprehenden 
Formeln werden aus den vorigen erhalten, wenn wir r,—0 und r,=r fegen. 
a) Neuer Zapfen. 


za P 
Feng” 
b) Eingelaufener EN 
Fr= u. z 06 


48 Wird ein volllommen biegfames Seil ein oder mehrere Mal um einen 
feftliegenden Cylinder AB (Fig. 220) gewunden und wirken an feinen beiden 
Enden die Kräfte P und Q, fo muß die eine berfelben beveutenb größer fein, 
wenn fie fih mit der andern fo ins Gleichgewicht jegen foll, daß jede kleine 
BVergröberung eine wirklihe Bewegung zur Folge hat. Der Unterſchied ber 
beiden Kräfte wachſt mit der Anzahl der Ummidelungen des Geiles um den 
Cylinder. Es lann hierbei nur dadurch eine Bewegung erfolgen, daß das 

“- Seil über ven Cylinder fortgleitet, daß alfo die gleitende Reibung zwiſchen 
Seil und Eylinder überwunden wird. Es bewirkt auch hier der Drud allein 
die Vermehrung der Reibung, und das ſchnelle Wachſen derſelben beruht allein 
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auf der Eigenjhaft der Faden, daß fie in allen ihren Theilen durch eine ans 
gebrachte Kraft gefpannt werden, und biefe in allen Xheilen des Geiles vor: 
R bandene Spannung bewirkt den normalen 
Sig. 220. Drud gegen die Oberflähe des Cylinders, 
der natürlih mit der Anzahl der Um— 
fhlingungen des Geiles wädjlt. 
Der vom Seil umfhlungene Bogen 
des Cylindermantels fei gleih m und die 
an einem Ende hängende Laſt P. 
Es jei eine Kraft Q, erforberlid,. 
die der Saft P und der Reibung das 
Gleichgewicht hält, Der zur Cylinder⸗ 
oberflähe normale Dryd it P+ Q,, 
die daraus hervorgehende Reibung iſt 
n. 5.110 # (P+Q,), wenn u den 
NReibungscoefficienten bezeichnet. Für den 
Gleichgewichtszuſtand ift daher 
4=P+u(P+Q), 
db: ur 
Für eine halbe Ummidelung muß vie Laft P aljo mit dem conftanten 





Berthe 1+te multiplicirt werden, um die dad Gleichgewicht hervorbringende 











1—u 
areſt zu erhalten. Sehen wir jcht e als Saft an, fo ift für eine 
zweite halbe Umdrehung die erforderliche Kraft: 
2 
P & + £) . 
1— u 

Zür jede folgende Umfhlingung bes halben Cylinders ift aljo von Neuem 
mit 1tu zu multipliciren. Wir erhalten biernah allgemein die ver Laft 





1a 
P das Gleichgewicht haltende Kraft Q, wenn da Seil 2nmal um den halben 
Cylinder gefhlungen ift: ji 

. —pfite £) J 

Qa=P ( Aran 
Bei Anwendung diefer Formel ift gu jedesmal durch einen Verſuch zu 

beftimmen, indem man das Seil um ven halben Cylinder legt und das zu 
der entftehenven Bewegung nothwendige Gewicht Q, beitimmt. 


Aus 


folgt 
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Bei Benugung diefer Werthe haben wir: 


P= Ba rei 
=o. mir a yeoayp.yy'coay.A 


Für dad Product An y%’ cos ift in gleicher Weile, wie bei dem 
chlindriſchen Zapfen, das in der Figur ſchraffirte Rechted zu fegen, und die Summe 
derartig gehibeter Rechtede Liefert den Inhalt des Halbkreijes vom Halb: 


meſſer y, alfo 3 Ey, deshalb ift 


Pak emazin tem und 





PO EIGE DEE ER 
x Teos Ö 
Ferner erhalten wir: 
ecosdcosy 
Fi= re _ 
” 2 
= jer Zyy'oosyp.A. 


Es ift der Figur gemäß Eyw copy =2y, weshalb noch Z2yA 
zu beftimmen bleibt. Das Paralleltrapez mit den parallelen Seiten r, und rz 
und der Höhe Z repräfentirt in feinem Inhalte ZyA, daher ft 22 yA 
=(n +ra)l um 

2 
Fl=uz tn). 

3) Der Zapfen fei ein volllommener Spitzapfen. Die entiprehenven 
Formeln werden aus den vorigen erhalten, wenn wir r,—0 und r,=r feßen. 

a) Neuer Zapfen. 


x 
Frans” 
b) Eingelaufener Seren, 





pP 
Fi= u. FRI 
48 Bird ein volllommen biegfames Seil ein oder mehrere Mal um einen 


feſtliegenden Cylinder AB (Fig. 220) gewunden und wirken an feinen beiden 
Enden die Kräfte P und Q, fo muß bie eine berfelben beveutenb größer fein, 
wenn fie fi mit der andern fo ins Gleihgewicht jegen foll, daß jede Heine 
Vergrößerung eine wirkliche Bewegung zur Folge hat. Der Unterfhie ver 
beiden Kräfte wachſt mit der Anzahl der Ummidelungen des Geiles um den 
Cylinder. Es Tann hierbei nur dadurch eine Bewegung erfolgen, daß das 
Seil über den Cylinder fortgleitet, daß alſo die gleitende Reibung zwiſchen 
Seil und Eylinder überwunden wird. Es bewirkt aud hier der Drud allein 
die Vermehrung der Reibung, und das ſchnelle Wachſen berfelben beruht allein 
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auf der Eigenjhaft der Faden, daß fie in allen ihren Theilen durd eine ans 
gebrachte Kraft geipannt werden, und biefe in allen Theilen des Geiles vor: 
J handene Spannung bewirkt den normalen 
Sig. 220. Drud gegen die Dberflache des Cylinders, 
der natürlih mit der Anzahl der Ums 
ſchlingungen des Geiles wädlt. 
Der vom Seil umjhlungene Bogen 
des Cylindermantels fei gleih = und die 
an einem Ende hängende Laft P. 
Es ſei eine Kraft Q, erforderlich, 
vie der Laft P und der Reibung das 
Gleichgewicht hält. Der zur Eylinder: 
oberflähe normale Dryd it P+ Qu, 
die daraus hervorgehende Reibung ift 
n. 110 a (P+Q,), ienn den 
Reibungscoefficienten bezeichnet. Für den 
Gleichgewichtszuſtand ift daher 
A=P+elP+9Q) 


ı 
4: =1tkp 
s eine halbe Umtidelung muß vie Laft Pr atfo mit dem conftanten 
Werthe 7 = multiplicirt werden, um bie dad Gleichgewicht hervorbringende 





Kraft zu ehaten. Sehen wir iebt 7 tr als Laft an, fo ift für eine 
zweite halbe Umbrehung die BII-e Rraft: 








2 
P @ + 2) B 
1— u 
Für jede folgende Umſchlingung des halben Cylinders ift aljo von Neuem 
mit ei zu muftipliciren. Wir erhalten hiernach allgemein die der Laft 


P vas Gleichgewicht haltende Kraft Q, wenn das Seil 2 nmal um den halben 
Cylinder geſchlungen ift: 





Bei Anwendung dieſer Formel iſt w jedesmal durch einen Verſuch zu 
beftimmen, indem man das Seil um ven halben Cylinver legt und das zu 
der entftehenden Bewegung nothwenbige Gewiht Q, beitimmt, 


Aus 





q4 = ea 
folgt QG-P 


PFQrFeR 
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Wäre andererfeitd ber Werth von Q der Bedingung gemäß zu beftimmen 
geweſen, daß dieſe Kraft das Herunterfallen der Laft P verhindern follte, jo 
ift in der obigen Formel P mit Q zu vertaufhen, und mir erhalten daher 
für viefen Gleihgewichtszuftand: 


Die mittelft höherer Mathematik gefundenen Formeln find: 
Q=Per« l 16) 
Q=Po-u ... von 
worin e die Bafis de3 natürlichen Logarithmenſyſtems 2,71828... und c 
den zum umfchlungenen Bogen gehörigen Mittelpunttsiintel in Bogenmaß 
bezeichnet. Iſt das Seil nmal um den Cylinder gefhlungen, fo it a=2nm, 
und diefe Formeln gehen über in 


Q= Plerrj?r 
an 
Q=Ple-ym = pP ) . 
Die zuerft gefundenen Werthe für Q ftimmen der. Form nah mit biefen 


volllommen überein und werben fogar genau biejelben, wenn wir Fe 


fegen. 
$ür p = 0,3333... haben wir, da loge = 0,43429 ift 
eur — 2,85. 
—— wir dieſen Werth in ven obigen Gleichungen ſtatt er* oder 
ftatı 14 E, 


— ehr 


—, fo giebt die folgende Zufammenftellung das Wachen und die 
nah von Q an, bei mehrfahem Umſchlingen des Seiles. 

a) Größe der Kraft Q, fobaß bei geringer Vermehrung die Laft P ge— 
hoben wird: 

Q= 285 P fürn= 

Q= 812 P» n=1 
Q= 6,97P»n=2 
Q=53567Pın=3. 


b) Größe der Kraft Q, ſodaß bei geringer Verminderung ein Sinken 
der Laſt P erfolge: 
Q=035% Pfürn=" 
Q=012313 Pon=1 
Q=001516 P»n=2 
Q= 0,001866P » n=3 
u. ſ. w. 


Rollende Reibung. 
Wir verſtehen hierunter, wie ſchon oben angegeben, den Widerſtand, den 
ein rollender Körper der weitern Bewegung entgegenfegt. 
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Die durch Verſuche gefundenen Geſete in Betreff diefes Widerſtandes find: 

1) Der Reibungswiverftand bei der rollenden Bewegung ift ftets ger 
ringer als bei der gleitenden. 


2) Der Widerftand ift dem normalen Drude direct und dem Halb: 
mefjer de3 rollenden Körperd umgekehrt proportional, 


Zwei gleihartige- cylinderifhe Körper (Fig. 221) von ven Gewidten P, 

und P, und den Halbmeſſern r, und r, rollen auf derſelben Unterlage AB, 

Infolge der gefundenen Ger 

Fig. 221. fege erhalten wir, wenn A, und 

Fy die Reibungswiderftände bes 

zeichnen, bei Körpern von dems 

felben Halbmeſſer F}: Fa=P,: Pa, 

und bei Körpern von gleichem 

Gewicht, aber ungieihem Halb: 

meſſer A: P,=rz:r,, daber 

allgemein: A: FaPira: Pa ri, 

oder: R— mi. 

r r2 

Jeder der zulegt erhaltenen Duotienten fällt für Aörper von demſelben 

Material gleih groß aus, hat alfo einen conftanten Werth. Derſelbe ift 

eine Linie, heißt ver Reibungscoefficient und foll in der Folge durch p bes 
zeichnet werden. 


& ift alfo allgemein F — — 9 und dad Moment Fr der rollenden 
Reibung: Fr. (17) 


wenn F ven Reibungswiderſtand, P den die Reibung hervorrufenden Normal-⸗ 
drud und r den Halbmeſſer des rollenden Körper bezeichnet. Es ift hierbei 
vorauögefegt, daß die, die Reibung überwindende Kraft im Schwerpunkte des 
Körpers ihren Angriffspunkt hat und parallel 
Fig. 222. zur feften Unterlage wirt. Den bei ver rols 
lenden Reibung entftehenden Wiberftand kann 
man auf folgende Weiſe entitanden benfen. 
In Folge der Biegſamkeit der Materialien 
bildet fi duch das Gemiht P (Fig. 226) des 
rollenden Körper -auf der feiten Unterlage eine 
Vertiefung, aus welcher der Körper heraus: 
gehoben werden muß. Die Richtung des Ger 
wichtes gehe in dieſem Momente durh den 
Punkt A, der in der eben benupten Kippachſe 
liegt. Die näcftfolgende Kippachſe gehe durch den Punkt B, fo it n. 3. 108 
die Stabilität des Körpers: 


Se=P.BO—F.BD. 
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Statt BD können wir den Halbmeſſer r des rolfenden Körpers fegen, 
da A und B zwei aufeinander folgende Punkte vorftellen. 
Es ift dvemnah, wenn BO a gefegt wird: 
Se=Pa—Fr. 
Der Körper fol fi auf der Grenze des Gleihgemichtes gegen Rippen 
befinden, es ift daher Ss gleih Null und 
Fr=Pa. 
Dieſe Gleihung ftimmt der Form nah mit F. 117 überein und man 
erhält durch diefe Entwidelung des Widerſtandes bei ber rollenden Reibung 
eine richtige Anfiht von der Größe des Verſuchscoefficienten ꝙ für die ver: 
ſchiedenen Materialien. 


Steifigkeit. 


50 Bei den Maſchinen werden Seile oder Stride vielfah benugt, um der 
Laft oder Kraft bequeme Angrifjspuntte und eine vortheilhafte Richtung zu 
verihaffen. Für feine Fäden ift die gewöhnlih gemachte Annahme ver voll— 
tommenen Biegfamteit vollfommen gerechtfertigt, dagegen fegen Geile von 
einiger Stärte der Biegung einen Widerftand entgegen, den man die Steifig= 
teit nennt. Ueber den Eylinder C (Fig. 223), der fih um feine geometrifhe 
Achſe drehen Tann, fei ein Seil gelegt, dad an dem einen Ende eine Laft & 
trägt, welche dur eine an dem andern Ende wirkſame Kraft P gehoben 
werben fol. Das Seil muß bei B auß der verticalen Lage in die gekrummte 


Fig. 223. und bei A umgelehrt aus der gelümmten in die ver= 
ticale Lage übergeführt werden. An beiden Enven tritt 
Yu die Steifigkeit als Wiberftand auf. 


Sehen wir für die Anoronung C als Momenten- 
punft an, fo wird duch diefen Wiverftand der Arm 
von Q größer, der von P Heiner, und für den Gleich: 
gewichtszuſtand ift 


P.CD=Q.CE, 
E 
d. h.: .4 


Man hat ſich vielfach Mühe gegeben, das Verhältniß von CE und CD 
durch Verſuche zu beſtimmen, iſt jedoch zu keinem Reſultat gekommen, und hat 
endlich CD glei dem Halbmeſſer CA des Cylinders genommen, was ſich 
um fo eher rechtfertigen läßt, da die Einbiegung des Geiles bei A viel ge- 
tinger als die Ausbiegung bei 2 ift. 

Wir haben hiernah, wenn r den Halbmefjer des Cylinders bejeihnet, 

Pr=Q(+BD. 

Genauere Verſuche haben ergeben, daß BE dem Quadrate des Seile 

durchmeſſers Ö direct proportional iſt. Segen wir daher ftatt BE, ver Ber- 
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mehrung des Armes, 9 o2, unter Y einen Erfahrungscoefficienten verftanden, 
fo erhalten wir da Moment Sr der Steifigteit: 
Sr=Pr—Qr 
\ Sr=yQaa. 

Der Werth von weiſt von den Einheiten abhängig, welche der Meſſung 
von d und r zu Grunde gelegt find. 

Mefien wir d und r durch Meter, fo variirt je nach der Beichaffen 
heit und der Belaftung der Seile zwifhen den Werthen 6 und 13, und zwar 
ift für gebraudte Geile ver Hleinere Werth in Rechnung zu bringen. Wir 
werden in ber Folge jederzeit den ungünftigften Fall in Betracht ziehen, für Y 
mit Redtenbacher 13 fegen, und daher das Moment der Steifigkeit nad ber 
dormel berechnen: 

Sr=13Q® ...2.2..... (18) 

Eine ganz ähnlie Erfheinung tritt ein, wenn man ſich zum Heben ver 
Laſt Q anftatt des Geiles einer Kette (Fig. 224) bedient, Es ift bier die 

. Reibung der einzelnen Kettenfchaten, welche als Wider: 

Big. 224. ftand bei dem Umbiegen auftritt. Iſt d ver Turd: 
mefjer des Eifens zu den Kettengliedem, p der Reiz 
bungscoefficient in einer Schale, fo ift das Reibungs: 
moment Ff, wenn wir bie Formel für einen dauernd 


in Bewegung befindlichen Zapfen benutzen, e£ Q 2. 


Hierfür wollen wir annähernd u Qd fegen und haben 
alfo darunter die Bergrößerung des Laſtmomentes 
durch den Neibungswiderftand in den einzelnen Ketten- 
gliedern zu verftehen, was wir ebenjo wie das Mo— 
ment ver Gteifigfeit bei Seilen mit "Sr bezeichnen 
wollen. Für Ketten ift demnach: 
Sr=uQd....... (19) 

In diefer Formel, fowie in 118, durch die der 
Biegungswiderſtand von Seilen angegeben wird, hat 
man unter r den Halbmefjer der Trommel, vermehrt um das Stüd bis zur 
Mittelebene der Kette, vefp. des Geiles, zu verftehen. 

Bei Drahtſeilen endlich ift nah den Verſuchen von Weisbach der Steifig- 
leitswiderſtand viel geringer, als bei Hanfſeilen, ja derſelbe fann bei zwed: 
mäßiger Anordnung und Größe der Windetrommeln und bei gehöriger Ein— 
ölung des Geiles auf ein Minimum beruntergezogen werden, ſodaß wir den: 
felben in folhen Fällen ganz vernachläffigen dürfen. 
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1. Ein Körper vom Gewichte Q liegt auf einer Horizontalebene und 
fol duch eine Kraft P, die im Schwerpunkte des Körperd angreift, in den 
Gleichgewichtszuſtand der Bewegung verfept werben. 

Welche Größe erhält P, wenn ihre Richtung mit der Horizontalen den 
Winkel & bildet und die Kraft 

"2. ziehend, 
b. ſchiebend wirkt? 
ka, 
®) P= atueme 
e3 erhält unter diefen Annahmen P feinen Heinften Werth, wenn 
a=9,2 htangne=u 
wird, 
b) Pt. 
co a — weine 

2. Ein Körper liegt auf einer feiten Unterlage, hat ein Gewiht von 
62,75 Kilogramm und wirb duch eine Kraft von 15,25 Kilogramm, vie 
nad horizontaler Richtung mirkt, fo eben fortbewegt. 

Wie groß iſt der Reibungscoefficient? 

0,243. 

3. Ein mit Eiſen beſchlagener Schlitten von 150 Kilogramm Gemwicht 
wird auf einer horizontalen Schneebahn gerade fortgezogen. 

Wie groß ift die dazu nothwendige Kraft, wenn u = 0,06 ift? 

9 Kilogramm. 

4. Für eine auf Straßenpflafter fortgezogene Schleife ift u = 0,45. 

Wie groß ift die zum Fortziehen nothwendige Kraft, wenn die Schleife 
mit der Laft 250 Kilogramm wiegt? 

Wie groß ift die Kraft zum Anziehen der Schleife, den Reibungs- 
coefficienten der Ruhe gleih 0,7 genommen? 

112,5 Kilogramm. 
175 » 








R 
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5. Ein mit Eiſen beidlagener Schlitten von 25 Kilogramm Gewicht 
wird auf einer horizontalen Schneemafje in Bewegung gefegt. 
Welchen Weg legt verjelbe zurüd, wenn eine Arbeitgröße von 20%” auf 
ihn übertragen wurde und ber Reibungdcoefficient 0,05 ift? 
16”, 
6. Im einer Berticalebene liegt eine gleih ftarle Stange vom Ge: 
wichte @ (Fig. 225), mit dem einen Ende 


Fig. 225. gegen eine verticale Wand, mit dem andern 
Ende fteht fie auf einer Horizontalebene. 

-D Es ift die Größe des Neigungswinlels « 

zu beftimmen, fo daß die Reibung das Aus: 

y gleiten gerade verhindert, wenn die Stange 


noch außerdem in der Entfernung a vom untern 
fl Ende durd) ein Gewicht P belaftet in 
Die Länge des Stabes fei 21. 
Erfte Auflöfung. Zerlegung der Kräfte: 
2l1—a 








Zur Beftimmung ver Componenten D und 7 iſt zu bemerten, daß in 
Rihtung der verticalen Wand die Kraft P, + G;,— u D wirtjam ift, welche 
übertragen werben muß: 

(B+@%—uD)eoiga=D 
np Pat) eotga 
1-+weotge 
T- ht@&-—uD 
sina 
V=Teina=B+@—uD, 
S=coga(P +G —uD). 
Die Bedingungsgleichung des verlangten Gleichgewichtes ift hiernad: 
S=a(B ++... - 








a eotg 
(Par tr) ga 
u[r+ & weotg « —E +40 
(Pa+ IA — 
und m ——pmtange. 


2ul(P+ 6) 
weite Auflöfung. Anwendung ber Kräftepaare. Wir verlegen bie 
beiden Kräfte P und G (Fig. 226) parallel ihrer Richtung nah A, fo ent: 
feht nach $. 36 außer der Kraft P6 in A das Kräftepaar: 
cosa(@l+ Pa). 
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Dieſes Baar wird auf die Breite 2 cos gebracht, fo it die Kraft 
de3 neuen Paares: 
Pa+l 
Fig. 226. — 
Von dieſer wird ein Theil durch die Rei— 
AS bung an ver verticalen Wand vernichtet. Wenn 
das Paar auf die Breite 2 I sin « gebracht wird, 
wenn aljo die Kräfte des zu beftimmenden Paares 
normal zur verticalen Wand wirken follen, fo 
erhalten wir die Gleihung: 








u: S.21ina= (© u8)2tcoe, 
men 

ri Stanga+ weht! 

er 


Die hierdurch beftimmte Kraft S muß ber 
in A entftehenden Reibung gleich fein. Diefe wird durd den Normalorud 
P+G@— uS hervorgebracht. 

Hiernad erhalten wir die Beftimmungagleihung: 
or: S=u(P+G—uS), 

’ SA+W)=u(P+9. 

Diefe werde dur die oben für ‚S gefundene Gleihung dividirt, fo ent: 
ſteht nad einiger Umformung: 
_Pa+ya+w)_ 





ZulP+G 
Big. 227. Dritte Anflöfung. Benugung der entſtehenden 
er, Reactionen ', 8 227). 
—eBR=0, 


m er-e=o, 
cos a(Pa+GD—R, .2lsina—uR,.21008 «0. 


Hieraus folgt: 
P+@ 
ii Ro R= Ite® 
12 R—-eP+09 
1+@ ' 


Pa+ey( aan )=0, 
⸗ Ute 
nga= up, + 
7. Der Stab liege mit feinem oberen Ende gegen eine Mauerkante, 
während das Webrige von ber vorigen Aufgabe beibehalten werben foll. 
Durd welche Gleihung beftimmt ſich jetzt @ ver Größe nah? 
Erg 


— a Para 
. 
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8. Auf einer unter dem Winkel & gegen den Horizont RH geneigten 
Ebene FH (Fig. 228) liegt ein Körper ABCD von dem Gewichte G, ver 
Fig. 228. durch eine Kraft P, im Schwerpunfte O 
- des Körpers wirlſam, auf der Ebene 
erhalten wird. Es bilde P mit der 
geneigten Ebene den Wintel B und 
wirfe nach oben ziehend. 

Melden Werth erhält P, 

a. um das SHerabgleiten zu ver: 
hindern? 

b. um bei der geringiten Vermeh⸗ 
rung den Körper nad) oben zu ziehen? 


Welchen Ber erhält P, wenn die Kraft ſchiebend wirft und man 
dafjelbe erreichen will? 


P=6 





sin a— cos . 
2osßB—usnß' 
sin at pcos« 
c0sß + u sin B’ 
P= sin a — cos c 
| BIETE 
sin & + u cos @, 
J — 
9. Wie ändern ſich die legten Reſultate, wenn die Kraft P nad hori— 
zontaler Richtung wirkt? 
Es ift in den beiden erften Formeln ftatt 3, — a, in den beiben Iepten 
dagegen ftatt ß, «& einzuführen. 
Wir erhalten in beiven Fällen: 
ana— ucosa 
cosa-+ usina’ 
sin «+ weose 
00: — weine’ 


P=6 





P=@ 
oder Lang gefegt: 
P= @Gtang («— 9), 
P= Gtang (« +9). 
10. Die in den beiden legten Nummern erhaltenen Refultate find auf 
folgenden fpeciellen Fall in Anwendung zu bringen. Die geneigte Ebene fei 
aus hartem Holz conftruirt, der Körper beitehe aus Gußeifen: 


«= 65°7' 
B= 3713 
u= 0,49 


G = 270 Kilogramm 


P= —* FEN ern die Araft ſciebend wirt, 
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11. Ein Körper aus Granit liegt auf einer geneigten Ebene aus Holz, 
die den Winkel 40° 7’3” mit der Horizontalebene bilvet. Der Körper foll 
auf der Ebene durd eine im Schwerpunkte defjelben wirkſame Kraft erhalten 
werben, welde gleich dem Gewicht des Körpers ift. 

Velden Wintel bilvet die Kraftrihtung mit der Richtung der geneigten 
Ebene? 

u= 058. 

Wirkt die Kraft ziehend, fo ift cos(ß + 9) = sin @—9), daher ß, 
weil $ —= 27°55’25” it, glei 49°52'57". 

Wirkt die Kraft ſchiebend, fo ift cos (ß — 9) = ein (a — 8), daher 
B= 105° 43'47". 

12. Es ftelle das Dreied HFG (Fig. 229) ven Verticaldurchſchnitt 
zweier geneigten Ebenen vor. Auf der einen vderfelben, HF, liegt ein Körper 

B vom Gewicht G, der durd einen zweiten 
Big. 229. Körper A deſſelben Materials, auf der anderen 
c geneigten Ebene liegend, im Gleichgewichte er: 

halten werben fol. Beide Körper find durch 
ein volltommen biegfames Seil mit einander 
verbunden, das über eine in F angebradte 
fefte Rolle C geführt ift, parallel den geneigten 
Ebenen liegt und verlängert durd die Schwer: 
punkte der Körper geht. 

Welches Gewicht muß der zweite Körper haben? 

fe sin, cos a, 
sin a — cos " 


13. Jedes breijeitige Prisma heißt ein Keil (Fig. 230). Der Gebraud 
J deſſelben beſteht darin, daß man ihn mit einer 
dig. 230. Kante zwiſchen zwei dur irgend eine Kraft an 
einander gebrüdte Flächen einzutreiben ſucht, um 
diefelben dadurch von einander zu entfernen. Der 
normale Querſchnitt eines Keils ift gewöhnlich ein 
gleichſeitiges oder gleichſchenlliges Dreied. 

J Die durch AB (Fig. 231) gehende Ebene 
Big. 281. beißt der Rüden, die durh AC und BC ger 
henden Ebenen aber die Seiten des Keils. Die 
durch C gehende Kante heißt die Schneide, und 
der von den Geiten gebilvete Winkel 24 der 
Q Schneidewinkel des Keil. Es wirke normal zu 
dem Nüden die Kraft P, die mit den Wider— 
ftänden der augeinandergetrennten Flächen F im 
Gleihgewichte fein fol. Die Wiverftände, deren 
Richtungen normal zu den Seiten des Keils ges 

richtet find, feien auf beiden gleich groß, gleih Q. | 
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Die Refultante aus den Widerſtänden Q ift 2Qsin«, die aus ben 
entftehenden Reibungen ift 2 u Q cos a. 

Für die Annahme des Gleichgewichtes haben wir daher: 

P=2Q(sina+ucoso). 

In dem erhaltenen Ausprude bezieht fih das obere Zeihen auf das Ein- 
treten der Bewegung, dad untere auf das der Ruhe. 

Soll der Keil nad dem Aufhören der Kraft zurüdfpringen, wie fih in 
den Keilprefien oftmals die Anordnung findet, jo muß P einen pofitiven Werth 
haben, es muß alio 

sina— 10080 >0, 
tanga>u 
fein. 
Soll der Keil durch die Reibung allein in feinem Sig erhalten werben, 
ſoll derſelbe aljo nah Wegnahme ver Kraft P 
Big. 232. nit herausſpringen, fo folgt aus 
sina— na —=0 
tanga=y,d.b.a=®. 

Wird der Keil als Befeftigungsmittel ber 
nußt, fo conftruirt man den normalen Quer⸗ 
ſchnitt als rechtwinkeliges Dreied (Fig. 232), 
der Schneivdewintel & muß ein fpiger fein, damit 
die entftehenve Reibung jedenfalls das Löfen ver: 
hindere. 

Die Kräfte, welche unter ſich im Gleichgewicht 
fein müffen, find 

P, Qy, 4 0 Q und u Q- 

Die Bedingungsgleihungen find: 
P — (Qsna—uQcooa—uQ)=0, 

— —— 


By _A 











P=Q(ina— ucoa)— uQı, 
P =Qı, [tang (ae — 9) — tang 9]. 
Die Bedingung für das Feſtſihen des Keils 
- P<O, 

_ tang (a — 9) <tang ®, 

d. h. 
a<2®. 

In der Praris laßt man ven Befeftigungäfeil felten in eine volllommene 
Schneide auslaufen, fondern ftumpft venfelben am unteren Ende ab, wie bie 
Figur 232 zeigt. Die Neigung der Seite BE zu ver Linie EC giebt man 
duch das Verhältnig zwiihen BC und der Länge, EC= 1, des Keiles an, 
und zwar nimmt man bei Neilen, die eine weitere Befeftigung nicht erfahren, 
BC glei Ya, bis Yızd. Wird dagegen der Keil noch durch eine befondere 

Bernie, Meganit, I. Zweite Kufl. 16 
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Schraube beieitigt, io it BC gewoͤbnlich gleih ?jol Fir BC= it 
tga = 0,05, daber æ = 2°51’45”, fr BC=', iſt yga=01 um 
«—=5'4238". Rimmt man s = 0,16, alie 9 = 9°5'25”, jo ergiebt ſich 
im erſten Zalle: P= — 0,27 und im zweiten: P—= — 0,22 Q,, wo: 
durb für Befeitizungsteile vie Beringung erfüllt if, daß die Araft P zum 
Fehtbalten nicht allein aicht motbmentig iR, ſondern daß fogar noch ein 
nad entgegengeiegter Riktung von P wirfiamer Drud von 0,27 Q, 
eip. 0,22 Q, angebracht werten mus, um ten Gleichgewichtszuſtand ber: 
äuftellen. 
14. € jei um den verticalen Golinter A (dig. 233) ein Ring CD 
gelegt, deijen innerer Turhmeiler gröger als ter Durchmeſſer des Cylinders, 
und mit dem Ringe ein Stiel DE 
Fig. 2333. verbunden, an deſſen Ende E ein 
a Gewicht W aufgehangen iſt. Da: 
durch wird der Ring eine geneigte 
Lage annehmen, indem ſich die Punlte 
Cund D dicht an den Eylinder legen, 
und die in diejen Punkten erzeugte 
Reibung kann unter Umftänden ein 
Niedergeben des Cylinders verhin: 
dern. Es ift die hierfür nothwendige 
Bedingung zu entwideln. Die Bor: 
richtung ift befannt unter dem Na: 
men «Saladin’jheCinklinkung durch 
Friction». 
Nennen wir den Durchmeſſer CD 
des Ringes , feine Neigung zum Horizont &, die Länge DE des Gtieles a, 
führen bei C und D die normalen und tangentialen Reactionen ein und denken 
ſammtliche Kräfte in verjelben Verticalebene, jo haben wir für den Gleid: 
gewichtszuſtand die drei Gleichgewichtsbedingungen: 
W-uX—uY=0, 
x—-Y=0, 
XasinatuXacosa+u Tat dema— Tat Den a=0. 
Hieraus folgt: 





15. € fei eine Schraube in Verbindung mit ihrer vollfommen feften 
Mutter gegeben (Fig. 234). Ein in Richtung der Schraubenachſe oder parallel 
derfelben wirlſamer Drud Q würde, wenn die Mutter nicht vorhanden wäre, 
eine Bewegung der Schraube in Richtung des Drudes hervorrufen. Die Mutter 
verhindert diefe beabfihtigte Bewegung und geftattet dagegen eine Drehung 


Uebungen. 243 


um die Achſe. Zur Verhinderung derſelben fönnen wir im Umfange ver 
Schraube, normal zur Achfe verfelben, eine Kraft P, anbringen, die fih ver 
Trehung mwiderfept. Denen wir die Fläche des Schraubengewindes (Spirale 
flähe) aus unendlich vielen Schraubenlinien zufammengejept, jo wirken die beiden 


ig. 234. ig. 235. 
g- 





Kräfte Q und P, in einer mittleren Schraubenlinie, für die A (Fig. 235) 
die Ganghöhe und r der Halbmefier des zugehörigen Cylinders fein mag. 
Dieſe mittlere Spirallinie wideln wir ab, jo entfteht eine um den Winkel « 
zur Horizontalen geneigte gerade Linie, die verlörpert eine geneigte Ebene 
vorftellt, auf welche die beiden Kräfte Q und P, wirken. Für den Gleis 
gewichtäguftand erhalten wir nad Rummer 9 diefer Uebungen, da P, parallel 
der Grundebene und Q parallel der Höhe wirkt, die Gleihung: 
sinaF ucosa 
Be atueme 
Die oberen Zeichen gelten für den Fall, daß P, und die Reibung ver 
Rraft Q das Gleichgewicht halten, während die unteren Zeichen fih darauf 
beziehen, daß P, allein die Kraft Q und die Reibungswiverflände fo eben 
überwindet. Aus ber angegebenen Formel leiten wir folgende ab: 


2arTuh 
Um den Einfluß der Reibung kennen zu lernen, zerlegen wir den Werth 
von P, in zwei Summanden: 
a. für die oberen Beiden: 





ang a yaltinee 
De nn 
b. für die unteren Beiden: a 
A= u — 
— 


16* 
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Birt die dent P.. me gewehniica der Fail it, nicht im Umfange 
der Schraube, onderea vn je ig. 236, ums eine Kit P eriekt, die an 
einem Mm © 4—p met. d ine ne Momente Ber in parallelen Ebenen 
ee Pa ec zu jegen mn wir erbalten: 





- — 


P=— Zr =— 

3 

Der Sei ——* er mern samen ee erh von P,, durch 
Fig. 38. den lo im Verein mit der Reibung 

Nie St (4 gerzte im Gleichgewichte er- 
aaiten wien, ja das kei einer Bermin- 
derung P, wer Vermehrung von 
ein Staken ter Lait erfolgen wird, 
kom wa’itiz, mull eder — ſein, 








fe nachden tung e } ‚= = r iſt. 

It P, poktir, jo if eine Kraft zur 
Aufrehthultung des Gleichgewichtes 
netbwendig, d. b. die durch Q beab- 
fchtigte Bewegung wird erfolgen, ſobald 
P, wuigebeben oder vermindert wird. 

St P, mul, je halten die Reibungs- 
wireritinde tie La Q allein im Gleich- 
gewikte, eine Bermehrung von Q bringt 
alie Bewegung hervor. 

IR P, endlich negativ, jo übertreiren vie Reibungwiverflände die Laft Q, 
und es mus P, jür das verlangte Gleihgewiht jo wirkam jein, daß e3 die 
durch Q beabfihtigte Bewegung unteritügt. 

Bird vie Schraube als Befeſtigungsmittel benugt, jo müfjen die Reibungs- 
widerftände überwiegend jein, es muß alio 

tanga<p, d.h. PR <O 
fein. 


Wird die Schraube dagegen in Präge- und Stoßwerlen angewenvet, fo 
foll fie durd einen in ihrer Adje wirtſamen Gegenvrud zurüdipringen, for 
bald die, dad Gleichgewicht bedingende Kraft P, vermindert wird. 

Für viefen Fall ift 

tange> 1, d. h. P. O. 
Die Schrauben mit mehrfachen Gewinden genügen dieſer Bedingung. 
16. Welchen Werth erhält P, für u = 0,16, wenn: 








a) Q= 250 Kilogramm b) Q= 750 Silogramm 
«= 6°10° «= 2°40' 
P= 68,2 Kilogramm P= 156 Kilogramm 


— 12,75 » 1 — 84,4 » 
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17. Welche Laft Q Tann mit einer Schraube gehoben werben, wenn die 
roft P an einem Arm von 2” wirkt, der Halbmeſſer der Schraube 0,026” 
beträgt und der Reibungscoeffiient u = 0,16 ift? 





a) P=45 Kilogramm b) P=16 Kilogramm 
a= 3° 
Q= 10492 Kilogramm Q = 5746 Rilogramm 


18. Für fharfgängige Schrauben, vie faft allein als Befeſtigungs- 
fhrauben Verwendung finden, find die Reibungswiderſtände auf der Ober: 
Nähe des Schraubenkörperd auf folgende Weife zu berechnen. Nehmen wir 
in Re. 15 Q vertical und P, horizontal wirkſam an, fo ift der Normaldrud 
N zur beraußgegriffenen mittleren Spirallinie N = P, sina« + Qcosa. 
Verfelbe ift, wenn ABC (Fig. 237) ven Durchſchnitt eines dreiſeitigen 

J Schraubenganges vorſtellt, normal zu BD gerichtet, 
Sig. 237. welche Linie die Gangtiefe vorftellt und annähernd 
mit der Neigung ber mittleren Spirallinie zufammen- 
fält. Zerlegt man N normal zu AB und horizontal, 
fo werben ſich die horigontalen Componenten gegen: 
feitig aufheben, und die Normalcomponente 5 
unter 3 den halben Kantenwinlel verſtanden, ruft die 
Reibung hervor. Die in Richtung der mittleren 
Spirallinie von P, herrührende Componente P, cos « 
bat den von Q berrührenden Zug nad unten Q sin « 
und bie Reibung beim Anziehen der Schraube zu überwinden, während bei 
dem bloßen Sefthalten verfelben die Reibung der Componente P, cos« zu 
Hilfe tommt. Die Gleichgewichtsbedingung ift demnach 





Pose = Genaue 


Zwiſchen der Schraubenmutter und dem befeftigten Körper, tritt bei ver— 
ſuchtet Löfung der Schraube ebenfalls Reibung, von der Lait Q herrührend, 
auf, die in einem Kreiſe vom Halbmeſſer g wirkſam gedacht werden mag, 
für welche Reibung wir einen zweiten Reibungscoefficienten g’ einführen wollen. 


Zur Beſtimmung der Gleichgewichtsbedingung benugen wir das Princip 
der virtuellen Geſchwindigleiten. Die bei einer Umprehung der Schraube 
zurüdgelegten Wege find: 

für die Kraft P, ...2rm, 





».».» Q...bdie Ganghöhe A, 
» den Reibungswiberftand —E die Hypotenuſe VA? + (2rm)?, 
»» » u Q zwifhen Mutter und dem befeftigten Kür: 


per, 200. 
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Fir das Anziehen wer Schraube, alie Ucherwintung jämmtliher Biber: 
Kine, haben wir: 
N var 


„Ira —dh—g.2 
Para Gh g-2re.g 


Tie Ruuer ik als ein Stätzzwren wit ringiermigem Querſchnitt cos ß, 
ver fh nidt dauernd im Bewegung beinret, umjwiehen, jo daß wir für g, 
wenn 7, den Halbmeñer der Mutter beprikuet m. $.47 A, 1% jepen bürfen: 





















s_ 
1% "z Wem man, wie e& gemibnlih ver Zah iR, rı = 2r, fo it 
— 
e ⸗, und wir baben danu: 
N 1 pa 4 — 
Bam ga = 6, 
worans fich ergiebt, wern wir für N tem chen angegebenen Werth einführen: 
Pt Q 
P— ange et t nna=o, 
tanga+ + sp 
P=Q CT; J 
1_ „ige 
»5 
As Beiſpiel fi = a = 0,16; æ 2*40; 2B = 55°, 
PR=085Q 


d. h. die zum Zeftorehen der Schraube, an dem Umfange derſelben erforder: 
liche Kraft, beträgt ungefähr die Hälfte des Druds, welcher durch das Ans 
ziehen der Schraube in Richtung ihrer Achſe hervorgerufen wird, der aljo die 
zu befeftigenden Theile zufammenhält. 

19. Cine Stampfe kann fih in verticaler Rihtung auf und nieder 
bewegen. Das Ausweihen der Stampfe nad) irgend einer andern Richtung 
wird durd zur Seite angebradte Scheibelatten gehindert. Die Bewegung 
wird durch eine Daumenmwelle hervorgebracht, d. i. eine horizontal gelagerte 
Welle mit gehörig abgerundeten Borjprüngen, wobei der Daumen gegen einen 
normal zur Stampfe angebrachten Hebezapfen vrüdt. Das Gewicht ber 
Stampfe mit Zubehör fei Q (Fig. 238), der normal zum Gebezapfen aus: 
geübte Drud P, die Entfernung der Scheidelatten @, die Länge des Hebe: 
zapfens d, die veränderlihe Entfernung deſſelben von der durh bie Mitte 
der unterften Scheivelatte gelegten Horigontalen ſei gleih 2. An der unteren 
Begrenzungsflache des Hebezapfens wird durd den Drud P Reibung erzeugt, 
deren Werth glei w' P it, wenn w' den Reibungscoefficienten zwiſchen 
Daumen und Hebezapfen bezeichnet. 

Es mögen B, Q und w P in einer Ebene liegen; die drei Gleid- 
gewichtsbedingungen rebuciren fi auf eine, da nur nah Nichtung der 
Stampfenachſe Bewegung möglich ift. Wir nehmen den Durchſchnittspunlt A 
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der Stampfenachſe mit der durd die Mitte der unteren Scheibelatte gelegten 
Horigontalen, zum Coorbinaten » Anfangapunlte, die Stampfenachſe als 2-Achſe, 
. und legen die beiven Kräfte P und u’ P 

Big. 238. parallel ihrer Richtung nah A. 

Hierbei entftehen dieRräftepaare + u’ Pz 
und — Pb. Diefe bringen wir auf bie 
Breite a, fo ift der durch A normal zur 
Scheivelatte gehende Drud: 


N ıp2 b 
WP—wWPZ+P- 


_WP(a—D)+Pb 
@ 
Der Drud gegen die obere Scheide: 
latte ift: 


bo,p2 
+ (? zh P 2) ’ 
je nachdem Pd = wPzik, 

Die aus diefen Druden bervorgehende 
Reibung muß mit ven in A nad) verticaler 
Rihtung wirkſamen Kräften P und Q im Gfeihgewidte fein. 

Vezeihnet daher u den Reibungscoefficienten zwiſchen Stampfe und 
Scheidelatte, fo ift 














— Pe 
’ 











P—Q 7 
oder: 
J BER "pP: 
P_a „era at Pit Pe Pb 
bh: 
aQ [ 
a—_2pb—una— 22) 
oder: 
— 2 
———— 


Aus dem erſten Ausdrucde für P lernen wir, daß man in der Praris 
an Kraft erfparen Tann, wenn man die Stampfen recht lang, die Hebezapfen 
dagegen recht kurz conftruirt. Das Ieptere iſt bei den geidligten Stampfen 
im größten Maße erreicht, indem hier d gleih O ift. 


20. 63 ftellen die beiden Kreife M, und M, (Fig. 239 a. f. ©.) von ven 
Halbmeffern Z und r den normalen Querſchnitt zweier Quetſchwalzen vor, deren 
geringfte Entfernung gleih e fein mag. Zwiſchen beide Walzen werde ein 
Körper geſtedt, deſſen Dimenfionen größer als der Abftand der beiden Walzen 
fein mögen, und welcher diefelben in ven Punkten A und B berührt. Wird 


Ringer turh irgend eine Krziı jwiiten tie Yaljem gevrängt und dann 
jel:# überlanen, fe sell verizite von den Folien erfaßt me durchgezogen 
werten. für tiere Beringung find bie 
Natien ver Salzen zu beitimmen. 

Bei dem Emntrüden des Körpers zwi: 
ihen die Wuljen emtfieht in AB eine 
Spannung S, tie im Bunlte A von B 
nah 4 und im Punlie B von A nah B 
wirfium gedacht werten muß. erlegen 
wir dieielte nad tangentialer und nor⸗ 
maler Richtung in vie Componenten 
Ssina, Scosa tip. Ssinß, Scosß, 
jo iin? vie Rermalcomponenten als die 
Uriafe der bei A und B entitebenren Reibung anzujehen, und es muß, da: 
mit der Körper von ven Walzen geiaßt werte, tie Reibung an beiden Buntten 
gleihzeitig größer, ald das Streben zurüdgejtegen zu werben, al3 die be: 
trefjenden Tangentialcomponenten jein, d. h. a Scooa>Ssin«, un 
Hı 8 cosß> Ssinß, wenn p und p, die Reibungscoefficienten für die bei- 
den Balzen beyeichnen. 

ft mur eine diefer Bedingungen erfüllt, fo wird der Körper vor ben 
Balzen eine Drehung erfahren, und findet feine derjelben ftatt, jo bleibt ber 
Körper in Ruhe. Aus den obigen Ungleihheiten ergiebt fih hiernach, als 
Bedingung ves Ginziehens: 
tanga<u 


ter 
E] 





gleichzeitig mit 
tang ß < m. 
Nehmen wir « gleih B und mw alö ven Hleineren der beiden Reibung: 
coefficienten, fo rebuciren fi die beiven Ungleihheiten auf die eine: 
tanga<umaa<d .... . mM 
Es ſei AB=d die Tide des duch die Walzen zu gehenden Körpers, 
fo ergiebt fih aus der Figur 


2 
MM>=(M, 0—M,0°+4 G. M,Csin 
d@— ee? + 2r(deosa—e) 


BR=Zma_doag 2 
Aus diefer Gleihung laßt fih R berechnen, wenn r gegeben und bie 
Bedingung unter 1 dabei berüdfihtigt wird. Für den Gleichgewichtszuſtand 
iſt & ⸗ S zu fegen, wodurch der Quotient rechts einen Heineren Werth er— 
hält, fo daß die Bedingung des Einziehens der Walzen durd die Ungleih: 
heit auögefprochen ift. 
dꝰ — 0? +2r(dcos$ —e) 
> ma 9 
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Haben die beiden Walzen gleihen Durchmeſſer, dann ift 
2R=ıt>———I_ ........ 
„a-avite, 
vi+r@—ı 


Bird die Walze vom Halbmeſſer R zu einer ebenen Platte, wie die An- 
ordnung bei den Kollerfteinen, gegeben, fo ift R= oo zu ſehen, und mir erhalten: 


2... Bl 


oder 


ayı — 
> V J tu), 
Ft die Walze vom Halbmeſſer R eine hohle, alfo eine Trommel, welche 
die andere Walze umſchließt, fo ift A negativ zu nehmen, und es findet fi 
in ähnlicher Weiſe wie oben die nothwendige Bedingung, daß ver abjolute 
Berth von 


ober 


d@—e? +2r(dcos® —e) fein muß . 


aR< Ip le) 8 


21. Ein zweiarmiger Hebel AB (Fig. 240) mit den Armen « und 5 
habe das Gewicht G, der Halbmefjer des Drehzapfens fei r, und der Schwer: 
punkt S liege um c von dem Mittels 
punkte C der Drehachſe entfernt. An 
dem einen Ende B hängt an einem 
Zapfen vom Halbmefjer rz eine Stange, 
in deren Richtung eine Laft Q normal 
zum Hebel wirt. Am andern Ende A 
deſſelben fei in gleicher Weife an einem 
Zapfen vom Halbmeſſer rz eine Stange 
aufgehängt, in deren Richtung normal 
zum Hebel eine Kraft P wirken foll, die der Laft Q und allen Wiverftänden 
das Gleichgewicht hält. 

Die groß iſt dieſelbe, wenn der Reibungscoefficient an allen drei Zapfen 
gleich u gejegt wird? 

Wegen der Reibung an den Gtangenenden ift das Moment von P: 

P(a—:) 


2649 
indem ſich bei der eben anfangenden Bewegung der Arm von P vermindert, 
der von Q vermehrt, wegen der am Zapfen der Stangen ftattfindenven Reibung. 
Pz und Qy find als die Momente der Reibung an ben Umfängen 





und das von Q: 


4 
der Stangenzapfen anzufehen, und deshalb beziehlih gleich u Pr, und 
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der Körper durch irgend eine Kraft zwiſchen die Walzen gebrängt und dann 

ſich ſelbſt überlaffen, fo fol derſelbe von den Walzen erfaßt und durchgezogen 
werden. Für biefe Bedingung find die 


Big. 239, Radien der Walzen zu beftimmen. 
For Bei dem Eindrüden des Körpers zwi⸗ 
N ſchen die Walzen entfteht in AB eine 


Spannung S, die im Punkte A von B 
nah A und im Punkte 3 von 4 nach B 
wirffam gedacht werden muß. Berlegen 
wir dieſelbe nad tangentialer und nor⸗ 
maler Richtung in die Componenten 
Seina, Scosa reſp. Ssinß, Scosß, 
fo find die Normalcomponenten als die 
Urſache der bei A und B entftehenden Reibung anzufehen, und es muß, ba- 
mit der Körper von den Walzen gefaßt werde, die Reibung an beiden Punkten 
gleichzeitig größer, als das Streben zurüdgeftoßen zu werden, als bie ber 
treffenden Tangentialeomponenten fein, d. h. u Scosa> Ssina, un 
üı Scosß> Ssin ß, wenn ga und gu, die Neibungscoefficienten für die bei: 
den Walzen bezeihnen. 

Iſt nur eine diefer Bedingungen erfüllt, jo wird ber Körper vor den 
Walzen eine Drehung erfahren, und findet feine derfelben ftatt, fo bleibt der 
Körper in Ruhe. Aus den obigen Ungleihheiten ergiebt ſich hiernah, ala 
Bedingung des Einziehens: 

tanga<u 





gleichzeitig mit 
tang ß <m- 
Nehmen wir @ gleich B und u als den kleineren der beiden Reibungs- 
coefficienten, fo reduciren ſich die beiden Ungleihheiten auf die eine: 
tanga<unmaa<9 .... - U 
Es ſei AB=d die Dide des durh die Walzen zu gihe den Körpers, 
fo ergiebt fi aus der Figur 


2 
MM2=(MC—-M,(®?+4M, 0.M, 0 sin 
d@—e?-+2r(doossa—e) 


2R= Brin®d—(ldosa—g — 2 

Aus diefer Gleihung laßt fih R berechnen, wenn r gegeben und bie 

Bedingung unter 1 dabei berüdfictigt wird, Für den Gleichgewichtszuſtand 

iſt «= zu fegen, wodurch der Duotient rechts einen Heineren Werth er: 

hält, fo daß die Bedingung des Ginziehens der Walzen durch die Ungleich- 
heit außgefprochen ift. 

d?— 6? + 2r(doos$— e) 


> ne 9 
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Haben die beiden Walzen gleihen Durchmeſſer, dann ift 


d—e 
2R=2r> 5 
— V —— 
Vvı+R—1 
Wird die Walze vom Halbmefier Z zu einer ebenen Platte, wie die An- 
ordnung bei den Kollerfteinen, gegeben, fo ift R= oo zu fegen, und wir erhalten: 


{63} 


oder 


> FE 3 | 
oder Seen, 


Iſt die Walze vom Halbmeſſer R eine hohle, alfo eine Trommel, welche 
die andere Walze umſchließt, fo .ift A negativ zu nehmen, und e3 findet fih 
in ähnlicher Weife wie oben die nothwendige Beringung, daß der abjolute 
Berth von 
d®—e? + 2r(doos®— e) 


2R< In mBe hd (ee) 


fein muß . . . [6] 

21. Ein zweiarmiger Hebel AB (Fig. 240) mit den Armen a und 5 

habe das Gewicht G, der Halbmefjer des Drehzapfens fei r, und der Schwer: 

puntt S liege um o von dem Mittels 

Big. 240. punkte C der Drehachſe entfernt. An 

= B dem einen Ende B hängt an einem 

Zapfen vom Halbmefier r, eine Stange, 

in deren Richtung eine Laft Q normal 

zum Hebel wirft, Am andern Ende A 

J 7 deſſelben ſei in gleicher Weiſe an einem 

? 6 Q Zapfen vom Halbmeſſer rz eine Stange 

aufgehängt, in deren Richtung normal 

zum Hebel eine Kraft P wirken foll, die ver Laft Q und allen Widerſtänden 
das Gleichgewicht hält. 

Wie groß iſt dieſelbe, wenn der Reibungscoefficient an allen drei Zapfen 
gleih u gejegt wird? 

Degen der Reibung an den Stangenenven ift dad Moment von P: 
Pla— 2) 


2649 
indem ſich bei der eben anfangenden Bewegung der Arm von P vermindert, 
der von Q vermehrt, wegen ver am Zapfen der Stangen ftattfindenben Reibung. 
Px und Qy find al? die Momente der Reibung an den Umfängen 





und das von Q: 


der Stangenzapfen anzujehen, und deshalb beziehlih gleich ur Pr, und 
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der Körper durch irgend eine Kraft zwifhen die Walzen gebrängt und dann 
ſich felbft überlaffen, fo fol derſelbe won den Walzen erfaßt und durchgezogen 
werden. Für dieſe Bedingung find die 

Big. 239, Radien der Walzen zu beftimmen. 

Bei dem Einvrüden des Körpers zivi: 
ſchen die Walzen entfteht in AB eine 
Spannung S, die im Punkte A von B 
nad A und im Punlte B von A nad B 
wirffam gedacht werden muß. Zerlegen 
wir diefelbe nah tangentialer und nor 
maler Richtung in die Componenten 
Ssina, Scosa reſp. Ssinß, S cosß, 
fo find die Normalcomponenten als die 
Urſache der bei A und B entjtehenden Reibung anzufehen, und e3 muß, da: 
mit der Körper von den Walzen gefaßt werde, die Reibung an beiven Punkten 
gleichzeitig größer, als das Streben zurüdgeftoßen zu werben, als die be 
treffenden ZTangentialcomponenten fein, d. h. u Scosa> Sina, un 
4 Scosß> Sein ß, wenn a und w, die Reibungscoefficienten für die bei: 
ven Walzen bezeichnen. 

Iſt nur eine diefer Bedingungen erfüllt, fo wird der Körper vor ben 
Walzen eine Drehung erfahren, und findet feine derfelben ftatt, jo bleibt der 
Körper in Ruhe. Aus den obigen Ungleihheiten ergiebt fih hiernach, als 
Bedingung des Einziehens: 

tanga<u 





gleichzeitig mit 
tang B < m: 
Nehmen wir « gleih B und u als ven Heineren der beiden Reibungs: 
coefficienten, fo reduciren fi die beiden Ungleichheiten auf die eine: 
tanga<umara<9 .... - 
& ſei AB=d vie Dide des durh die Walzen zu nichenden Körpers, 
fo ergiebt fih auß ver Figur 


a 
MM? = (M, C—M, 0}? +4M,C. My Cein E 
@— e? + 2r(doosa—e) 


eng Bl 
Aus diefer Gleihung läßt fih R berechnen, wenn r gegeben und die 
Bedingung unter 1 dabei berüdfihtigt wird. Für den Gleichgewichtszuſtand 
it <= zu fegen, woburd der Quotient rechts einen Heineren Werth er- 
hält, fo daß die Bedingung des Einziehens der Walzen durch die Ungleid: 
heit ausgeſprochen ift. 
d2— 6? + 2r(doos#® — e) 
ED mes) 0: A 
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Haben die beiden Walzen gleihen Durchmeſſer, dann ift 





a— 
BB-H> ug 0... 
“—-aVi+® 
oder > YırP— 





Wird die Walze vom Halbmefjer Z zu einer ebenen Platte, wie die An- 
ordnung bei den KRollerfteinen, gegeben, fo it 2 = oo zu jegen, und wir erhalten: 


— —2181 
avit@®—e(i+u 
„av an te), 
Iſt die Walze vom Halbmefier R eine hohle, alfo eine Trommel, welche 
die andere Walze umſchließt, fo ft R negativ zu nehmen, und es findet ſich 
in ähnlicher Weife wie oben die nothwendige Bedingung, daß der abfolute 
Berth von 


oder 


a@—e?+2r(deos®—e) ꝓu 
2ä⏑ fein muß . .. [6] 
21. Ein zweiarmiger Hebel A B (Fig. 240) mit den Armen a und 5 
habe das Gewicht G, der Halbmefier des Drehzapfens fei r, und der Schwer: 
punkt S liege um o von dem Mittels 
Fig. 240. puntte C der Drehachſe entfernt. An 
— B dem einen Ende B hängt an einem 
Zapfen vom Halbmefier rz eine Stange, 
in deren Richtung eine Laft Q normal 
zum Hebel wirkt. Am andern Ende A 
7 deſſelben ſei in gleicher Weiſe an einem 
Q Zapfen vom Halbmefler r,z eine Stange 
aufgehängt, in deren Richtung normal 
zum Hebel eine Kraft P wirken foll, vie der Laſt Q und allen Wiberftänden 
das Gleichgewicht hält. 
Wie groß iſt dieſelbe, wenn der Reibungscoefficient an allen drei Zapfen 
gleih gu gefegt wird? 
Degen der Reibung an den Stangenenden ift dad Moment von P: 
P(a—x) 


Q&+Y) 
indem ſich bei der eben anfangenden Bewegung der Arm von P vermindert, 
der von Q vermehrt, wegen ber am Zapfen der Stangen ftattfindenden Reibung. 
Px und Qy find als die Momente ver Reibung an den Umfängen 





und das von Q: 


4 
der Stangenzapfen anzufehen, und deshalb beziehlich gleich [2 Pr, und 
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„Zar zu fegen. Wir führen bei ven numerijhen Rechnungen ein: für 


allemal ftatt „4 den Coefficienten u, ein. Sehen wir zuerft nod vorläufig 


von der Reibung an dem Drebzapfen ab, fo ift 

Pa—)—Qb+y)=0 

d!+mn_gbtmmltmn), 

P Q 2 2 

“—HıTs a — (u 75) 

Führt man die angedeutete Multiplikation im Zähler aus und vernach- 
läffigt dann im Zähler und Nenner die Glieder mit 1,2, da fie gegen bie 
übrigen Summanden al3 verſchwindend Hein angefehen werben Können, fo entfteht 

2 ar tbr 

Paz tm 
in welcher Gleihung der zweite Summand die Vermehrung der Kraft P, welche 
zur Ueberwindung ber betreffenden Reibung nothwenvig ift, ausdrüdt. VBerüd: 
fihtigen wir anvererfeit3 die Reibung am Drehzapfen des Hebels, jo üt 

Pa— Qbdb— m(P+Q)r, = 0 und hieraus 

d+mn ermmtetmn) 
P=Q Q “ 
“— hf (mn) 

Der Ausprud liefert, wenn wir, wie oben, bie fehr Heinen Summanden 
vernaälefigen, 

P= at + a — 
worin der —* Summand 4 Bemehrung der Kraft P wegen der Zapfen: 
reibung — Bei Berüdfihtigung ſaämmtlicher Widerftände iſt daher 

P as +mQ en din a4 b al. 

Wirlt das derin G des Hebels in der Entfernung c von der Drehachſe 
und fommt bafjelbe ver Kraft P zu Hülfe, fo ift ſchließlich 


P a? +majenten at, ——— 














. I 

















War der Hebel gleicharmig, alſo a = d, und liegt der Schwerpunkt des 
Hebels in der Drehachſe, jo it e=O und 
P=a+mamtrttn „eh. 








Nehmen wir endlich noch die Stangenzapfen r, und rz gleih gro = r 
und führen ftatt der Halbmefjer die Durchmeſſer d und d, ein, fo ift 


Pzaftmlrmälruch. 


22. Ein Badenbrems befteht aus einem ober zwei Gtüden Holz oder 
Gußeiſen, die gegen den Umfang einer Welle oder eines darauf figenden Rades 








Uebungen. 251 


gevrüdt werben, hierdurch Reibung erzeugen, um mit Hülfe derfelben eine 
vorhandene Bewegung zu vernichten oder zu verlangfamen. 
Es gehören hierzu die fogenannten Schleifjeuge, die bei den Fuhrwerken 
zur Anwendung kommen. 
Es foll der Reibungswiderſtand F bei einem Schleifwerle (Fig. 241) für 
Eifenbahnräder berech⸗ 
Big. 241. net werden, bei welchem 
das Bremſen an zwei 
Rädern A und A, zu 
gleicher Zeit bewirkt 
wird. Zu dem Ende 
wird der Kniehebel 
DED, mittelft ver 
Schraube S in eine 
möglichft horigontale 
Lage gebradht, wodurch 
die beiden Laſchen B 
und B, gegen die Rad⸗ 
umfänge gebrüdt wer: 
den. Die Kraft an der 
Kurbel fei X, Länge 
derfelben a, Halbmefier 
der Schraube r, % deren 
Ganghöhe, «& der Neir 
gungswinkel und gu Reiz 
bungscoefficient für die 
Bewegung der Schraube, 
£ Deiter jei B der Win: 
tel zwifhen einem Arme 
des Kniehebels und ver 
Zugftange E K, u' der Reibungscoefficient zwiſchen Radumfang und Bade. 
Für diefe Annahmen ift: 
cos a—usin« 
sina u cos 








F=ulK, tang ß, 
oder: f 
F=w-Kycotg(@ + 8) tang ß. 
Es fei beifpielöweife: 
K, = 15 Rilogramm; a — 23,5"; r = 2,6; a = 6°5'; 
B= 80%; W=04; u = 0,16. 

& iſt tang $ = u = 0,16, daher $ = 9° 5’25” und F= 1134 Rilogr. 

23. Liegen die Achjen zweier Wellen in einer geraden Linie, und wird die Bes 
megung ber einen an bie andere übertragen, fo heißt die hierzu nöthige Vorrich⸗ 
tung eine Kuppelung. Geſchieht die Mittheilung ver Bewegung durch eine erzeugte 
Reibung, fo nennt man den verbindenden Theil eine Frictionskuppelung. 
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Die Reibung mag auf ven Mänteln zweier normalen Kegel bervorgebradht 
werden. Der Kegel auf der treibenden Welle ift fett und bietet der Reibung 
eine concave Cberfläbe dar, bei dem andern, der auf ber getriebenen Welle 
verſchiebbar ift, geihieht die Reibung auf der converen Dberflihe. Die Bor: 
richtung wird auch als Brems bemugt. 

Es ift das Reibungsmoment Ff zu beftimmen, wenn ver veridhiebbare 
Kegel mit einem Trude P, in Rihtung der Achſe wirtiam, gegen ven feiten 
geihoben wird. Zu dem Ende ſei r, ber äußere, r, der innere Halbmefjer 
des reibenden Kegelmantels, @ ter Winlel, ven die Seite des Kegel3 mit der 
Achſe bilvet, und ge ver Reibungsceefficient. Der Rormalorud findet fih in 
dem Werthe 2 Q der bei Abhanvlung des Keiles entwidelten Formel, während 
der Arm der Reibung ſich n. $. 47 A, 1* beftimmt: 

2 P nr? 
Fi=ze Imafnesan® Zr: 

Der Drud P wird gewöhnlich durd eine Rüdgabel mit doppelter Hebel- 
verbindung übertragen, wonach fih P durch die mirfiame Kraft X und vie 
Hebelarme a, 5, a’ und 5’ wie folgt beftimmt: 


Es feien das Reibungsmoment Ff und ver Drud für einen Kegelbrems 
zu — wenn: 
=15 Kilogr.; a = 2"; 6 = 15,6; 
15,6; r, = 15,6; 





wenn Kilogramm und Meter darin ald Einheiten benugt werben. 
It die Vorrihtung als Brems conftruirt, fo ift vie Kraft P,, welche im 
Zapfen der inneren Büchfennabe wirlſam fein muß, um die Bremfe zu löſen: 
ucosa—sina 
A=P sina@ + wcose 
Bei Benugung der obigen Zahlenwerthe und « — 7° erhalten wir: 
= 107,6 Kilogramm. 


24. Auf einer Welle A (Fig. 242), die in Zapfen D und E horizon- 
tal gelagert ift, fei eine Scheibe B in einer Verticalebene befeſtigt. Diefe 
Anordnung heißt das Rad an der Welle. 

Eine in tangentialer Richtung zum Umfange der Scheibe wirkſame Kraft 
P foll eine im Umfange ver Welle ebenfalls nad tangentialer Richtung wir- 
tende Kraft Q im Gleichgewichte halten, fo daß die geringite Vermehrung von 
P eine Bewegung von Q zur Folge hat. Die Kräfte P und Q mögen in 
Verticalebenen liegen und in dieſen mit der verticalen Richtung die Winkel a 
und ß bilden, Es fei: 
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R Halbmefjer der Scheibe, 
r » » Welle, 
- n » » eined Zapfens, 
G das Gewicht der Mafchine, 
U Länge ver Welle von Zapfen zu Zapfen, 
a, b, c die Entfernungen der Perticalebenen, in welden P, G, Q 
liegen, von dem einen Ende D 
Big. 242. der Welle. 
Das Gleichgewicht“ erfordert, 
daß die algebraifhe Summe der 
Kräftepaare für die Achſe DE 
der Melle, als Momentenachſe 
gleih Null werde. Die verichie: 
denen Kräfte wirken nämlich in 
parallelen Ebenen, die daraus ents 
ftehenden Kräftepaare können in 
eine Ebene gebracht werden. Das 
Reibungamoment am Zapfen D 
p fe A, /ı, am Bapfen E, Fy fo. 
Wir haben nad diefen Anz 
nahmen als Bedingung des Gleichgewichts: 
1 
PR-Qr— KA —-BRp=0. 
Bezeichnen wir die Drude auf die Zapfen D und Z mit B, und By, fo iſt 
Ff= Bi ri, und Fa ſa & u Bor. 
Zur Berechnung der Drude B, und By müſſen wit die Kräfte nad 
horizontaler und verticaler Richtung zerlegen, die Componenten an die Zapfen 
verlegen und dann aus denſelben die Refultanten beftimmen, Hiernach ift: 





Bı= 4V TPd-a) cosa+ GU-HFQL- Jeosß]’+al— sing Pll-o)sina]?’ 





B. =4VPamar br demfir+@eme— Par 5. 


In dieſen Ausdrüden findet ſich die zu berechnende Kraft P, weshalb 
man dieſelbe, ohne Berüdſichtigung der Widerſtände, aus der Gleichung 
PR—Qr=O beſtimmt, und den hierdurch erhaltenen Werth bei der Be 
rechnung von B, und B, benugt. Nachdem nod die Momente der Zapfens 
reibung beftimmt, läßt fih nun aus der aufgeftellten Momentengleihung ber 
genauere Werth von P berechnen. 

It Q eine zu hebende Laft, fo ift wegen der verticalen Nihtung von Q, 
B = 09 zu fegen, dagegen ift der Viegungswiderſtand des Geiles in Rechnung 
zu bringen. In den Ausprüden für B, und B, ift hiernah sin ß = O0 und 
cosß=1 zu fegen, und die Momentengleihung erhält vie Form: 


PR-QC +9) —Ahfh—Fh=0. 
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Wirkt P auch vertical, fo ift: 
B=[Pd-)+60-9+a0-0l4, 


B=[Pa+05+QJ4. 
Ffht+Fhr=m(P+Q+ Or, und es nimmt deshalb die Mo: 
mentengleihung die bequemere Form an: 

PR-QC +9) — m P+Q+9n=0. 

Hieraus erhalten wir: 
tr tmn r 
P Hm@ , 
q R-urn A Run 








oder 








r ? + ur, rr, r; 
pP «( a Lu du tm we) tmeh 
wenn wir die Glieder mit 2 und p, V vernadläffigen. 
Berüdfihtigen wir die Steifigkeit nicht, ift Q aljo eine vertical wirk— 
fame Kraft, jo ift 


r r, rr r, 
Pl tn 
wobei man in den meiften Fällen den mit dem Gewicht G behafteten Summand 
fortlaffen darf. Sehen wir enbli von jämmtlihen Widerſtänden ab, fo ift 


P=Q 
wie wir bereit3 in Nr. 28 der Mebungen des erften Capiteld gefunden. 


25. Eine horizontale Welle, an beiden Enden in Lagern ruhend, trägt 
zwei Räder, durch melde die Welle in drei Theile getheilt ift, bie ſich wie 
2:2:1 verhalten. Die Welle hat ein Gewicht von 300 Kilogramm, das 
Kraftrad, in der Entfernung 2 von dem einen Ende, wiegt 1300 Kilogramm, 
hat einen Halbmefjer von 1,5” und die zu juchende Kraft P wirke tangential 
in einer zur Wellenahfe normalen Ebene nach horizontaler Richtung. Das 
Laſtrad in der Entfernung 1 von dem andern Wellenende wiegt 700 Kilo: 
gramm, hat einen Halbmefjer von 0,5” und die Laft von 900 Kilogramm 
wirft tangential in einer zur Wellenachfe normalen Ebene nah verticaler 
Richtung. Der Halbmefjer der Zapfen fei 0,105” und ber Coefficient für die 
BZapfenreibung 0,08. 

. Ohne Berüdfihtigung der Wiverftände und der Gewichte ift: 
P.1,5 = 900.0,5, daher P= 300 Kilogr. 

Die auftretenden Kräfte wirken bereit3 entweder nach horizontaler oder 
nad verticaler Richtung, diefelben find deshalb zur Berechnung ber Zapfen 
drude B, und B, in parallele Componenten an bie Wellenden zu verlegen. 
Nennen wir die Verticalcomponenten 9, und Vz, die Horigontalcomponenten 
H, und H,, fo ift: 
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V. = 150 + 1300 ..0,6 + 1600.0,2 = 1250 Rilogr., 
150 + 1300. 04 4 1600.0,8= 1950 » 
0,6 P= 180 Rilogr., 

= =04P=120 » 

= V1250?+ 180? = 1263 Rilogr., 

„ = V1950°+ 120?= 1954 » 
Fuf+Fyf= 008 (1263 + 1954) 0,105 = 27, 
P.15 = 900 .0,5 + 27 = 477, 
P= 318 Kilogr. 


26. Ein eifernes Rad von 10000 Kilogranım Gewicht und einem Halb: 
meſſer R von 5” ruht in Zapfen von 0,13” Halbmefier. Wie groß ift die 
Kraft P am Umfange des Rades, welche die Zapfenreibung überwindet? 
Welche Arbeitftärke ift zur Ueberwindung der Reibung nothwendig, wenn fünf 
Umdrehungen in der Minute gemacht werden und der Reibungdcoefficient 
ia = 0,08 angenommen wirb? 

Fj = 0,08. 10000 . 0,13 = 104, 
P= H- M- — 20,8 Kilogr., 
IF = 0,1047. Ff. u = 0,1047.104.5 = 54m. 


27. Die Beziehung zwiſchen Kraft und Laft bei der Schraube ohne Ende 
(Sig. 243) ift bei Berüdfihtigung der Reibung zwiſchen Rabzähnen und 
Schraubengängen abzuleiten. 





Big. 243. 





w 


Die Kraft an der Kurbel D fei P, der zu überwindenbe Drud im Um— 
fange der Radwelle M jei Q, die Kraft im Umfange der Schraube ſei P, 
und der Wiverftand zwiſchen Rad und Schraube V; der Halbmeſſer ML ver 


256 Dritter Abſchnitt. Drittes Capitel. 
Delle ſei r, der Halbmefier ME des Raves R, ver mittlere Halbmeſſer ver 
Schraube E und die Kurbellänge BD fei gleih a. 

Bei einer vollftändigen Umdrehung der Schraube ift der Weg von P glei 
2a, von P, gleih 2 mg. Gehören zu einer Umdrehung n Beitmomente, 
fo find die virtuellen Geſchwindigleiten der beiden Kräfte Im und 220, 
die mit entgegengefegten Zeichen in Rechnung zu bringen find, da P die Rraft 
P, überwinden fol. Zur Beitimmung ver Gleichgewichtsbedingungen haben 
wir die Summe der virtuellen Momente gleih Null zu jegen: 

Ina 220 _ 





d. h. P=P, 2. 


Zur Beftimmung des Berbättnifes zwiſchen Q und 7 verfahren wir in 
gleicher Weife: 


Bei der Beitimmung des Verhältniſſes zwiſchen P, P,, handelt es ſich 
um bie in den Schraubengängen ftattfindende Reibung. 
Iſt AC (Fig. 244) die abgewidelte mittlere Spirallinie der Schraube, & 
. deren Neigungswinfel, u ver Reibungs: 
Big. 244. coefficient, fo ift u (P, sin «+ V’cos a) 
die Reibung. 

Es muß hiernach zwiſchen ven Kräften 
P, V um u (P sina-+Vocosa) 
Gleichgewicht ftattfinden. Bei einer voll: 
ftändigen Umdrehung der Schraube ift 
der Weg von P, gleih 2x; der von 
V glei der Ganghöhe A der Schraube; 
der Weg der Reibung (die bekanntlich 
in Richtung von AC auftritt) gleich 





der Länge AC gleich aze - Gehören zu einer Umdrehung rn Zeitmomente, 


fo find die virtuellen Geſchwindigkeiten ad, ed und ce gleih 
220 h u 220, 





n n n cos c 
Zur Beſtimmung der Gleichgewichtsbedingungen iſt die Summe der vir— 
tuellen Momente gleich Null zu ſetzen: 
2x0 h . r 2x0 
A u lPeinat oa) en 
pyrtu:2re 
d. h. P. ——— 





=0, 
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Segen wir hierin ftatt 9 ven oben durch Q ausgebrüdten Werth und fub: 
ftituiren darauf den Werth von P, in der obigen Gleichung für P, fo entfteht: 


28. Wird das Rad an der Welle mit einer ſtehenden Melle conftruitt, 
fo heißt dafielbe je nad) der Conftruction Erdwinde (Fig. 245) oder Gopel. 


Big. 245. 


Es ift hier noch das Moment der dur das eigene Gewicht G hervorgerufenen 
Reibung zu überwinden, während der Reibung erzeugende Drud B, wegen des 
ſenkrecht wirkenden Gewichts geringer wird. 

Behalten wir die Bezeihnungen aus Aufgabe 24 bei und fegen das 
Moment ver Reibung am unteren Zapfen nah $. 47 A, 2», Fz fs gleich 


uch, fo ift: 


PR-QC +49) —Fh—-Rh-FBh=0 
Ah=uBın: ra=m Ban: 
Nehmen wir an, daß Q ftets nach derſelben Richtung wirkſam ift und 
zwar normal zur Achſe der Mafchine, und bezeihnet & den Winkel, den vie 
Richtung von P mit der unveränverlihen Richtung von Q bildet, fo iſt 


B,= 1 VIPO-goa FAQ F PL ma 
= 1VPemar Qc)? + (Pa sin a)? 


Iſt P gleih ver Summe mehrerer gleicher Kräfte, die fymmetriih um 
die Achſe der Welle vertheilt find, mas bei ver durch Menſchen bewegten 
Erdwinde der Fall ift, fo werden die Drude B, und B, allein durch Q 
hervorgerufen. Es ift dann B, + Ba = Q und die Bedingung des Gleich: 
gewichts heißt: 

PR—QC +99) — (m Q+FQn=0. 

Iſt die Achſe der Maſchine gegen den Horizont geneigt, jo muß zur Bes 
ftimmung der Reibungsmomente, @ nad Richtung der Achſe und normal dazu 
zerlegt werden, 

BWernide, Meanit. I. Zweite Aufl, 17 














— Trer Widmer Trors Tavitel. 

29. Eae isserse Eee Fr Ui NR wir einer liegenben wach an 
Rammı:z zun eines Irzsung veriusmer Tw üchenme Meile wirn zusch jwei 
Yierre x Benezung geegt, aie Summer gegemiser un dem Arme m wirt. 


vr 3. 


Tas Gewicht der fichenze: Welle mit Zubehör fei G,, ver Halkmeiler ver 
Zavien 73, und der mittlere Halkmefier des Rammrades B,. Das Gewicht 
der liegenden Belle fei Gz, der Hulmener der Zapfen r,, der Hallmeiler des 
Trehlings Rz Auf der liegenden Belle in noch ein Stirntad vom Halb: 
mefier B, beichtigt, im wefien Umfange ein Trud Q zw übenwinben if, deſſen 
Ridtung mit der Berticalen zuiammenjällt. Es iR der Werth von Q zu beftim: 
men, wenn jedes Pferd mit dem Trude von P Kilogramm wirkt umd die Zapfen: 
reibung berädfihtigt werden foll; ps ſei der Eoeffcient für die Zapfenreibung, 
und der im Mantel der Raderverbindung nach herizentaler Richtung wirtiame 
Drud fei V. 
Bir erhalten als Gleichgewichtsbedingungen: 


iy 2Pmn— a4 -VA—mFn=0, 


2) VR—-QB,—Ap-Ap=0. 
& ift bier wieder wie früher Fr fı = Bı ra und Fafa=y Bora 
Benugen wir die in Aufgabe 24 angenommenen Bezeihnungen, fo iſt 


= VAF-ZIFGE-IPFREZ 





$ — — 
B=TVQ@c+@ + (Va). 
Es fei für die numeriihe Berechnung: 

P= 60 Rilogr.; G, = 300 Kilogr.; Gy = 200 Rilogr.; 

m = 3,189"; 1 = 3,452”; a = 0,314"; 5 = 1,65"; ce — 2,824"; 
R, ,628”; R,—=0,314; R, — 0,157"; r, = 0,046"; 73 =0,036"; 
u 16; 1 = 0,08. 

Wir beftimmen zuerft V aus der Gleihung 

2Pn a4 -VA—uPn =0 


V= 594,5 Kilogr. 
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Q findet fih nun annähernd aus der Gleichung VRR—QB—=0 
Q = 1190 Rilogr. 
B, = 629 Rilogr.; By = 1070 Rilogr; FAfı + Fa b. 
Ein genauerer Werth von Q findet fih nun aus der Gleihung: 
VR—-QBR—Hhh—Rh=0, 
Q = 1157 Rilogr. 

30. Es feien die Bedingungen des Gleichgewichts an den Rollen zu 
beftimmen. 

Eine Rolle heißt feit, wenn ihrer Achſe allein eine drehende Bewegung 
geftattet ift. Loſe Rollen find dagegen diejenigen, deren Achſen außer der 
drehenden Bewegung zugleih eine fortihreitende haben können. 

An den Enden eineß Geiles, das über eine feite Rolle (Fig. 247) vom 

Gewichte @ gelegt ift, feien die Kräfte P 





Big. 247. und Q mwirffam, bie mit dem mittlern 
Duerfänitte der Rolle in einer Ebene 
liegen. 


& ift die Große von P zu beitim- 
men, die ber Kraft Q und der Reibung 
am Zapfen das Gleichgewicht hält. Der 
Halbmefler der Rolle fei r,, ber des 
Zapfens nz. Es fei MN die, zu dem 
vom Geile umfpannten Bogen, gehörige 
Sehne, Die Kraftrihtungen von P und 
Q mögen mit der Verticalen die Winkel B 
und 77 bilden, Die Gleichgewichtsbedingung ift: 

Fri- +99) — FI=0, 
Fij=wmBr; 
»  B=YV(Peosß+Qcosn+ DIemB- Qsinn). 

Die Berehnung von P gefhieht in ber oben beim Rabe an ber Welle 
angegebenen Weife durch aufeinanderfolgende Subftitutionen. 

Wirken die beiden Kräfte P und Q nad paralleler Richtung, fo ift 
| B=n=0, B=P+Q+ 6, daher: 
| Pr =an +7) +mP+a+Nn 
| PER TTERTIE SCENE 
| n— 


Int: 
Vernachlaſſigt man das Gewicht 6 der Rolle, fo ift: 
ntY®+mr 
’ 














P=Q 
TM2 
wofür wir in der Folge zur Abkurzung 
P=aQ 


‘ 
ſchreiben wollen. 
Man multiplicire Zähler und Nenner des Ausdruds a, mit r, + kı Ta 
und wernadjläffige dann die Glieder mit 11? und u, 7, fo ergiebt ih: 
| 17% 
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wrnvtanrtaen ra 


7? 
=140 2 42m2 
fr y=13 un 1, = 0,08 if chi 
e=1+13 2 40162. 


Kommt anftatt eines Geiles eine Ratte zur Verwendung, fo iſt 96? 
durch wdn. 5. 119 zu erfegen und es ift deshalb für eine Kette, wenn 
e = 0,16 genommen wirb: 


=1+018- 2 +06 2. 


Bei Vernachlaſſigung der auftietenden Wiemande wird a—=1 und des⸗ 
halb P=Q, d. h. bei einer feſten Rolle iſt die nothwendige Kraft wenigſtens 
gleich der Laſt, und die ganze Vorrichtung iſt nur deshalb für die Praris von 
Nugen, weil der Kraft dadurch ein bequemer Angriffäpunkt dargeboten wird. 

31. Da3 um eine lofe Rolle vom Gewichte G (Fig. 248) geſchlungene 
Seil ift mit einem Ende an einem feiten Punkte M befeftigt, während an das 

j ‚andere eine Kraft P angreift. An dem 
Gig. 248. Kloben der loſen Rolle hängt das 
Gewicht Q. Es ift die Größe von 
P zu beftimmen, damit fie der Laft Q 
und der Zapfenreibung das Gleid: 
gewicht halte. Die Kraftrichtungeen 
von P und Q Tiegen mit dem 
mittlern Durchſchnitte der Rolle und 
dem feften Punkte M in einer Ebene. 
Der Halbmefjer der Rolle fei r,, der 
des Zapfend rg, ber vom Geile um: 
ſpannte Bogen AB gehöre zu dem 
Mittelpunltswinkel 2 «. Die Geil: 
enden mögen mit der Richtung von Q 
die Winkel 8 und 77 bilden. 

Iſt T die Spannung des befeftigten Seilendes, fo müflen die Horizontal 
componenten von T und P glei und entgegengejegt gerichtet fein und die 
Summe der Verticalcomponenten muß gleih dem Gewihte Q+ % fein: 

T sinn — Psnß= 0 
— Teosn — Peosß=Q+ @. 
Andererſeits haben wir für das Gleichgewicht gegen Drehung: 
Pr -Tn +99) —- man=0, 
da das Gewicht G der Rolle zur Reibung Nichts beiträgt. 

Hieraus ift in den vorlommenden Fällen P und T durch Q-+ G aus: 

zurüden, indem man die beiden Winkel 7 und 3 annähernd als gleih an: 
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nimmt und bie beiven legten Gleihungen zur Beſtimmung von T und P be: 
nuht. Vernachlaſſigt man hierbei fämmtlihe Wiverftände, fo erhält man aus 
s — Teen — Pooß=Q+4 
—2Pcaß=Q+@ 
2Pcos@R—-)=Q+G 
2Psina=Q+G. 
Durch Multiplication mit r, ergiebt ſich meiter: 
P. Ar sne=(Q+Or. 

Es iſt 2r, sin gleich der Sehne AB, die zu dem, vom Seile um: 
ſchlungenen Bogen gehört. Segen wir die Länge von AB glei s, fo er- 
halten wir ſchließlich: J 

Ps=(Q+9r- 

Gefegt, die Seilenden nehmen eine Richtung an, die fih von ber ver: 
ficalen faft gar nicht unterſcheidet, fo gehen vie obigen ©leihungen, wenn wir 
von dem Gewichte G der Rolle abjehen, über in: 

P+T=Q 

Pn=Te +9) tm Qra 

Hieraus ergiebt fih: 
ea ud Er 
Pe ° 
 — Mrs 

1-0, 
wofür wir in der Folge zur Abkurzung P=5Q und. T=eQ ſchreiben 
wollen. Durch Diviſion beiver Gleihungen erhalten wir: 

p=>T ———— Fury 

° Mrs 

was mit Rüdfiht auf die fefte Rolle a a D bezeihnet werden muß. Zur 
bequemeren Benupung obiger Formeln werden die Ausdrüde von 5 und c 
in ähnlicher Weife, wie der Werth von @ bei der feften Rolle, einer Um: 
formung unterworfen. Man multiplicire Zähler und Nenner mit 2r, — v 6? 
und vernachläffige die Gliever mit 9? und gu, vV, dann iſt: 











2 nz, 62 1 
— tmy,=44335 40012, 
_ = nn _ & 
e=3- 17, u3u= 13,955. — 00174 


wenn wir für Y und die betreffenden Werthe 13 und 0,08 benugen. 
& ift hiernach db jeberzeit größer ala 4, aber niemals gleih 1, fo daß bei 
der Iofen Rolle die Kraft P jeberzeit Heiner als die Lat Q ift, bei diefer 
Vorrichtung alſo an Kraft gefpart wird. Bei Vernahläffigung ſämmtlicher 
Widerſtande wid >= c=} m P=T=%Q 

Findet anftatt des Geiles eine Kette Verwendung, fo ift #6? vurh ud 
zu erfegen, unter d die Dide des Rundeifens zur Kette verftanden. Demnach 
haben wir für Ketten: 
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nted+tmr 4 "2 en 
® Ir, ud PL +tm3;, Me ’ 
_n-Mr I ra, 
Br, +pd I-P7, hi ar, 4 — 0,08 


32. Mehrere loſe Rollen Ky, Rz, Kz-.- (Big. Ak vie fo durch 
Seile mit einander in Verbindung ftehen, 
Big. 249. daß die Bewegung einer der Rollen die 
der übrigen zur Folge hat, nennt man in 

diefer Zufammenftellung einen Rollenzug. 
Es foll bei einem Rollenzuge von nlofen 
Rollen die erforderliche Kraft P berechnet 
werben, durch welde die Laft Q, im Verein 
mit der Zapfenreibung und der Gteifigfeit 
ver Seile, im Gleichgewichte erhalten wird. 
Die Rollen mögen denfelben Halbmeſſer 
haben, ebenfo deren Zapfen, die Seile haben 
fämmtlid dieſelbe Stärke d und find ver— 
tical gerichtet. Bon dem Gewichte der Rollen 

mag abgefehen werben. 





Es ift 
P=abQ, 
d. h. 


p_ tr tm 
Mr) (arı +99" 
Wird Steifigkeit und Reibung vernad: 
laſſigt, fo ift 
_1 
P= 67 Q 


Wegen der in diefem Refultate vorkommenden Potenz heißt der Rollen 
zug auch Potenzflaihenzug. 

33. Es ift bei einer gegebenen Laſt Q und einer visponiblen Kraft P, 
welche die Reibung und Gteifigfeit zu gleicher Zeit überwinden foll, vie Anz 
zahl der loſen Rollen für einen Rollenzug zu beftimmen: 

_bgP—logQ—loga 
_ log b " 

34. Eine Verbindung von mehreren Rollen heißt eine Flaſche, wenn 
diefelben unter einander angebracht find, wenn ihre Achſen fih alfo in paral- 
Ieler Lage in einer Ebene befinden. Die Verbindung heißt dagegen ein Klos 
ben, wenn zu fämmtlihen Rollen eine Achſe gebraudt wird, die Rollen alfo 
neben einander liegen. Die Verbindung einer feften und loſen Flaſche heißt 
ein Flaſchenzug (Fig. 250), vie eines feſten und lojen Kloben dagegen ein 
Klobenzug (Fig. 251 und Fig. 252). 

Die in einer Flaſche befindlichen Rollen mögen venfelben Durchmeſſer haben. 
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Die fefte Flaſche (Fig. 253) fei horizontal befeftigt und vie lofe Flaſche 
in berfelben Berticalebene horizontal darunter durch die Seile gehalten. 
Fig. 250. Big. 251. Fig. 252. 
r 
| 
| 
| J 





In beiden Flaſchen möge ſich dieſelbe Anzahl Rollen befinden, fo daß 
| das verbindende Seil mit dem einen Ende an der feften Flaſche befeftigt ift, 


wäbrent das antere, fiber ie lee icue Arle arüüher, won der Soft P an: 


gegriñen werten ma 


Reiter Größe ui P 
bebenzen Leit und Ivm Geri 






‚zum fh wir ver Co Q, Die aus der zu 
ter friem 3.-äe bencki, der Steifigleit der 


Seile unz ter Iarirereiturg ist Gletzemiät zu ieren⸗ 


Beeiinen wir vie Erz 


io baben wir: 


So 





tt He 


m = 





P=aS,, 


worin n die Anzahl der Rollen bezeidmet. Berüdihtigt man weder Steifigleit 


Fig. 254 


“ 


net Reibung, io it, nachdem man den Factor 
a@— 1, gebeten: 


at. 
* 

Wird das Seil an der unteren loſen Flaſche 
beieitigt, jo übertrifft die Anzahl der feſten Rollen 
tie der lejen um 1, a wird eine ungerade Zahl, die 
obige Fermel ändert fih jedoch nicht. 


35. Die erbaltene Formel läßt fih auch noch 
al3 annähernd richtig bei dem Klobenzuge benugen; 
für vie Art der Flaſchenzüge jevod, deren Flaſchen 
in ſenkrechter Lage aufgehängt find, die aljo Rollen 
ven verfhievenem Durchmeſſer enthalten, müßte 
wenigſtens ein mittlerer Durchmeſſer der Rollen ein: 
geführt werben, wenn die Formel einen angenäherten 
Berth von P liefern ſollte. Will man eine genauere 
Formel erhalten, fo verfahre man wie folgt: 

In jeder Flaſche befinden ſich brei Rollen (Fig-254), 
wobei die in der einen Flaſche mit denen in der an- 
deren der Größe nach übereinftimmen. Das Geil ift 
an der oberen Flaſche befeftigt und die Geilenden 
werben al3 parallel in verticaler Lage vorausgeſetzt. 
Die Spannungen feien wieder S,, Sy ..., Sg, die 


Kraft fei P, die zu hebende Laft Q, und die von ber Größe der Rollen 
abhängigen Coefficienten fegen wir gleih a}, an 43. 
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+, +$5+,+8+%=0Q 
S2= a, 8, S a, 8,8, = ag Sp, 
S=08,%,=a,5, um P= a, 8, - 
Sta tat’ tat’) q, 
P 
— ai +a?+a?0+0?0?+0°0?0)=Q, 
P=Q E & as)? J 
T +9?+0?0,+ (a 0)? + (0 2°, 
Bei Bernadläjigung von Reibung und Steifigkeit findet man, der obigen 
Formel analog, 








P= ET 
36. Welche Kraft ift nothwendig, um mittelit eines Flaſchenzuges, deſſen 
Rollen gleichen Durchmefier haben, eine Laft von 1000 Kilogramm im Gleich- 
gewicht zu erhalten? 
63 feien jeh3 Rollen vorhanden und 
ö = 0,026"; r, = 0,091"; 7, = 0,015 








gegeben. 
Es ift 
0,026° 0015 _ 
s=1+13 0,091 +0,16 0.091 1,12, 
Bu 1,127 — 1,129 _ . 
P= 1000 119° <1 = 243 Kilogr. 


37. In dem Flaſchenzuge (Fig. 255 a. f. ©.) bilden die beiden oberen Rollen 
einen einzigen Körper, der fih um die gemeinfcaftlihe feſte Drehachſe A zu 
drehen vermag. Die Rollen find bier als Kettenſcheiben conftruirt, d. h. am 
ihrem Umfange mit Zähnen verjehen, die in die Schafen der Kette greifen 
und auf diefe Weife ein Gleiten derfelben, auf den Umfängen verhindern, 
Die untere lofe Kettenſcheibe trägt die zu hebende Laft Q. Die Halbmefjer der 
beiden oberen Kettenſcheiben ſeien R und r, der Halbmefjer der unteren Scheibe 
fein, und die Zapfen mögen den Halbmeſſer r, haben. Bei der um das 
Syſtem der drei Kettenfheiben gelegten Kette ohne Ende, fei in dem ſchlaff 
berunterhängenven Theile der oberen größeren Scheibe die Kraft P wirkſam, 
und die von ber unteren lojen Scheibe nad oben führenden Theile der Kette 
mögen bie Spannungen S, und Sz erfahren. 

Die Gleihgewichtsbedingung ift, unter d ven Durchmeſſer des Eiſens der 
Kettenglieder verftanben: 

PR+S7—S(R+ud— ms + Arn=0, 
oder wenn wir in dem die Zapfenreibung enthaltenden Summand P= S; ſetzen: 


d 
PR+Ssr—SR(Ii4Rg +2m2)=0. 


Der in der Klammer ftehende Ausdrud ſtimmt mit dem bei der feiten 
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mährend das andere, über die legte feite Rolle geführt, von der Kraft P an: 
gegriffen werben mag. 

Welche Größe muß P erhalten, um fih mit ver Laft Q, die aus ver zu 
hebenden Laft und dem Gewichte der loſen Flaſche beiteht, der Steifigleit der 
Seile und ber Zapfenreibung ins Gleichgewicht zu fepen? 

Bezeichnen wir die Spannungen der Seilenden mit S,, Sy Sy... Sm 
fo haben wir: 

S+S+S + 
9=aS;,=a i .. u. ſ. w. bis P=aSı, 
S(dtata+a..at)—=Q, 








s7—=Q 
Pa—1ı 
”,-1% 
art _ar 
PT, 


worin n bie Anzahl der Rollen bezeichnet. Berudſichtigt man weder Gteifigleit 
nod Reibung, fo ift, nahbem man ven Factor 
Fig. 254. a— 1, gehoben: 
P=qHt. 
n 

Wird das Seil an der unteren lofen Flaſche 
befeftigt, fo übertrifft die Anzahl der feiten Rollen 
die der loſen um 1, n wird eine ungerade Zahl, die 

obige Formel ändert fi jedoch nicht. 


35. Die erhaltene Formel läßt fih auch noch 
al3 annähernd richtig bei dem Klobenzuge benugen; 
für die Art der Flaſchenzüge jedoch, deren Flaſchen 

Pin fenkrechter Lage aufgehängt find, die aljo Rollen 
von verfchievenem Durchmeſſer enthalten, müßte 
wenigften® ein mittlerer Durchmeſſer der Rollen ein= 
geführt werden, wenn die Formel einen angenäherten 
Werth von P liefern follte. Wil man eine genauere 
Formel erhalten, fo verfahre man wie folgt: 

In jeder Flasche befinden ſich drei Rollen (Fig. 254), 
wobei die in der einen Flaſche mit denen in der an— 
deren der Größe nad übereinftimmen. Das Seil ift 
an ber oberen Flaſche befeftigt und die Geilenden 
werden al3 parallel in verticaler Lage vorausgefegt. 
Die Spannungen feien wieder S,, Sy..., Sg, bie 

Kraft fei P, die zu hebende Laft Q, und die von der Größe der Rollen 

abhängigen Coefficienten fegen wir gleih a,, Ay, @z. 


a 
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SHAHSHS St 
5 = a, 8, 8, a, Su Sa = ag So, 
=, =a%8, un P=aS, . 
Ss (+ +9?+0?0,+0?0’+0?0,20,)=Q, 
alte taten tat ateta)=Q, 
202? a; 
r=Q (Qı & 05)? , 
140, +0°+0)?0,+ (a @)? + (0, 0)? 
Bei Bernahläjigung von Reibung und Steifigkeit findet man, der obigen 
Formel analog, 











P= u 
36. Welche Kraft ift nothwendig, um mittelft eines Flaſchenzuges, deſſen 
Rollen gleihen Durchmeſſer haben, eine Laft von 1000 Kilogramm im Gleich: 
gewicht zu erhalten? 
Es feien ſechs Rollen vorhanden und 
ö = 0,026"; r, = 0,091"; r, = 0,015 





gegeben. 
& iſt 
0,026° 0015 _ 
a=1+ 13 or +16 og 112, 
u 1,127 —1,12° _ 
= 1000 Im-, ” 243 Kilogr. 


37. In dem Flaſchenzuge (Fig. 255 a. f. ©.) bilven die beiden oberen Rollen 
einen einzigen Körper, der fih um die gemeinfchaftlihe feite Drehachſe A zu 
drehen vermag. Die Rollen find bier ala Kettenſcheiben conftruirt, d. h. an 
ihrem Umfange mit Zähnen verjehen, die in die Schalen der Kette greifen 
und auf diefe Weiſe ein Gleiten verjelben, auf den Umfängen verhindern. 
Die untere loſe Kettenſcheibe trägt die zu hebende Laft Q. Die Halbmeffer ver 
beiven oberen Kettenſcheiben ſeien R und r, der Halbmefjer der unteren Scheibe 
fei rn, und die Zapfen mögen den Halbmefier r, haben. Bei der um bas 
Syſtem der drei Kettenfheiben gelegten Kette ohne Ende, fei in dem ſchlaff 
berunterhängenden Theile der oberen größeren Scheibe die Kraft P wirtſam, 
und die von der unteren lojen Scheibe nad oben führenden Theile der Kette 
mögen die Spannungen S, und S, erfahren, 

Die Gleichgewichtsbedingung ift, unter d den Durchmefjer des Eiſens der 
Kettenglieder verftanden: 

PR+ Sr—S(R+R)—- u + Arn=0, 
oder wenn wir in dem die Zapfenreibung enthaltenden Summanb PS, jegen: 


d 
PR+ Sr SRli4Rg +2m2)=0. 


Der in der Klammer ftehende Ausdruck ftimmt mit dem bei der feiten 
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Rolle für Ketten entwidelten Werthe von a überein, fo daß wir als Gleih- 
gewichtsbedingung erhalten: 
PR+S,r—S,BRa=0. 


Sig. 255. 


m en 





Ferner ift S, als die an ver unteren loſen Kettenſcheibe wirlſame Kraft 
und S, als die Spannung des befeftigten Endes anzuſehen. Demnach haben 
wir der Theorie der loſen Rolle gemäß 

H=5Q=aS, 

Mit Benugung diefer Beziehungen nimmt die obige Gleichgewichtsbedingung 
die Form an: 

PR+ZQr—ab.QR=0. 


Es iſt demnach die zur Hebung ver Laft Q nothwendige Kraft 





aR—r 
P=bQ — 
und bie mit einer gegebenen Kraft P zu hebende Laſt 
a_ _PRe 


b(a R—r) 
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Bei Bernahläffgung aller Widerſtände if a= 1, 5 = % zu fegen und 
6 wir van P= Qu Q=2 777. Der leliere Vend iR Die 
größtmögliche Laft, die mit der gegebenen Kraft P gehoben werben kann, 
und es ift deshalb Hart jederzeit ein echter Bruch, der fih um fo mehr 
der Einheit nähert, je mehr man die Winerftände herunterzugiehen, im Stande ift: 
Q@ ___(Rona 
MazQ 2blaR—rn) 

Dig Vorrihtung heißt Differential: Flafhenzug. Bei den läuflich 

ju erwerbenden derartig eingerichteten Hebezeugen iſt: 





r_ 11, d — 3 —4 
RW F = 
daher a = 1,047, 5 = 0,512 und 
r 
Q a R_ 
ea —_r = 8. 
a_ 
R 


Der vorftehende Flaſchenzug hat noch die für die Praris fehr wichtige 
Eigenſchaft, daß derſelbe mit der angehängten Laft Q fich felbft überlafien, 
in Rube bleibt. Die bierfür nothwendigen Beringungen find nod zu ent 
wideln. Sobald Q finkt, geht aud daS NKettenftüd mit der Spannung S, 
nad unten, während die mit der Spannung S, und der Kraft P behafteten 
ih nad oben bewegen. Die Gleichgewichtsbedingung ift in diefem Fall: 

R-(PR+Sına=0, 
und weiter ift nach der Theorie der lofen Rolle —=aS, —=5Q, daher 
bei Benugung dieſer Angaben: 


FaR—(PR+QNa=0 


und P= ==: (B—ra}). 
Sol nun die Laft Q ohne jegliche Kraft auf der erlangten Höhe er⸗ 
halten werben, fo muß PS 0 fein, d. h. aber 


B—ra<o, 
(11% 
860). 
Bei den lauſlichen Cremplaren it — = 5 = 0,9167, und da a = 1,047, 
2 
1=08, 4 alfo = 0,9025 it, fo ift der oben entwidelten Bebin- 
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gung genügt, und die Differential: Zlafhenzüge haben dieſe bemerkenswerthe 
Eigenſchaft. 
38. Eine Laſt (Fig. 256) hängt an einer loſen Rolle A und die Enden 
des Seiles, welches diefe Rolle trägt, find nad entgegengefegter Richtung um 
eine horizontal gelagerte 
118191256. Delle BC gewidelt, die an 
diefen Stellen verſchiedenen 
Durchmeſſer hat. Die Welle 
wird mittelft der Kurbeln D 
durch eine Kraft P gedreht, 
oder biefelbe kann auch in 
dem Umfange einer Scheibe 
wirkſam fein. Die zu hebende 
Laſt habe mit der lofen Rolle 
das Gewicht Q. 
Welche Größe muß P er 
halten, um ber Laft und den 
Widerftänden das Gleich: 
gewicht zu halten? 
Wird” die Welle gedreht, 
fo wickelt ſich das eine Geil: 
ende auf ven ftärkern Theil B ver Welle auf und das andere von dem 
ſchwaäͤchern C ab, fo daß vie bei jeber Umdrehung erlangte Höhe der Laft 
gleich der halben Differenz dieſer verſchiedenen Wellumfänge fein wird. 

Die Vorrihtung heißt deshalb Differentialhaspel. 

Es fei das Gewicht der Welle mit Zubehör G, der Halbmefjer des 
ftärfern Theils ver Welle r,, die Spannung des daran hängenden Geiles S;, 
der Halbmefjer des ſchwächeren Theils rz, die Spannung des daran wirkenden 
Seiles Sz, der Zapfenhalbmefjer der Welle g,. Der Arm ver Kraft P fei R. 

S. — 30 und g—ecl, 
PR—-S VO + Sr FIS o, 
Ff=um (PH + Nm 
In HM —en+mQı ı 
P . 
. Q R— me rm ag, 

Werden die Wiverftände und das Gewicht der Welle außer Betracht ge: 

laſſen, jo ift 








pP= au. . 


39. Ein Eylinder Tiege auf zwei horizontalen Unterlagen, die in einiger 
Entfernung von einander in paralleler Richtung angebracht find. Der Cylinder 
werde einige male mit einem bünnen, volltommen biegiamen Faden umjchlungen, 
an deſſen Enven gleihe Gewichte Q angehängt werden. Bringt man zu einem 
ver beiden Gewichte ein Webergewiht F von einer ſolchen Größe, daß gerade 
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das Rollen beginnt, fo haben wir n. F. 117, wenn G daß Gewicht und r 
den Halbmefier des Cylinders bezeichnet, . 
Fr=9(6+2Q+M. 

Aus diefer Gleihung läßt fih das Uebergewicht F oder der Reibungsr 
coefficient ꝙ beftimmen. Die Verſuche über rollende Reibung find in ber 
Weiſe ausgeführt worden. F 

Als Beijpiel diene: B 

@= 40 Rilogr.; F= 0,25 Rilogr.; 
”"tQ=35 » = 287,7; 
- = 1,52", 
b. Is = 20 Kilogr.; r = 366,16"; 
"Q=5 » 9=05"; 
F= 0,041 Rilogr. 

40. Ein Eylinder, der ein Gewiht F und den Grundflächenhalbmeſſer r 
hat, liegt auf einer geneigten Ebene vom Neigungsmwintel & und werde durch 
eine Kraft P, die im Schwerpunkte des Cylinvers parallel der ſchiefen Ebene 
wirft, im Gleichgewicht erhalten. 

Welhe Größe hat P? 

Wodurch beftimmt ſich &, wenn der Cylinder ohne die Kraft P auf der 
idiefen Ebene liegen bleiben ſoll? 


P=Gsina+?Geosa, 


r 
” _ 9 
tanga= ru 
41. Ein Körper vom Gewichte Q liege vermittelit einer Platte auf zwei 
Balzen von kreisfürmigem Querſchnitt und demfelben Halbmefjer R. Wie 
geoß iſt die in Richtung der Platte tangential zu den Walzen anzubringende 
Kraft F, welche die wälzende Reibung zwifhen Platte und Walzen einer: 
feits und Walzen und Erdboden andererſeits überwindet. Die betreffenden 
Reibungscoefficienten fein ꝙ und p, und G fei dad Gewicht ver Walzen: 


F-P2+aa+9 
2R 
und bei Vernachläffigung des Gewidtes G: 
F= n Gt). 


42. Eine Chauffeewalze vom Halbmeſſer R ruht in Zapfen vom Halb: 
meſſer r. Das Gewicht der Walze fei Q, das, des auf ven Zapfen liegenden 
Rahmen mit Zubehör, G. Wie groß ift die Kraft P in den Zugiträngen, 
damit die wälzende und Bapfenreibung gerade überwunden werde? 


PR=9QA+M+uVYP+ ®.r. 
Es ſei 


Q = 1000 Rilogr.; R = 0,785”; u, = 0,08; 
@G= 100 Silogr.; r = 0,033"; 9 = 0,018". 
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Zuerſt P, aus der Gleichung PR=Y(Q+ @) berechnet, giebt als 
Naherungswerth P 25,2 Kilogr., der zur Berechnung des Moments ber 
Zapfenreibung benugt wird, wonach fih dann aus der obigen Gleihung ein 
genauerer Werth von P finden läßt: 

P= 25,36 ilogr. 

43. Ein Rollenbett beftehe aus ſechs in paralleler Lage horizontal gelagerten 
Eylindern vom Halbmefier r,, deren Zapfen den Halbmefier r, haben mögen. 
Eine Laft vom Gewichte Q foll mittelft einer Kraft P gerave in Bewegung gejegt 
werben, d. h. mit den Wiberftänben der Bewegung gerade im Gleichgewicht fein. 

Welchen Werth hat P, wenn die Neibungscoefficienten p und p und 
das Gewicht jedes Cylinders @ it? 


p Q ? pp. ra 

P=-a2 +0 V (gro) m, 

oder annähernd: 
P= 


rn 
44. Eine Saft Q (Fig. 257) wird auf horigontalem Boden durch unters 
gelegte Walzen A fortgefhafft. Die hierzu nothwendige Kraft P foll be 
Fig. 257. rechnet werben, wenn biefelbe normal 
zu einem Arme von der Länge Z wirkt, 
der die Achſe ver Walze ſchneidet und 
in dieſem Yugenblide mit der Berti- 
calen den Winkel & bildet. Der Halb: 
meſſer der Walze fei r, das eigene Ge: 
4 wicht G und die Reibungscoefficienten 
feien 9, und 92. 
Der Drud am oberen Berührungds 
punkte CO ift gleih Q, der am unteren 
B glih Q+ Psina-+G. Das 
Moment, welches die Bewegung her—⸗ 
vorzurufen verſucht, it PZ-+Poosa.r, 
die Gleichgewichtsbedingung deshalb: 
I+Poosa.r=g9(Q+G@-+ Poin +92 Q, 


Ayı +9) + @ 91 
TTFrosa— 9 sin a’ 
w rg =9p=p gsi fd: 
20+@ 
— PTFrosa— gene 
45. Ein Rad W (Fig. 258) vom Gewicht Q liegt mit ven Enden 
feiner horizontalen Achſe auf den Umfängen zweier Scheiben (Frictionsrollen) A 
und B von demſelben Halbmeſſer 2, deren Achfen fi in horizontaler feiter 
Lagerung befinden. 








tun +sNn, 








daher 
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Wie groß ift die, an den Umfängen der Scheiben, zur Ueberwindung der 
Bapfenreibung nothmwendige Kraft, wenn der Halbmefler der Scheibenzapfen 
=rift, und die Verbindungslinien der Mittelpunfte der Scheiben mit dem 
Centtum des Rades zu der Rihtung von Q unter dem Winkel y geneigt find? 





- _l_9tMr, 
2008y R 
Es ift hiernach vortheilbaft, Winkel y moglichſt Hein zu nehmen. 
Sig. 258. \ Fig. 259. 





46. Auf einem Scieblarren (Fig. 259) liegt eine Laft Q. Der 
gemeinfhaftlihe Schwerpunkt S findet fih in der Entfernung CB=b 
von der Rabadıfe C, wahrend das Ende des Karrenarmes um CA a ent: 
fernt ſein mag. 

Wie groß iſt die Kraft, die gerade bie Hinderniffe überwindet, wenn R 
der Halbmefier des Rades, 7 ber der ade, w und 9 die Reibungs⸗ 
coefficienten find? 

Dan zerlege Q in zwei parallele Componenten, in C und D wirkjam; 


» P —b Min . [ 
die erftere ift Q . und die in D wirkende Q 7 welche Laft von dem 


in D anfafjenden Menfchen überwunden werden muß. Die in Richtung von 
DC wirffame Kraft fei F, melde, den Winlel D CA mit & bezeihnend, in 
die beiden Gomponenten Fcos« nad horizontaler Richtung und Fsina 


—b 
nad) verticaler Richtung zerfält, Die wälzende Reibung wird von Q . 
und Fein erzeugt, die Zapfenteibung dagegen durch den Drud 
(e e) + (F os o)?. 
Es ift deshalb: 
a—b ’ al a—b —59 7 
Foo. R=g(Q°°+-Feina) Hr (+ Feine) +(Fecosa)?, 


Unter dem Wurzelzeihen kann man den Summand (F'cos a)? vernach⸗ 
laſſigen, wodurch fi) eine bequemere Formel zur Berechnung von F ergiebt. 











PL Fein 





272 Dritter Abſchnitt. Drittes Eapitel. 
a— 


Fona.B=(p+mn[Q 7 


ab tar 
F=4 a Rosa—(gtmnene 
Erhält a einen verhältnigmäßig Heinen Werth, fo daß sina—= O und 
cosa—1 geſetzt werben darf, fo ift endlich 
r=g-botmr, 
a R 
47. Die Webertragung der Bewegung von der Welle A (Fig. 260) 
auf die Welle B fol durch die beiden auf den Wellen befeftigten einander 
berührenden Scheiben, Frictionsräder genannt, ver: 
Fig. 260. mittelt werden. Der in bem Umfange ber getriebenen 
Scheibe auftretende Wiverftand fei X, der von ber trei- 
benden Scheibe auf die getriebene ausgeübte Drud da- 
gegen D. Die aus dem lehteren entftehende Reibung 
an den Umfängen der Scheiben ift u D. Die Ueber: 
tragung der Bewegung von A auf B wird ftattfinden, 





°+ Feina), 





K fo lange 
uD>Kik, 
Für den Grenzfall ift hiernach: 
D= K 


7 
d. h. der Drud D muß um fo größer fein, je Heiner 
der Reibungscoefficient wift. Sobald K> 1 D wird, 

bört die Uebertragung der Bewegung auf, es findet ein Rutſchen ftatt und 

e3 müfjen dann andere Hülfsmittel zur Webertragung benugt werben. Hier: 
ber gehören die Anbringung von feilfürmigen Nuthen auf ven Scheiben- 
umfängen, Uebertragung der Bewegung durd Zahnräder oder durch um beide 

Scheiben gelegte und gefpannte Riemen. Bezeihnen wir ven Winkel, den bie 

beiden Seiten einer Keilnuth mit einander machen mit 26, fo ift ver Normaldrud 


FRE ı D J 
gegen die Seitenwandungen derſelben 5 mern n ſolcher Keilnuthen 


FRE F f ı D 
vorhanden find, umd die hieraus fich ergebende Reibung gleich nu gund 
Für den oben angenommenen Grenzfall ift daher 


Deans, 


nd 


u 
woraus erfihtlih, daß in diefem Falle der Drud D geringer fein kann, als 
bei yolltommen glatten Scheibenumfängen. 

48. Beſtimmung der Reibung, die zwiſchen ben Geitenflähen ver Zähne 
zweier in einander greifender Räder ftattfindet. 

Ein Drehling oder Trilling befteht aus zwei parallelen Scheiben DE 
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und D, E, (dig. 261), die duch cylindriſche oder koniſche Stäbe, Triebftöde- 
genannt, verbunden find. Bei der Webertragung der Bewegung an einen folden 


Fig. 261. 
D Ds 


2 Eı 


Drehling greifen die Zähne des Bahnrades in 
die zwiſchen zwei Triebftöden vorhandenen 
Zwiihenräume, 

Denkt man den Drehling- Theilfreis BA 
(3ig.262) auf dem ruhenden Zahnrad» Theiltreife 
EA abgerolit, fo beicreibt der Mittelpunkt eines 
Triebftod3 eine Epicylloide, weshalb die Wöl: 
bung B, E, eines Zahnes nah einer dem 
Epicykloidenbogen BE parallelen Curve ges 
ſchehen muß. Wird, wie es gemöhnlid der 
Fall ift, der Drehling durh das Zahnrad 


getrieben, fo erfolgt der Eingriff, wenn der Mittelpunkt A des Triebſtodes 
in der Gentrale CD der beiven Räder liegt. Zur Beltimmung der Reibung 
wiſchen Triebftod und Zahn nehmen wir in dem Theiltiß A E des Rades 


Fig. 262. 


die Kraft P und im Theilrik AB 
de3 Drehlings den MWiderftand Q 
an. Aus dem Widerftande Q erts 
fpringt tangential zur Wölbungslinie 
des Zahnes die Reibung u Q, wenn 
w den Reibungscoefficienten bezeichnet. 
Es müjjen biernad die drei Kräfte 
P, Qund # Q unter fih im Gleidhs 
gewicht fein. 

Die Theilung der Räder AB= AE 
fegen wir gleih £, die Länge der 
Zahncurve B, E, glei s. Bei dem 
einmaligen Fortſchieben des Trieb⸗ 
ftodes find die Wege ver drei 
Kräfte P, Q und uQ gleih t, € 
und s, welche wir in abfoluter Hin- 
fiht den virtuellen Geſchwindigkeiten 
proportional nehmen fönnen. Hier⸗ 
nad erhalten wir, die algebraiſche 
Summe der virtuellen Momente 


gleich O gefegt, die Kraft P, welche zur Ueberwindung des Widerftandes und 


der Reibung nothwendig iſt: 


Pt—Qt—uQs=0, 
—— 
dur Beſtimmung von 8 haben wir: 
BE:BE=AB:AB, 
oder, wenn g den Halbmeſſer B B' des Triebftodes bezeichnet: 
Bernide, Mechanit. I. Zweite Kufl. 18 
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Bir denken ven Bogen BE aus zwei Kreisevolventen zufammengejegt, 
für die die beiden Kreiſe C und D die Gvoluten find, fegen den Winkel 
ACE=a, den Binll ADB—B und die Halbmefier AC und AD 
gleich B und r. 

Die Länge eines Kreisevolventenbogens, der zum Wittelpunttsmintel p 
gehört und deſſen Gvolutenkreis den Halbmeijer r bat, ift nad Gejegen ber 
höheren Mathematik gleih }r p*. 

Wenden wir dies an, fo ift: 

" BE=4Ra+4rßt 


Ra=rß= ber Tpeilung t ift. 
oder, für & und B ebenfall3 die entfprehenden Werthe 4 und - eingefeßt: 
r + R 





BE=4 I 

63 feien in dem Zahnrade m —5 — und in dem Drehling n Triebſtöde 

vorhanden, fo te = 2 wß= en Durch Subftitution diefer Werthe er⸗ 
halten wir andererſeits: 

" BE=at —— 


Der oben entwidelte und Ton ⸗ erhält nad Subftitution von BF 
folgende Werthe: 


tm 


R 
re, 
1-0. 
Der Durchmefjer des Triebftodes ift in der Praris gewöhnlich glei der 
Hälfte ver Lheilung, für g iſt daher It zu ſetzen, fo daß mir erhalten: 
R 
jet 4m, 
und die zur Ueberwindung von Q und uQ nothwendige Kraft P ift vem= 
nach gleich 





P=alit3u 5. 
P= efikanetn) 


Aus dem zweiten Summand in der Klammer, der das Wahsthum der 
Kraft P durd die hervorgerufene Reibung anzeigt, lernen wir, daß diefelbe um 
fo Heiner wird, je größer die Anzahl der Räderzähne iſt. 


oder 
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Als fpecielle Fälle reihen jih hieran noch folgende: 

a. für das Zahnrad eine Zahnftange angenommen, fo find die Zähne 
defielben nad Cylloiden abzurunden und in den vorftehenden Formeln ift 
R=m= oo zu jegen: 


P=a(1+ 344), 


P=Q(t+4u)- 
| b. Für den cylindrifhen oder koniſchen Drebling einen geraden angenom⸗ 
| men, fo find die Zähne des Rades nach Kreigevolventen zu begrenzen und in 
den vorjtehenden Formeln ift alſo r = n = 00 zu fegen: 
| 
| 


t 
P=Q (\ +3u 3): 
P=al(t+2e2). 
In ähnlicher Weife findet ih die Kraft P zur Ueberwindung des Wider 


flandes Q und der Reibung u Q für zwei in einander greifende Stirnräder C 
und M (ig. 263), bei denen die Zähne oberhalb des Theilriſſes nad Epicys 


Sig. 263. 








| Hoiden, unterhalb nah Hypocykloiden begrenzt find, deren Erzeugungs- 
kreife einen halb fo großen Durchmeſſer haben, als die Theilkteie der Rader. 
18* 
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Die Hwochlleide wird bei tier Aumahme des Grymmgengätreie: zu cin 
geraden Linie. 

Ia wieiem Falle beginnt der Ginzrifg der Zahmräter um cheuie wiel ver 
der Centrallinie MC, als ex hinter derielben auibert. Das treibente Nur M 
mag m Zähne uud den Halbweiier R haben, das geirichene Rad C dagegen 
foll wit m Zähnen verichen jein umd den Halbmeiier r haben, je iR: 

R 
P= alı +32: 2% u) 
P=A(i+n=°242). 


Wird daS treibende ‚Rad zu einer Zuhnflange, jo find vie Zähne des 
Nades gerade, die der Stange durch Cylloiden begrenzt, deren Erzeugungs: 
kreis einen halb fo großen Durchmeſſer hat als der Theillteis des Rades: 


r=a(1+®), 
P=a(1+ 22). 


Ih das getriebene Rad eine Zahnftange, jo find deren Zähne gerade, 
die Zähne des Rades find nad) Kreisevolventen zu begrenzen, bie durch Abwidelung 
des Theilfreifes entftehen: 


P=2(1+). 
. r=a(1 +22). 


49. Zwei Scheiben, C und D (Fig. 264), deren Achſen in paralleler 

Lage horizontal gelagert find, werden durch einen Riemen EFGH over eine 

. Schnur fo verbunden, daß 

Big. 264. die Bewegung der einen 

Scheibe die der zweiten zur 
Folge hat. 

Im ruhenden Zuftande fei 
die Spannung der Riemen 
S, während bei der gerabe 
entftehenven Bewegung das 
ziebende Ende ber Riemen, 
die Spannung S,, dad ge: 
zogene dagegen, die Spannung 
Sz haben mag. Setzen wir weiter den Wiverfiand im Umfange der getrie: 
benen Scheibe K, fo muß bei einer beginnenven Bewegung 

8 —8=K fen. 
Nimmt man an, daß S, gegen die anfängliche Spannung S um eben 
fo viel zunimmt, als S, abnimmt, fo ift: 
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S=5+48, 
S=S_1R 
u sat. 


Es ift der Werth von S zu berechnen, damit bei einer beginnenhen Bes 
wegung der Wiberftand A gerade überwunden werde. 
Wir haben nah F. 116: 











S=er&S,. 
Bei Benugung der obigen Relationen ergiebt fih: 
X⸗ e6 S, — S, 
Se wg= 
S= 17 * "+ 1. 


Diefer Werth genügt —* ben Gleichgewichts zuſtande, will man daher 
auf eine Mebertragung fiher rechnen, jo muß man S größer als den eben 
gefundenen Werth nehmen: 


Ss> 45 
Die groß iſt S, wenn 
K= 200 Silogr., « = 3, w= 0,28. 


Hr 








Es iſt loger=pualoge—=0,25- = + 0,4342945 = 0,170547, 


daher er= jelbft = 1,48097 und 
2,48097 
s>4 0,48097 200 
$ > 516 Kilogramm. 

50, Der in ber legten Formel benugte Werth von K ergiebt ſich bei 
Berüdfihtigung aller Nebenhinderniffe, wenn r den Halbmefjer der getriebenen 
Scheibe, Q den zu überwindenden Drud am Arme DB=b und r, ben 
Zapfenhalbmeffer bezeichnet, aus der Gleihung 

Sr—t+9)—- Qb—-uBn=0, 
worin B den vie Bapfenreibung hervorrufenden Drud bezeichnet. Nennt man 
& den Winkel, ven die Spannungen S, und Sy mit einander bilden, fo ift 
= YS?+ 5,9425, 8,0088, 
welher Werth für <= 0, aljo bei gleich großen Riemenſcheiben ein Maximum 
wird. Führen wir diefen größten Werth in die Rechnung ein, jepen ferner den 


Duerſchnitt * 82 des idealen Seiles gleich dem Querſchnitt B, ö, des Riemens, 


unter ß, die Breite, und 5, die Dicke deſſelben verſtanden, und nehmen 
3 — 5, gleih K, f iſt: 


Kr ERTL TE RC +S)n=0. 
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Betimmer wir K zugegen much die Met Pe Am CA a mil: 
Arm, wem er Zulimeter ter tretendea Scheibe mir RB umd wer Zapien: 
Salımejer wiener wir r, begifter wen, fo 
ER-Pa—- lead St Sn=0. 
Bergen wir auierren uch die im voriger Rımmer amgegebemen Be: 
Fehnızen 
SSR. eu 











—ı 





+4=23- KH, 


0 laüt fh jede ber ——** " igenitiähertugrugen zur genaueren 
Berehwung ven K beunger. 
Schen wir bei der Priimmung won Ä von allen Rebenhinkerniffen at, jo it 
a 5 
K= PZ =4 
Die Spannung ter Riemen bringt man gewöbnlih durch jogenannte 
FR Spannrellen B (Fig. 265) hervor. Vice 
Big. 265. Ant Rollen mit beteeglihen Lagern, die 
.\ einen Drud gegen ein freies Stüd des 
Riemens ‚ken umd auf vie Weile 
vie natürfibe Spannung vermehren. 
Der Trud auf die Achſe ver Role wird 
durch angebingte Gewichte @ ober durch 
einen Hekel, der mit Gewichten in Ber 
bindung gejegt it, bervorgebraht. Die Erannrelle muß ftet3 fo angebradt 
werben, daß ber Berührungsbogen ver Riemen vergrößert werde. 
Es wirle die Epannrolle gegen das ziebenre Riemenente, das die Epan- 


Fig. 266. 





u 
nung S bat, fo ift der Theorie der loſen Rolle gemäß, wenn wir Winkel 
E,MF, = 27 jegen (Fig. 266), 
2Scsy=P, 
wenn P ben dur die Rolle ausgeübten Drud bezeichnet. 
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Segen wir ftatt S. ven oben gefundenen Werth, wobei jedoch ftatt u, 
(a + PB) zu fegen ift, wenn ber Berührungsbogen dur bie Spannrolle um 
den Wintel PDF, — ß vergrößert wird, fo entfteht: 

era+B) 
S= Kan 
und 
erla+ß) 
ern —1 

Schneiden fih die Linien ER, E, F, und AG in vemfelben Puntte 
der Gentrale, fo ift, wenn wir die Halbmefjer der Scheiben mit R und r, 
und den normalen Abftand CD ihrer Achſen mit d bezeichnen: 


P=2K c08 y. 


PR _R-r 
sin (£ +B+ ») =77 
Durch Benugung dieſer Gleihung mit der obigen kann man, wenn y 
gegeben ift, B, dann bie Spannung S und endlich auch die durch die Spann: 
tolle hervorgerufene Spanntraft P berechnen. Wie groß ift P, wenn 
K= 150 Silogr.; RB = 0,654"; r = 0,131"; d = 2,197", 
y= 60°; u = 0,25. 
. a .R—r _ 0523 {8% 0,523 
gg und ain @ +8 +7) 2,197 
Aus der erften Gleihung findet fih @ — 152° 27'24 = 0,847 =, auß ber 
zweiten, mit Benugung des Werthes von a, B= 31° 52'28" — 0,177 m. 
Weiter ift log er(@+P) — 0,25. 1,024 ® log e = 0,34928, daher ew(«+P) 


= 2,235. 
2,235 


S=150 125” 271,46 Kilogr. und P= 2 5 cos 60 = 8. 

51. Die Berehnung des Bandbremfes beruht auf demfelben Principe. 

Die Bremſen werden gewöhnlich mit der Hand in Bewegung gefept und am 

einfachſten dadurch hergeftellt, 

Big. 267. daß man gegen den Kranz 

einer Scheibe AA (Fig. 267) 

mit Hüffe eines Hebels BB, DK 

ein ſchmiedeeiſernes Band an: 

vrüdt. Dafielbe erzeugt an 

dem Umfange der abgedrehten 

gußeifernen Scheibe Reibung, 

die fo groß gemacht werben 

muß, daß fie der Laft das 
Gleichgewicht hält. 

Segen wir bei einer Bands 

bremfe den Drud in dem Um- 

fange ver Scheibe gleih F, 





sin y. 





sin60. 
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die Spannung de3 ziebenden Bandendes S,, die de gezogenen S,, fo it 
für den Gleihgewichtäzuftand, wenn K die Kraft am Arme p bezeichnet und 
S, und 5, am Arme m wirfen, 
Kpr—a(s +S)=0, 
wenn man beide Spannmgen durd die Kraft am Hebel erzeugen muß. 
Rachdem die oben gefundenen Werthe von S, und 5, Aubftituirt find, entfteht 
K-” er +1 
per—i 
Sind die Arme BD und BD, der Spannungen S, und S, verihie 
den glei m und n, fo ift 
Kr=S,m+Sın, 
oder - 


Kerr Ir 





mer“ tr 





Soll die Bremje fo conftruirt werden, daß der vom Arbeiter auszuũbende 
Drud K ein Minimum werde, fo muß man bei gegebenem p auf Berringe 
zung der Summe der Momente 5, m + Szn Bedacht nehmen. Da die 

Spannungen S, und 5, 
Fig. 268. durch Fund « ala gegeben 
angejehen werben müflen, 
fo find behufs Verringerung 
von K die Arme m und n 
zu verlleinern, ober der 
Drehpunlt des Hebels in 
fo anzuordnen, daß einer 
ver Arme zu Null werde. 
In Figur 268 ift die ge: 
bräudjliche Conftruction der 
Bandbremfe angegeben, bei 
der die Richtung des zie: 
benden Bremsbandes, das 
aljo die größere Spannung 
S, auszuhalten hat, durch 
den Drehpunkt des Hebels geht, wobei die Bremfe in Richtung der Bewegung 
angezogen werben muß. 

Für eine derartige Bremfe wird alfo die Spannung S, aufgehoben und 

es if: 





n n 
B=58= Fo 





Es läßt ſich jedoch durd eine Veränderung der Conftruction die Kraft X 
noch um viel mehr verringern, ja vollftändig zu Null machen, fo daß die 
Bremſe zu einer felbftthätigen wird. Zu dem Ende jege man 

SmtSsn=0, 
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d.h. die Momente der beiden Spannungen müfjen entgegengeſetztes Zeichen 
haben. 

Aus der Gleihung folgt bei diejer Annahme: 
n 
u a 

d. h. die abfoluten Werthe der Spannungen verhalten ſich umgelehrt wie ihre 
Arme. Die Figuren 269, 270 zeigen für dieſe Bedingungen eine zweifahe 
Confteuction, weihe unter dem Namen Differentialbremfe bekannt ift. 


Fig. 269. \, Big. 270. 
\ . 


m } 





In Fig. 269 find die Spannungen S, und S, gleich gerichtet, die Arme 
liegen aber zu verſchiedenen Seiten des Drehpunktes, in Fig. 270 dagegen 
liegen die Arme auf verfelben Seite des Drehpunktes, dagegen haben bie 
Spannungen S, und .S, entgegengefegte Richtung. Diefe letztere Anorbnung 
ift von Robert Napier erfunden. 

Die bauptjählichften Vortheile diefer neuen Gonftruction find: 

1) Der vom Arbeiter beim Bremſen auszuübende Drud X fann ganz 
entbehrt werden, wenn man ihn durch das Gewicht bes Bremshebels felbit 
erjegt. Die Bremfe wirkt dabei Telbftthätig, und zur Auslöfung muß der 
‚Hebel angehoben werben. 

2) Die Bremsſcheibe kann ftet3 auf der Welle der Windetrommel an- 
gebracht werben. 

3) Die Sperrklinken werben entbehrlih, da durd die Selbftthätigleit ver 
Bremfe, die durch Heruntergehen der Laft hervorgerufene Drehung der Welle 
verhindert wird, während die entgegengefegte Drehung derſelben und dadurch 
die Auftvidelung des Laftjeiles möglich bleibt. Im letzteren Falle vertaujhen 
ih die Spannungen S, und S, gegenfeitig, die Differenz der Momente 
Sn — Sg m wird nicht Null, hat vielmehr einen beveutend größeren Werth 
ala Kp, fo daß durch das Gewiht K des Bremshebel die Drehung in 
diefem Sinne nicht verhindert wird. 

& ſei X— 15 Rilogr.; p = 0,942”; m = n = 0,078"; a = 14; 
#= 0,18. Dann ift er = 2,21 und 
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F= 68,3 filogr, wenn beive Spannungen S, und S, durch K 
kervorgerufen werben müflen; 
F= 219,2 Riloge., wenn die Spannung S, durd) den Drehpunlt 
des Hebel gerichtet iR. 
Es ſei unter denfelben Berhältniffen F— 225 Kilogt., dann ift in 
Minimo 
K= 49,4 Kilogr. zur Erzeugung beider Spannungen, 
K= 15,4 Silogr. zur Erzeugung von S,. 
Für die Anordnung als Differentialbremfe ift: D 
n=erım— 2,21m, 
wobei der Hebel mitteljt einer Schraube feftgehalten und das Bremsband mit 
einem derartigen Drud gegen die Scheibe gepreßt wird, daß die notwendigen 
Spannungen S, und S, dadurch erzeugt werben. 
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Bon der Bewegung eines feften Körpers. 


Die Lage eines feften Körpers ift im Raume volltommen befannt, fobald 51 
die Lage dreier mit dem Körper feft werbundener, Punkte A, B, C, melde 
nit in gerader Linie liegen, gegeben ift, denn die Geftalt eines Körpers ift 
durch die gegenfeitige Entfernung der brei Punkte, ſowie durch bie Abftände 
aller übrigen Punkte von dieſen beftimmt, Aus der Bewegung dieſer brei 
Punkte kann man hiernach auf die Bewegung de3 Körpers jchließen. Bei 
der Bewegung eines Körpers beichreibt jeber feiner Punkte eine beftimmte 
Bahn, die al3 ein Polygon von unendlic Heinen Seiten angefehen werben kann, 
wobei wir uns vorftellen Tönnen, daß alle Punkte fih immer gleichzeitig in 
einem Gdpunfte des zugehörigen Polygons befinden, ſodaß alle Punkte gleiche 
zeitig die einzelnen Seiten ihres Polygons burdlaufen. Jede diefer aufeine 
ander folgenden Bewegungen, zu der ein Zeitmoment notwendig ift, heißt 
eine Glementarbewegung be3 Körpers. 

Bewegen fih die drei Punkte A, B, C des Körper in der Weile, daß 52 
die Dreiedsfeiten einander ftet3 parallel bleiben, fo werden fi aud bie Ver: 
bindungalinien der übrigen Punkte mit A, B, C parallel mit ſich ſelbſt bes 
wegen, und bie Verbindungalinie irgend zweier Punkte des Körper wird bei 
diefer Bewegung der urfprünglihen Richtung parallel bleiben. Eine derartige 
Bewegung beißt eine fortfhreitende (Translation). Sind die beiden 
Buntte M und N bei einer Translation, nad einem Beitmoment in die Lage 
M’ und N’ gefommen, fo ift hiernach MN M’N', und da ver Körper 
feſt fein fol, fo muß ud MN= M’N fein. Die Figur MM’ NN ift 
deshalb ein Barallelogramm, da die unendli Heinen Wege MM’ und NN’ 
als gerade Linien angefehen werben dürfen. Die unendlich Meinen Wege 
MM’ und NN’ find alſo parallel und glei, und da fie den Geſchwindig⸗ 
teiten der Punkte M und N bei ver vorausgefepten Tranzlation proportional 
fein müſſen, fo folgt daraus, daß bier alle Punkte des Körpers in demſelben 
geitpuntte dileſelbe Geſchwindigkeit haben, welche aud der Richtung nach 
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Hımiz Tata Zetitrmizen Arıziea halıa zur —— Venlte die: 
ielbe Grihwi⸗i⸗?zien, weihe ih in derieiben Earernxag ven ver Drehachſe 
kehrien. Tie Sxintigleit in der Enziermung 1 von der Drchedne, ti. 
elio der in ter Zeiteinteit beihriebene Trebwintel in Bogenmas ansgerrüdt, 
beißt cie Bintelgeihwintigteit des Körpers, weiße wir mit o be 
jeihnen werden. Tie Bunfte, welde ſich in ber Entiernung r von ber Dreh: 
adıfe befinden, haben hiernach bei ter gleikiermigen Rotation die Gejchwin⸗ 
digleit ra. Anftatt der Winlelgejchwindigleit benugt man in der Pragis zur 
Beſtimmung der ihnelleren oder langiameren Drehbewegung vie Anzahl der 
in einer Minute von dem Körper gemachten Umdrehungen. Die Beziehung 
zwiſchen u und @ iſt durch Formel 26 gegeben: 
u= 95493 @ 
@ = 0,1047 u. 
Bei der ungleihförnigen Notation lann nur von der Winkelgeſchwindig⸗ 
leit zu einer beftimmten Zeit t geſprochen werden und werftehen wir darunter, 
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analog dem Früheren, vie Winlelgeihwindigteit derjenigen gleihförmigen Dreh: 
bewegung, in welde die vorgelegte Rotation übergehen würde, wenn bie Ur: 
ſache der Ungleichförmigleit plöglih aufgehoben würde. Bei einer derartigen 
Drehbewegung iſt demnach wie früher die Geſchwindigkeitsänderung in Be: 
tracht zu ziehen, und werden wir diefe, wie die Winlkelgeſchwindigkeit, für die 
Entfernung 1 von der Drehachſe angeben. Diefelbe foll mit ı bezeichnet 
und bei gleihmäßig veränderter Rotation Wintelbefhleunigung des 
Körpers genannt werden. Bei der ungleihmäßig veränderten Dreh: 
bewegung konnen wir von ber BWintelbeihleunigung zu einer beftimmten Zeit t 
iprechen, und müflen darunter die Winfelbefhleunigung derjenigen gleihmäßig 
veränderten Rotation verftehen, in welche die ungleihmäßig veränderte über: 
gehen würde, menn bie Urſache der Ungleihmäßigteit plöglih in Wegfall kame. 
Die Beſchleunigung der Punkte in der Entfernung r von der Drehachſe iſt hier: 
nad gleih ru. 

Die beiven bis jept in Betracht gezogenen einfachen Bewegungen eines 
Körperd, die Tranglation und die Notation um eine feite Achſe, laſſen ſich 
unmittelbar aus den oben angenommenen Glementarbewegungen des Körpers 
beftehend. denfen, da bie bei einer unendlich Heinen Drehung von den Punkten 
bejriebenen Kreisbogen aud als gerade Linien angefehen werben dürfen. 

Zur Verleihung anderer complicirterer Bewegungen eines Korpers mit 
ber Glementarbewegung deſſelben beginnen wir mit der Bewegung einer ebenen 
Figur in ihrer Ebene. Es ift jederzeit möglich die Figur durch Drehung 
derfelben um einen in der Ebene liegenden Punkt aus ihrer Lage in irgend 
eine andere zu bringen. Es fein MN und PQ zwei verſchiedene Lagen 
einer und derjelben Linie ver zu 
betrahtenden Figur, und beide 
Linien mögen ſich in dem Punkte 
4A ſchneiden (Fig. 271). Der 
Punkt A gehört beiden Linien 
an, und zwar fei berfelbe, als 
Punkt der Linie MN angefehen, 
bei der Bewegung der Figur 
nah C auf PQ gelommen, wäb- 
send der Bunkt B der Linie MN 
jegt mit A zufammenfält. Nach 
dieſer Vorausfegung ift aljo BA 
= AC und der Mittelpuntt O 
des durch die drei Punkte B,A,C 
gehenden Kreiſes ift als der Dreh⸗ 
punlt anzuſehen, um den die Drehung der Figur ausgefuhrt werden muß, 
damit gleichzeitig B 'nah A und A nad C, die Linie MN alſo in die 
age von PQ gelangt. Da MN jede beliebige mit der Figur feit ver— 
bundene Linie vorftellt, fo ift dur diefe Drehung um O aud bie ebene 
Figur felbft in ihre neue Lage übergegangen. Hatten die beiden verſchiedenen 


Fig. 271. 
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übereinftimmt und deshalb die Geſchwindigkeit des Körpers genannt 
wird, Hiernach ift die fortireitende Bewegung eine® Körpers volllommen 
betannt, fobald die eines feiner Punkte gefunden ift, wobei die Geſchwindig⸗ 
keit nad Größe und Richtung in den aufeinanderfolgenden Zeitpunkten con- 
ftant oder veränderlid fein Tann. 

Behaupten zwei der drei Punkte A, B,C, 3. B. A und B, bei ber Be: 
megung des Körpers ihre urfprüngliche Lage, fo werden 'aud alle Punkte ver 
Verbindungslinie A B ihren Ort behaupten, während alle übrigen Körper: 
punte fih um dieſe Linie herumbewegen, alfo Areislinien beſchreiben, deren 
Ebenen normal zu AB ftehen, in welcher Linie zugleich die Mittelpunkte dieſer 
Kreislinien liegen. Cine derartige Bewegung des Körpers heißt eine Dreh⸗ 
bewegung (Rotation) um eine fefte Achſe AB. Es mögen bie beiden 
beliebig gewählten Buntte M und N des Korpers bei der Rotation um AB 
in dem nächften Zeitmomente nad) M” und N’ gelommen fein, fo haben die 
zu den Punkten gehörigen Radien, wenn wir bie Mittelpunfte der beſchrie⸗ 
benen Kreißbogen mit P und Q bezeichnen, bie Wintel MPM’ und NQN 
beichrieben. In der Kreisebene de3 Punktes N ziehe man Q V parallel PM 
und bezeihne die nad) der voraußgefegten Drehung angenommene Lage von 
QV mit QV, fo muß auch Q 7’ mit PM’ parallel, daher der Winkel 
VQV gleih dem Wintel M PM’ fein. Es kann aber au der Mintel 
VQN bei ver Drehung feine Größe nicht geänbert haben, muß aljo mit 
dem Winkel 9’ Q N’ übereinftimmen. Gubtrahirt man von den beiden letzten 
Winkeln das ihnen gemeinihaftlihe Stüd V’QN, fo erhält man VQ V' 
=NQN, alſo ud =MPM. 

Hieraus ergiebt fih daher, daß je zwei beliebig gemählte ober alle 
Punlte eines in Notation begeiffenen Körper während berjelben Zeit, gleiche 
Winkel um die Achſe beihreiben, deren Größe der Drehwinkel der Rotation 
genannt wird. Sind dieſe Drehwinkel in gleichen Zeiten gleich groß, fo 
heißt die Notation gleihförmig, im entgegengefegten Falle ungleid: 
fdrmig. Bei der gleihförmigen Rotation haben nur biejenigen Punkte die 
felbe Geſchwindigkeit, welche fih in derſelben Gntfernung von der Drehachſe 
befinden. Die Geſchwindigkeit in der Entfernung 1 von ber Drehadfe, d. i. 
alfo der in der Zeiteinheit beſchriebene Drehmintel in Bogenmaß audgebrüdt, 
beißt die Wintelgefhwindigteit des Körpers, welhe wir mit @ ber 
zeichnen werben. Die Punkte, melde fih in der Entfernung r von ber Dreb- 
achſe befinden, haben hiernach bei der gleihförmigen Rotation die Gejhwine 
digkeit ro. Anftatt der Winkelgeihwinbigfeit benupt man in der Bragis zur 
Beſtimmung der ſchnelleren oder langſameren Drehbewegung die Anzahl der 
in einer Minute von dem Körper gemachten Umdrehungen. Die Beziehung 
zwifhen u und o@ ift duch Formel 26 gegeben: 

u= 9,5493 0 
@ = 0,1047 u. 

Bei der ungleihförmigen Rotation kann nur von ‚ver Winkelgeſchwindig⸗ 

keit zu einer beftimmten Zeit t geſprochen werben und verſtehen wir darunter, 
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analog dem Früheren, die Winkelgeſchwindigkeit derjenigen gleihförmigen Dreh- 
bewegung, in welde bie vorgelegte Rotation übergehen würde, wenn bie Urs 
ſache der Ungleihförmigteit plöglih aufgehoben würde. Bei einer derartigen 
Drehbewegung iſt demnach wie früher die Geſchwindigkeitsanderung in Bes 
traht zu ziehen, und werden wir diefe, wie die Winkelgeſchwindigkeit, für die 
Entfernung 1 von der Drehachſe angeben. Diefelbe foll mit ı bezeichnet 
und bei gleihmäßig veränderter Rotation Wintelbefhleunigung des 
Körpers genannt werden. Bei der ungleihmäßig veränderten Dreh: 
bewegung tönnen wir von der Wintelbefhleunigung zu einer beftimimten Beit € 
ſprechen/ und müfjen darunter die Winkelbeſchleunigung derjenigen gleihmäßig 
veränderten Notation verftehen, in welche die ungleihmäßig veränderte über: 
gehen würde, wenn bie Urſache der Ungleihmäßigkeit plöglih in Wegfall käme. 
Die Befhleunigung der Punkte in der Entfernung r von der Drehachſe iſt hier⸗ 
nach gleih rı. 

Die beiden biß jegt in Betracht gezogenen einfahen Bewegungen eines 
Körpers, die Translation und die Notation um eine felte Achſe, laſſen ſich 
unmittelbar aus ben oben angenommenen Glementarbewegungen des Körpers 
beſtehend denken, ba bie bei einer unendlich Heinen Drehung von den Punkten 
beſchriebenen Kreisbogen aud als gerade Linien angefehen werben dürfen, 

Zur BVergleihung anderer complicirterer Bewegungen eines Körpers mit 
der Glementarbewegung vefielben beginnen wir: mit ber Bewegung einer ebenen 
Figur in ihrer Ebene. Es ift jederzeit möglich die Figur durch Drehung 
derfelben um einen in der Ebene liegenden Punkt aus ihrer Lage in irgend 
eine andere zu bringen. Es fein MN und PQ zwei verſchiedene Lagen 

A einer und berjelben Linie der zu 

die. at. betrachtenden Figur, und beide 

PN Linien mögen fi in dem Punkte 

4A ſchneiden (Fig. 271). Der 
Punkt A gehört beiden Linien 
an, und zwar fei berfelbe, als 
Punkt der Linie M N angefehen, 
bei der Bewegung der Figur 
nah C auf PQ gelommen, wäh: 
end der Punkt B ver Linie MN 
jegt mit A zufammenfält. Nach 
dieſer Vorausfegung ift alſo BA 
= AC und der Mittelpuntt O 
Fi des durch die drei Punkte B,A,C 
gehenden Kreiſes ift als der Dreh⸗ 

punkt anzufehen, um den die Drehung der Figur ausgeführt werden muß, 
damit gleichzeitig B 'nah A und A nad C, die Linie MN alſo in bie 
Lage von PQ gelangt. Da MN jeve beliebige mit der Figur feft ver- 
bundene Sinie vorftellt, fo ift durch diefe Drehung um O aud die ebene 
Figur ſelbſt in ihre neue Lage übergegangen. Hatten die beiden verſchiedenen 
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übereinftimmt und deshalb die Gefhmwindigleit des Körpers genannt 
wird. Hiernach ift die fortichreitende Bewegung eine Körpers vollfommen 
befannt, fobald die eines feiner Punkte gefunden ift, wobei die Geihmwindig: 
keit nad) Größe und Richtung in den aufeinanderfolgenden Zeitpunften con: 
ftant oder veränderlih fein kann. 

Behaupten zwei ber drei Punkte A, B, C, 3. B. A und B, bei ber Be: 
wegung des Körpers ihre urfprüngliche Lage, jo werden 'aud alle Punkte ver 
Verbindungslinie A B ihren Ort behaupten, während alle übrigen Körper: 
punkte fih um diefe Linie herumbewegen, aljo Kreislinien beſchreiben, deren 
Ebenen normal zu AB ftehen, in welcher Linie zugleih die Mittelpuntte dieſer 
Kreiglinien liegen. ine derartige Bewegung des Körpers heißt eine Dreh: 
bewegung (Rotation) um eine feite Achſe AB. Es mögen bie beiden 
beliebig gewählten Punkte M und N des Korpers bei der Rotation um AB 
in dem nädjiten Zeitmomente nad M” und N’ gelommen fein, fo haben die 
zu den Punkten gehörigen Radien, wenn wir die Mittelpunkte der befchrie: 
benen Kreisbogen mit P und Q bezeihnen, die Wintel MPM’ und NQN 
beſchrieben. In der Kreigebene des Punktes N ziehe man Q V parallel PM 
und bezeichne die nach der vorausgefegten Drehung angenommene Lage von 
QV mit QV’, fo muß aud Q V’ mit PM’ parallel, vaher der Winkel 
VQV’ glei dem Winkel M PM’ fein. Es kann aber auch der Wintel 
VQN bei der Drehung feine Größe nicht geändert haben, muß alſo mit 
dem Winkel 7’ Q.N’ übereinftimmen. Subtrahirt man von den beiden letzten 
Winkeln das ihnen gemeinihaftlihe Stüd V’QN, fo erhält man VQ V' 
=NQN, alſo ud =MPM. 

Hieraus ergiebt fih daher, daß je zwei beliebig gewählte ober alle 
Bunkte eines in Rotation begrifienen Körpers während derſelben Zeit, gleiche 
Winkel um die Achje beichreiben, deren Größe der Drehwinkel der Rotation 
genannt wird. Gind dieſe Drehwinkel in gleichen Zeiten gleich groß, fo 
beißt vie Rotation gleihförmig, im entgegengefegten Halle ungleich: 
fdrmig. Bei der gleichförmigen Rotation haben nur biejenigen Punkte die: 
felbe Geſchwindigkeit, melde fih in derfelben Entfernung von der Drehachſe 
befinden. Die Geſchwindigkeit in der Entfernung 1 von ber Drehachſe, d. i. 
alfo der in ver Zeiteinheit bejhriebene Drehwinkel in Bogenmaß ausgedrüdt, 
heißt die Wintelgefhwindigteit des Körpers, welde wir mit @ bes 
zeichnen werden. Die Punkte, melde ſich in der Entfernung r von ber Dreh: 
achſe befinden, haben hiernad bei der gleichförmigen Rotation die Geihwins 
digkeit r ©. Anftatt der Winkelgeſchwindigleit benugt man in der Praxis zur 
Beflimmung der fchnelleren oder langjameren Drehbewegung die Anzahl der 
in einer Minute von dem Körper gemachten Umdrehungen. Die Beziehung 
zwifhen u und o ift duch Formel 26 gegeben: 

u= 9,5493 0 
@ = 0,1047 u. 

Bei der ungleihförmigen Rotation kann nur von der Winkelgeſchwindig⸗ 

feit zu einer beftimmten Zeit t geſprochen werben und verftehen wir darunter, 
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analog dem Früheren, die Winkelgeſchwindigleit derjenigen gleihförmigen Dreh: 
bewegung, in welche die vorgelegte Notation übergehen würde, wenn die Ur: 
fahe der Ungleihförmigteit plöglih aufgehoben würde. Bei einer derartigen 
Drehbewegung iſt demnah wie früher die Geſchwindigkeitsänderung in Be: 
trat zu ziehen, und werben wir dieſe, wie die Winkelgeſchwindigkeit, für die 
Entfernung 1 von der Drehachſe angeben. Diefelbe fol mit ı bezeichnet 
und bei gleihmäßig veränderter Rotation Wintelbefhleunigung des 
Körpers genannt werden. Bei der ungleihmäßig veränderten Dreh: 
bewegung önnen wir von der Winkelbejhleunigung zu einer beftimmten Zeit & 
ſprechen und müſſen darunter die Winkelbeſchleunigung derjenigen gleichmäßig 
veränderten Rotation verſtehen, in welche die ungleichmäßig veränderte über- 
gehen würde, wenn die Urfahe der Ungleihmäßigkeit plöglih in Wegfall käme. 
Die Befchleunigung der Punkte in der Entfernung r von ber Drehadjfe iſt hier: 
nach gleih rı. 

Die beiden bis jegt in Betracht gezogenen einfachen Bewegungen eines 
Körper, die Translation und die Notation um eine fefte Achſe, laſſen ſich 
unmittelbar aus den oben angenommenen Clementarbewegungen des Körpers 
beftehend. denken, da die bei einer unendlich Heinen Drehung von ven Punkten 
beſchriebenen Kreisbogen aud als gerade Linien angejehen werden dürfen. 

Zur Vergleihung anderer complicirterer Bewegungen eines Körper mit 
der Glementarbewegung befielben beginnen wir mit der Bewegung einer ebenen 
Figur in ihrer Ebene. Es ift jederzeit möglich die Figur buch Drehung 
derfelben um einen in der Ebene liegenden Punkt aus ihrer Lage in irgend 
eine andere zu bringen. Es feim MN und PQ zwei verſchiedene Lagen 

J einer und derſelben Linie der zu 

Bis. 271. betrachtenden Figur, und beide 

Linien mögen ſich in dem Bunte 
4A ſchneiden (Fig. 271). Der 
Punkt A gehört beiden Linien 
an, und zwar fei verfelbe, als 
Punkt der Linie MN angefehen, 
bei ver Bewegung der Figur 
nah C auf PQ gelommen, wäb- 
vend der Punkt B ver Linie MN 
jegt mit A zufammenfält. Nach 
diefer Vorausfegung ift alfo BA 
= AC und der Mittelpuntt O 
des dur bie drei Punkte B,A, C 
gehenden Kreijes ift als der Dreh⸗ 
punkt anzufehen, um den die Drehung der Figur ausgeführt werben muß, 
damit gleichzeitig B 'nah A und A nah C, bie Linie MN alſo in vie 
Lage von PQ gelangt. Da MN jede beliebige mit der Figur feſt ver: 
bundene Linie vorftellt, fo ift durd diefe Drehung um O aud die ebene 
Figur ſelbſt in ihre neue Lage übergegangen. Hatten die beiden verſchiedenen 
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eagen MN zu P derjelben Linie einem Pankı mit einander gemein, 
waren fie alio parallel ster Aelen Az zuizmmen, jo geht die Trehung um 
ven Punkt O im eine Trebung um einem im ber Unendlichleit gelegenen 
Yankt über, d. h. tie Rotation wird abet zu einer Immslation GB iR bei 
der vorigen Unteriubung tie Zeit, weite zur Ueberfübrung ver Linie MN 
im vie Sage PA netbwendig dt, gar wiät in Bettacht gezogen werben, jo 
daß die Refultate für unenelih Heime Zeiten in Anwentung gebracht werben 
dürfen, während welcher die Figur jetesmal aus ihrer Sage in bie nachſt⸗ 
folgenve übergeführt wirt. Für jede tiefer ımentlih Beinen Drebungen 
wird im Allgemeinen der Trebrunkt O jeinen Ext in ter Ebene wehieln, 
fo daß der jedesmalige Trebpunkt mur für einen Zeitmoment bennpt werben 
darf und deshalb augenblidlihes Centrum ver Rotation (Momentans 
centrum) genannt wird. Dieſe mmentlih Heinen Trehungen find volllemmen 
identiſch mit den Glementarbewegungen der Figur, jo daß hiernad eine Figur 
aus ihrer Lage in irgend eine andere, in verielben Ebene gelegene, durch 
Glementarbewegungen fibergeführt werben fann, welche durch unendlich Heine 
Drehungen um verjhiedene Punkte der Ebene erjept werben können. Kennt 
man die Richtungen der Gejhwindigleiten zweier Punkte der Figur zu ber: 
felben Zeit £, fo werden vie Normalen zu den Geſchwindigleiten fih in dem 
augenblidlichen Gentrum jdmeivden. Gind vieje beiden Normalen parallel, jo 
findet in dieſem Augenblid Translation ftatt. Es feien (Fig.272) O,0,, O2, Os--- 
die aufeinander folgenden Drehungsmittelpunfte 
Big. 272. für die in der Ebene ſich fletig bewegende 
Figur, und zwar mögen die Drehmwintel, ven 
einzelnen Drehmittelpunkten entiprehend, mit 
@, &, &g, Og... bejeihnet werden. Man 
bilde das Polygon O O, O2 Oy..., trage 
an OO, den Bintel « und mahe OPR=00,; 
trage an OP, ben Binfel OO, O,, an PM 
den Winkel &, und made P, Pa, = 0, O5; 
trage an P, P, den Winkel O, 0, 0,, an 
P,N ven Winkel &, und made P,P,=0,0;; 
R) trage an P, P, den Winkel 0, 0, 0,, an 
P;Q ven Winkel &, u. |. w., fo entiteht ein 
0» zweites Polygon OP, PyPz..., das mit 
dem eriten den Punkt O gemein hat. Wir 
denken dies zweite Polygon mit der fih bewegenden Figur feft verbunden 
und die Drehungen um die Punkte O, O,, Og, Os ... ausgeführt, fo werben 
die Bunte P), Py, Ps... nah und nad in die Punkte Oy, Oz Op... fallen, 
d. h. bei der Bewegung der Figur rollt das Polygon OP, Pa Ps... auf 
dem Polygon OO, O5 05 und umgefehrt, wenn diefe rollende Bewegung 
hervorgerufen, wird die ebene Figur die ihr in der Ebene vorgefchriebene Be: 
wegung vollführen. Fur eine ftetige Bewegung einer ebenen Figur in ihrer 
Ebene hat man daher den geometriſchen Ort der Momentancentra O, O,, Og, O, .. 











Drehung um einen feften Punlt. 287 


zu beftimmen, dann den geometriſchen Ort derjenigen Punkte O, P), Pu, Ps... 
der Figur aufzufuchen, melde nad und nad mit diefen Drehmittelpuntten zus 
fammenfallen; die Bewegung ift dann duch das Rollen des legten Drtes 
auf dem erften gegeben. Im Allgemeinen werben beide geometriſchen Orte 
krumme Linien fein. 

Sieht man die bisher bewegte ebene Figur F als den Duerfänitt eines 
Körper3 an, und macht man die Vorausſetzung, daß diefe Ebene F bei der Bes 
megung des Körpers jederzeit einer feften Ebene E im Raume parallel bleibe, 
fo bewegen fih alle Punkte des Körpers in Linien, die diefer Ebene 
E parallel laufen, und die Bewegung des Körpers ift vollitändig beftimmt 
durch die der Figur F. Die augenblidlihen Drehungsmittelpuntte werden zu 
Durchſchnittspunlten der augenblidlihen Drehungsahfen (Momentan 
achſe der Rotation), welhe normal auf F und E ftehen. Die Rollcurven 
00, 0205... und OP, PP... find die Durchſchnittslinien zwiſchen 
zwei zu F und E normal ftehenden cylindriihen Flachen und dem Duers 
ſchnitt F des Körpers. Hieraus ergiebt fih, daß biefe beſondere Bewegung 
des Körpers auf das Rollen einer mit dem Körper feft verbundenen 
eplindrifhen Flache auf eine andere unbewegliche cylindrifhe 
Flache zurüdgeführt if. 

Liegt die in Bewegung befindfihe Figur F nit in einer Ebene, fon 
dern auf einer Kugelfläche vom Mittelpuntt ©, fo denken wir durch die ſphä— 
riſche Figur einen größten Kreis gelegt und biefen mit ver Figur feſt ver- 
bunden. Die Elementarbewegung dieſes größten Kreiſes auf feiner Kugels 
flähe befteht in einer Drehung um eine Gerade, welche durch einen gewiſſen 
Punkt der Kugelflähe gebt und auf der Ebene des größten Kreifes normal 
fteht. Eine derartige Achſe ift aber Durchmeſſer der Kugel, da bie in den 
einzelnen Punkten des größten Kreifes errichteten Rormalen fi in dem 
Mittelpunkt ſchneiden, diefer alfo das Momentancentrum ift. Es befteht dem: 
nad die Elementarbewegung eines größten Kreiſes, ſowie bie der damit feſt⸗ 
verbundenen fphäriihen Figur auf ihrer Kugelfläche in einer Drehung um 
einen Durchmeſſer der zugehörigen Kugel. Betrachten wir die fphärifche. 
Figur als den Durchſchnitt einer Kugel mit einem in Bewegung befindlichen 
Körper, der den Mittelpunkt O der Kugel als feften Punkt enthält, fo wird 
fih die Elementarbewegung des Körpers aus den Elementarbewegungen der 
ſphaͤriſchen Figuren ergeben, welche auf Kugelflächen liegen, die ſammtlich 
den Punkt O zum Mittelpunkt haben. Die fphäriihen Figuren können fi 
nur auf ber zugehörigen Kugelflähe veridieben, ihre Elementarbewegungen 
find erfegt durch Drehungen um den Durchmeſſer der Kugel, und es kann deshalb 
aud der ganze Körper mit dem feiten Punkte O aus einer Lage in bie 
nädftfolgende duch Drehung um eine durch O gehende Achſe gebracht werben. 
Bei der ftetigen Bewegung des Körpers gehen demnach die Momentanachſen 
der Drehung ſämmtlich durch den feiten Punkt O und beitimmen deshalb in 
ihter Aufeinanderfolge den Mantel eines Kegels. Denkt man fih nun mit 
dem Körper eine Reihe von ftarren geraden Linien feft verbunden, melde bei 
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ver Bewegung des Körpers nah wnr nah mit den Momentanadien juiımmen- 
ixlen, jo bilden aud dieie eine NKegefflite, teren Srite mit ter aus den 
Momentanadiien gebilveten Kegellite zuiımmenjält un es Lem temmadb 
die Bewegung eines Körpers, der einen icken Punkt enthält, je aufge 
fabt werten, als werde jie durh Das Abrollen einer mit tem Körper 
feſt verbundenen Kegeliläbe auf einer altern mnbemwegliden 
Regelilähe hervorgerufen. Die Spige ver beiten Kegel iR der feſte 
Bunt; die jedesmalige Berührungslinie beider Kegelfläden iR die angenbfid- 
liche Txcehadjie. 

55 Bir lommen jegt zur ganz beliebigen Bewegung des Sörpers, bei 
welcher bie drei nicht in gerader Linie gelegenen Punkte A, B,C deſſelben nad) 
der Bewegung an die Orte A’, B’,C’ gefommen fein mögen. 

Es ift jederzeit möglich, die Lage des Körpers durd eine Translation in der 
Beife zu verändern, daß dabei der Punkt A nad) A’ rüdt. Dann beihreiben 
fämmtlihe Punkte des Körpers Wege, welde dem Wege AA’ glei und 
parallel find. Die beiden nod in Betracht zu ziehenden Punlte B und C 
mögen dabei nad) B, und C, gelommen jein. Rad) der Borausjegung follen 
fich aber die Bunte B und C in B’ und C’ befinden, ſobald A nah A’ 
gelommen; e3 muß ſich deshalb mit dem Körper eine zweite Bewegung machen 
laſſen, welhe ohne die Lage von A’ zu ändern, die Punlte B, und C, 
nad) B’ und C* bringt. Dies kann nur durch Rotation geihehen, und zwar 
muß bie dazu gehörige Drehachſe MN, va A’ feinen Plat behaupten joll, 
durch diefen Punkt A’ gehen. Es ift hierdurch bewiefen, daß jede beliebige 
Bewegung eines Körpers, bei welcher die Punlte A, B, C nad A’, B', C’ 
gelangen, erjegt werben Tann: “ 

1) durd eine fortfdreitende Bewegung von A nad A’ und 

2) dur eine Drehung um eine durch A’.gehende Drehachſe MN. 

Denkt man durch A eine Drehachſe parallel MN gelegt, führt um dieſe 
die betrefjende Drehung aus und läßt dann die entſprechende Translation 
folgen, fo müfjen vie Punkte A, B, C ebenfalls in ihre neue Lage A’, B', 0’ 
gelommen fein. Andererſeits läßt ih die Bewegung ebenfo gut von dem 
Punlte B, von dem Punkte C oder von irgend einem andern beliebigen 
Bunkte des Korpers aus beginnen, woraus ſich ergiebt, daß die Weberfüh- 
tung eines Korpers auß einer Lage in feine. nachfolgende durch die beiden 
aufeinander folgenden Bewegungen auf fehr mannicfaltige Weiſe ausgeführt 
werden kann. 

Die ftetige Bewegung eines Korpers mährend ber beliebigen Beit t läßt 
fi) hiernach beftehend denken aus der im Allgemeinen krummlinigen Trans: 
lation AA’ A” A”... eines beliebigen Punktes A in Verbindung mit einer 
continuirlihen Drehung um Achſen, welhe durch die aufeinander folgenden 
Punkte 4’, A”, A"... gehen. Bei dieſer Bewegung fallen mit den durch 
A', A", A"... gelegten Drehachſen a, a", a”... gewiſſe Linien B', ß", B""... 
des Korpers zufammen, und da A bei feiner Bewegung allmälig in bie 
Achſen a’,a',a”... gelangt, fo muſſen dieſe Linien B,ß",ß”..., um 
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mit den Achſen nah und nad zufammenfallen zu können, ſammtlich duch A 
geben, aljo den Mantel eines Kegels bilden. Ziehen wir durch A’, dem 
Punkte der Achſe a’, nod Parallelen mit ven übrigen Drehachſen a”, a”... 
fo bilven dieſe ebenfall® den Mantel eines Kegels, und ertheilen wir ver 
Spige dieſes zweiten Kegel die Translation A’, A”, A” ..., fo fallen 
defien Seiten nah und nad) in die Richtung der Drehadfen, und in die der 
Seiten B',ß”,ß""... des eriten Kegels. Rollt daher ver erfte Kegel auf 
diefem zweiten, und befigt die Spige des legteren dabei die Translation 
4,4”, A" ..., fo gelangt der Adrper nad) und nad) in feine verfhiedenen 
Lagen. Hieraus ergiebt fi das Geſetz: 

I. Die Bewegung eines feiten Körpers ift übereinftimmend 
mit dem Rollen eined dem Körper angehdrigen Kegels auf einem 
anderen gleichfalls bewegliden, aber nit dem Körper angehd» 
tigen Kegel, welder eine Translation befigt, die durh die Bahn 
der Spige des erſten Kegels beftimmt ift. 

Die oben angebeuteten, in mannigfaltiger Weife auszuführenden zufam: 

. mengehörigen XTranslationen und Rotationen, um bie Lage eines Körper# in 
die nächftfolgende umzuändern, follen im Folgenden einer weiteren Unterfur 
dung unterworfen werden. 

Zieht man durch B eine mit MN parallele Linie PQ, fo gelangt 
dieſe durch die Translation A A’, unter Erhaltung ihrer mit MN parallelen 
Rihtung, mit B nad) B, und durd die nachfolgende Rotation um MN 
tommt B, nad) B' und PQ geht vann ebenfalls durch B'. Da aud wäh 
tend der Rotation die Linie PQ ihre Richtung nicht verändert, fo folgt 
daraus, daß die Linie auch duch die Translation 3 B’ in dieſe Lage kommen 
und daß eine darauf folgende Rotation des Korpers um PQ als Drehachſe, 
die Punkte A und C in ihre neuen Lagen A’ und C’ und dadurch aud den 
Körper in die neue Lage bringen würde. Hiernad find alle den verjhiedenen 
Tranglationen AA’, BB’, CC’... entſprechenden Drehachſen einer gemeins 
ſchaftlichen Richtung parallel. Nachdem die Translation AA’ außges 
führt, muß der Körper nur noch um die Linie MN als Drehachſe rotiren 
und ſich dabei parallel einer zu MN normalen Ebene bewegen. Die ſammt⸗ 
lichen Punkte des Körpers find aljo fhon durch die Translation A A’ in eine 
folhe Lage gebracht, daß jie fi im denjenigen Ebenen, normal zur Dreh: 
achſe, befinden, welde für fie, bei der neuen Lage des Korpers, ein 
geometrifcher Ort ift. Dafielbe muß bei jeder anderen Translation BB’, CC’... 
eintreten, da die betreffenden Drehachſen der Richtung nach übereinftimmen. 
Hieraus folgt, daß die verſchieden möglichen Rotationen um die parallelen 
Drehachſen MN, PQ... fih nur um eine Translation, normal zur gemeins 
ſchaftlichen Drehachſenrichtung, von einander unterf&eiden, daß fie dagegen in 
der Größe des Drehwinkels und in dem Sinne der Drehung mit 
einander übereinftimmen. J 

Ein zur Drehachſe M N normal gelegter Schnitt Z des Korpers bewegt 
ſich bei ver Translation AA’ parallel mit ſich felbft um eine Strede, welche 
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20 Deiser Wider 8 Sapint 
der Sejecien ven AA’ ui die Tube MV ib Sm Damgen mir 
wie Dewezunz web fürper: Lageger mit dur mare Tramäluien, +2. 
mit BB’ an, ie mı5 er smırırememe Sei E wazenh im iejelbe 
Lage gekizht werten iex, ı'c zeelie Ettede jerütyelee haben Dies gilt 
für jede kelichige aadere Irzutlise, wer: feig, ans wie Prejectionen 
wer verikienenen Zrauölziem AA’. BB. C'... zii ie Duebadijenrichtung 
jammtlih gleite Griie tin 

Unter ten unenzCh viden Bewepsuea wea jrummerzehörigen Trans: 
latienen unz Retziirmen, truck tie cm Siter zw jeimer geraie vorhan⸗ 
denen Lage in tie wittslzenze äbvrgefäbt werten fzem, giebt & num nad) 
den vorkchenzen Auztüıınzereguusen eine z:2; beitimmse Bewegung, welche 
fo beichanſen it, zus die for<reitenne Bewezunz parallel wer Retations- 
adie erfolgt uud gleich ik der Projedien von AM, BB’, CC... auf die 
Iegtere. Wan Lınn bieraah den Sörver aus ver Lage 4,B,C im die Lage 
A, F, C tringen: 

jy darch eine inricreitende zur 

2) durd) eine darani iolgente drchende Bewegung, deren Adhie dieſelbe 
Aichtung, wie die fertitreitente Bewegung hat. 

& jei Fig. 273 A einer der Pımfte des Kervers, der im Bezug auf 
vie augenblidlihe Drehadhie MN eine Translation z umdb eine Rotation mit 

Zi. dem Drehwinlel 9, beſirt. Ju Folge dieſer 
dia zweiiahen Jmaniprudnahme des Punlies A 

legt derjelbe zuerf vermöge der fortjdjreitenden 
Bewegung ven Beg Aa parallel der" Dreh: 
adie MN zuid umb beiäreibt dann um 
diefelbe, in einer zur Achſe normalen Ebene 
einen Kreisbogen vom Mittelpunltswinkel 9, 
wodurch der Punkt A in feine darauf folgende 
Lage A’ gelangt. Dafielbe Refultat Läpt ſich 
erzielen, wenn wir den Punlt zuerft durch die 
Rotation den Bogen AB und darauf durch 
die Translation den Weg BA’ zurüdlegen 
laſſen. Beide Bewegungen find zueinander 
normal gerichtet, ftimmen deshalb nicht mit 
der vorausgejepten Glementarbewegung des Punktes überein, die vielmehr eine 
äinzige gerade Linie fein fol. Denken wir jevod den Punkt A, wie es in 
der That ift, mit beiven Bewegungen zugleich behaftet, jo durchläuft der 
Bunkt A in unmittelbarer Folge den Weg AA’, welher als geradlinig ber 
trachtet werden darf und nun unmittelbar die betreffende Glementarbewegung 
des Punktes A liefert. Die Linie AA’ ift eine Schraubenlinie und es ber 
wegen ſich deshalb die einzelnen Punkte eines Körpers, bei dem Uebergang 
aus einer Lage in die nachſtfolgende in Schraubenlinien, welde fämmtlid 
die augenblidliche Drehachſe gemeinſchaftlich und gleihe Sanghöhe haben. 
Da aber um viefelbe, bei Beſchreibung der Schraubenlinien, nicht bloß eine 
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Drehung, fondern aud ein Fortſchieben der Punkte in Richtung dieſer Achſe 
fattfindet, fo nennt man biefelbe die augenblidlihe Acje der Drehung 
und Verfhiebung (Momentanadfe der Rotation und Translation, Gentrals 
achſe der Bewegung). 

Bei dem Uebergang des Korpers aus einer Lage in bie naächſt⸗ 
folgende bejchreiben, wie oben nachgemwiefen, die einzelnen Punfte Schrauben: 
linien, die derſelben Centralachſe der Bewegung angehören; hiervon machen 
jedoch diejenigen Punkte eine Ausnahme, welche zu dieſer Zeit zufällig in 
der Centralachſe felbft liegen, die in diefem Zeitmomente bloß eine forts 
fhreitende Bewegung befigen. Bei der continuirlihen Bewegung des Körpers 
während einer beliebigen Zeit £ befchreiben nah dem Vorſtehenden die ein: 
zelnen Punkte Schraubenlinien, deren Achfen fi der Lage nah von Moment 
zu Moment ändern können. Zwei aufeinander folgende Gentralahfen der 
Veregung find im Allgemeinen windfhiefe Linien, fodaß die fämmtlichen 
Gentralahfen der Bewegung eine windſchiefe Fläche bilden, um deren 
Seiten die Punkte des Körpers, bei feiner Bewegung, unendlich Heine Schrauben: 
bewegungen volljühren. Bezeichnen wir diefe Centralahjen mit a’, a”, «'""..., 
fowie diejenigen geraden Linien des Körpers, melde in den einzelnen Zeit 
momenten in bie betreffende Centralachſe falen, um welche die Schraubens 
bewegung erfolgt, mit B',ß",ß"'..., fo erben auch dieſe Linien in ihrer 
Aufeinanderfolge eine zweite windſchiefe Fläche beftimmen. Dieſe beiden wind: 
ſchiefen Flächen haben während der Bewegung die zufammenfallenden Seiten 
a’ und ß', a” und B", «” und 8” gemein, und da durch die Schrauben: 
bewegung um a’, ß"” in die Achſe a” gelangt, wobei B’ die Achſe a’ erſt 
dann verläßt, wenn das Bufammenfallen von ß" und a” eingetreten ift, jo 
haben in diefem Moment beide Flächen zwei aufeinander folgende Erzeugungss 
finien, aljo au das dazwiſchen liegende Flachenelement miteinander gemein, 
d. h. die beiden windſchiefen Flächen berühren fi in den zufammenfallenden 
Sinien a’ B', «" 8", «"" B"" ..., wobei ß' längs «', ß” längs a", B"' längs a". 
in dem betreffenden Augenblid eine fortfchreitende Bewegung befipt. Hieraus 
ergiebt fih als zweites Geſetz für die beliebige Bewegung eines Körpers: 

HM. Die Bewegung eines feften Körpers ift übereinftimmend 
mit dem Gleiten und Rollen einer dem Körper angehörigen 
windſchiefen Fläche auf einer zweiten beftimmten unbeweglihen 
windfhiefen Flähe des Raumes. 

Diefe windſchiefen Flachen werden zu Kegelflächen, wenn ber Körper feine 
Bewegung um einen feiten Punkt ausführt ($. 54), dagegen gehen biefe 
Flächen in Eylinverflähen über bei der Bewegung eines Körpers parallel 
einer feften Ebene ($. 53). 

Nachdem in den vorigen Paragraphen die verjhievenartigen Bewegungen 56 
eines Körpers in rein geometriſcher Beziehung entwidelt, gehen wir jept zur 
Ableitung der Geſehe über, denen die an dem Körper wirkſamen Kräfte dabei 
Folge leiften müfen. Die einzelnen Punkte eines Körpers mögen die Maffen 
My, Mg, Mg... haben, und den Aräften P,, Pa, Pz..., die nad) beliebigen 
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Nittungen wirfen, zu Angriiispunfıen dienen. Tie Sräjte Eümmen auf die 
einzelnen Bunfte nicht in ver Weile wirfen, als wenn wiejelben volllommen 
frei wiren, es werten die Bewegungen der einzfinen Banlıe vielmehr in einer 
gewifien Athängigteit von einanzer fteben münen. Siernach baben die Kräfte 
bei einem ichen Eyitem von muteriellen Punkten eine doppelte Aufgabe, 
einmal vie Abhängigteit der einzelnen Punkte ven einander aufzubeben, d. h. 
die inneren Kräfte zu vernidten, und bamm die Bewegung eines jeden 
Bunktes jo einzurihten, als ob verielbe volltommen frei wäre. 

Tie Kräfte, welhe bei ter erielzten Bewegung des Körpers den frei 
gedachten Wafienelementen m, my my... vie beziehlihen Bewegungen er: 
theilen, wollen wir mit V,, Vz, Pz... bejeidmen. 

Ban denle an m, zwei Kräfte, jede gleich V), angebracht, die ſich ein: 
ander aufheben, die aljo nach entgegengejegter Richtung wirlen, dabei aber 
eine jolde Lage haben, daß die eine verielben die erfolgte Bewegung der 
Mafie =, hervorruft. In diefem Falle wird die andere der gleihen Kräfte, 
im Verein mit der urjprünglihen Kraft P,, die mit m, in Beziehung 
ftehenvden inneren Kräfte vernichten. 

In ähnlicher Weiſe verjahre man mit jedem Majienelement, fo erhält 
man anftatt ver gegebenen Kräfte P), Pa, Pz-.. zwei Gruppen von 
Kräften, ohne daß der urjprünglid gegebene Zuſtand geändert worden wäre. 
Die erfte Gruppe, aus den Kräjten + 9, + 9 + 9, +94... be 
ftehend, bewirkt die Bewegung des Syſtems, hat aljo die Trägheit der ein: 
zelnen materiellen Punkte zu überwinden. Die Kräfte beißen deshalb be: 
wegende Kräfte. Die zweite Gruppe beiteht aus den gegebenen Kräften 
Pj, Pa, Pz... und ven entgegengejegten bewegenden Kräften, — Vı, 
— 9, —Pz..., die wir Gegenkräfte nennen wollen. Dieſe Gruppe 
muß die inneren Kräfte vernichten und muß deshalb unter ſich im Gleich- 
gewicht fein, da die inneren Kräfte ſich felbft das Gleichgewicht halten, 
fo lange das Syſtem ein feites bleibt, was wir hierbei immer voraugjegen. 

Für die obige Anordnung find daher die gegebenen Kräfte Pu, 
Pa Pz..., und die Gegenkräfte — Vie, — Va — Vz... unter fih 
im Gleichgewicht. Dies Gejep heißt das Princip von d’Alembert. 

Die bewegenden Kräfte + Vs, + Ya, + Vz... fommen volltommen 
zur Wirkung, fie lafien fih daher in jedem Moment nah $. 38 ver 
einigen, wodurch man eine Rejultate Z, und ein Paar vom Momente 
Qı gı erhält. 

Die Refultante R, bewirkt die fortihreitende, das Paar Q, g, dar 
gegen die drehende Bewegung, melde beive in einem freien Syſteme im 
Allgemeinen zugleich hervorgerufen werben können. 

Die Gegenkräfte geben in abjoluter Hinfiht natürlih dieſelbe Refultante 
R, und bafjelbe vefulticende Paar Q, g, wie die bewegenden Kräfte, durch 
entgegengefegte Zeichen werben ſich beide Refultate allein von einander unter: 
ſcheiden. Bezeihnen wir nod die Refultante und das tefultivende Paar der 
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gegebenen Kräfte P, Pa, Pa... mit R und Qg, fo ſpricht ſich das Princip 
von d’Alembert durch folgende Gleihungen aus: 
R—Ra=0 
a—-44=0 
| worin R durch feine Componenten X, Y, Z in den Coorbinatenadhfen, und 
|  Qg durch die Paare LI, Mm, Nr in vn Y Zr, X Ze, X YrCbenen ge: 
fegen, erfegt werben Tönnen, während die Werthe für Z, und Q,g, aus 
| 


(120) 


der wirklich ftattfindenden Bewegung der einzelnen Punkte abgeleitet werben 
müfen, 

Gefegt es fei bei der in Betracht zu ziehenden Bewegung, in dem 57 
Augenblid, eine Vereinigung von Qg und R zu einer Gefammtrefultante R 
möglih, fo legen die einzelnen Punkte in diefem Zeitmoment gleiche und 
patallele Wege zurlid. 

Die bewegenden Kräfte + 97, + Vꝛ, + Vz... ., welche die Trägheit 
der einzelnen Punkte überwinden, ebenfo wie die durch die- Trägheit hervor- 
gerufenen Widerftände — Vꝛ, — 92, — Vz... find hiernach als parallel 
aufzufaffen und durch die Summe der einzelnen Widerſtande zu erfegen. Es 
ift demnad für diefen Fall 2, = Z V,, welde Mitteltraft in dem Schwers 
punkt des Körpers ihren Angriffspunft hat. In Folge der gleihen und pas 
zallel zurüdgelegten Wege fämmtliher Punkte ift für diefe eine gemein 
ſchaftl iche Gefhwindigkeitsänderung 5 in Rehnung zu bringen. Der Wider: 
ftand, den ein materieller Punkt von der Mafje m, der gerablinigen Bere: 
gung entgegenfegt, oder die bewegende Kraft für dieſe Bewegung, ift bei ver 
Xcceleration 5 gleih m, j, daher ift der Gefammtwiderftand, den der Körper 
der Bewegung in diefem Augenblid entgegenftelt 5 (m + m + m} +...) 
=j.Em,. Segen wir no ftatt der Summe der Mafjen der einzelnen 
Punkte, die Geſammtmaſſe M des Körpers, fo ift für diefen Fall: 

R=Mj .... 20.2. (121) 
oder löfen wir R in die brei Componenten X, y, zZ z auf und erfegen 5 duch 
die Geſchwindigkeitsanderungen 52, jy,j, in den drei Achſen, fo erhalten wir 
als Bewegungsgleihungen für ben Körper: 


(122) 





Hiernad bewegt fih der Schwerpunkt eines Körpers in jedem 
Moment fo, als ob die ganze Mafje des Körpers bier vereinigt 
und die auf Bewegung wirkenden Kräfte parallel ihrer Richtung 
anden Schwerpunkt verfegt wären. 
| Dieſes Gefet zeigt, dab wenn wir von den Dimenfionen eines Körpers 

abjehen wollen, um ihn bei ber Bewegung durch einen materiellen Punkt zu 

erjegen, dazu der Schwerpunlkt des Körper3 gewählt werden muß, und daß 
| die in dem ziveiten Abſchnitt über die Bewegung eines materiellen Punktes 
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Nichtungen wirken, zu Angrifispunften dienen. Die Kräfte können auf die 
einzelnen Punkte nicht in der Weije wirken, ald wenn biefelben vollfommen 
frei wären, es werben die Bewegungen der einzelnen Bunte vielmehr in einer 
gewiſſen Abhängigkeit von einander ftehen müffen. Hiernach haben die Kräfte 
bei einem feften Syftem von materiellen Puntten eine doppelte Aufgabe, 
einmal die Abhängigkeit der einzelnen Punkte von einander aufzuheben, d. h. 
die inneren Kräfte zu vernidten, und dann die Bewegung eines jeden 
Bunttes fo einzurichten, ala ob verjelbe volltommen frei wäre. 

Die Kräfte, welche bei der erfolgten Bewegung des Körper den frei 
gedahten Maffenelementen my, my, my...‘ die beziehlihen Bewegungen er: 
theilen, wollen wir mit FPa, Vz, P3... begeidhnen. 

Man denfe an m, zwei Kräfte, jede gleih W,, angebracht, die fi ein- 
ander aufheben, die aljo nad entgegengefegter Richtung wirken, dabei aber 
eine ſolche Lage haben, daß die eine berielben die erfolgte Bewegung ber 
Maſſe m, hervorruft. In diefem Falle wird die amdere der gleichen Kräfte, 
im Verein mit der urjprünglihen Kraft P,, die mit m, in Beziehung 
ftehenden inneren Kräfte vernichten. 

In ähnliher Weife verfahre man mit jedem Majienelement, fo erhält 
man anftatt der gegebenen Kräfte P), Pa Ps... zwei Öruppen von 
Kräften, ohne daß der urjprünglic gegebene Zuftand geändert worden wäre, 
Die erfte Gruppe, aus den Kräften + + 9, + 9, +YVz... be 
ftehend, bewirkt die Bewegung des Syſtems, hat aljo die Trägheit der ein: 
zelnen materiellen Punkte zu überwinden. Die Kräfte heißen deshalb be: 
wegende Kräfte. Die zweite Gruppe beiteht aus den gegebenen Kräften 
Pi: Pa Pa... und den entgegengefegten bewegenden Kräften, — Py 
— 92, —P5..., die wir Gegenkräfte nennen wollen. Diefe Gruppe 
muß die inneren Kräfte vernichten und 'muß deshalb unter fih im Gleid: 
gewidt fein, da die inneren Kräfte ſich felbft das Gleichgewicht halten, 
fo lange das Syftem ein feites bleibt, was wir hierbei immer vorausſetzen. 

Für die obige Anordnung find daher die gegebenen Kräfte A, 
Pa, Pz..., und die Gegenträfte — 9, — Vꝛ. — Vz... unter ſich 
im Gleichgewicht. Died Gejeg heißt das Princip von d’Alembert. 

Die bewegenden Kräfte + Y1, + Ya, + 3... kommen volltommen 
zur Wirtung, fie laſſen fih daher in jedem Moment nah $. 38 ver 
einigen, wodurch man eine Reſultate Z, und ein Paar vom Momente 
91 erhält. 

Die Refultante R, bewirkt die fortfhreitende, das Paar Q, g, da 
gegen die drehende Bewegung, welche beide in einem freien Syſteme im 
Allgemeinen zugleich hervorgerufen werben können. 

Die Gegenkräfte geben in abjofuter Hinfiht natürlich dieſelbe Refultante 
R, und dafjelbe vefulticende Baar Q, g, wie die bewegenden Kräfte, durch 
entgegengefegte Zeichen werden ſich beide Refultate allein von einander unter: 
ſcheiden. Bezeihnen wir noch die Refultante und das refultivende Paar der 
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gegebenen Kräfte Pı, Pa, FPp ... mit R und Qg, fo ſpricht fih das Princip 
| von d’Alembert durch folgende Gleihungen aus: 
| R-a= 
de-an=ol- (120) 
worin R durd feine Componenten X, Y, Z in den Coorbinatenadhfen, und 
Qg durch die Paare Li, Mm, Nr in ven YZs, X Z-, X Y«Ebenen ge: 
fegen, erfegt werben fünnen, während die Werthe für A, und Q,g, aus 
der wirklich Rattfinbenden Bewegung der einzelnen Punkte abgeleitet werden 
muſſen. 

Geſetzt es ſei bei der in Betracht zu ziehenden Bewegung, in dem 
Augenblid, eine Vereinigung von Qg und R zu einer Geſammtreſultante R 
möglih, fo legen die einzelnen Punkte in dieſem Zeitmoment gleihe und 
varallele Wege zurüd. 

Die bewegenden Kräfte + 97, + Vꝛ, + Y5..., melde die Trägheit 
der einzelnen Punkte überwinden, ebenfo wie die durch die- Trägheit hervor⸗ 
gerufenen Widerſtände — 91, — 92, — Va ... find hiernach als parallel 
aufzufaffen und durch die Summe ber einzelnen Widerſtände zu erfegen. Es 
ift demnach für dieſen Fall Z, = Z V,, welche Mitteltraft in dem Schwer« 
punkt des Körpers ihren Angriffspunft bat. In Folge der gleihen und pas 
tallel zurüdgelegten Wege jämmtliher Punkte ift für dieſe eine gemein- 
ſchaftl iche Geſchwindigkeitsänderung 5 in Rechnung zu bringen. Der Wiver: 
ftand, den ein materieller Punkt von der Maſſe m, ver gerablinigen Bewe⸗— 
gung entgegenfegt, oder die bewegende Kraft für dieſe Bewegung, ift bei der 
Urceleration 5 glei m, j, daher ift der Geſammtwiderſtand, den der Körper 
der Bewegung in diefem Augenblid entgegenftelt 5 (m + Ma + ms + +.) 
=j.Zm,. Gepen wir no ftatt der Summe der Majjen ver einzelnen 
Punkte, die Geſammtmaſſe M des Körpers, fo ift für dieſen Fall: 

R=Mj ... 222... 2) 
oder löfen wir R in die drei Gomponenten x y, Z auf und erfegen 5 burd 
die Geſchwindigkeitsanderungen I2,3yd; in den drei Achſen, fo erhalten wir 
als Bewegungsgleihungen für den Körper: 


(122) 





Hiernad bewegt jih der Schwerpunkt eines Körpers in jedem 
Moment fo, als ob die ganze Maffe des Körpers bier vereinigt 
und die auf Bewegung wirkenden Kräfte parallel ihrer Richtung 
an den Schwerpunkt verjegt wären, 

Dieſes Gefep zeigt, daß wenn wir von den Dimenfionen eines Körpers 
abfehen wollen, um ihn bei der Bewegung durch einen materiellen Punkt zu 
erfegen, dazu der Schwerpunlt des Körperd gewählt werden muß, und daß 
die in dem zweiten Abſchnitt über die Bewegung eines materiellen Punktes 


292 Dritter Abſchnitt. Biertes Capitel. 


Richtungen wirken, zu Angriffspunkten dienen. Die Kräfte können auf bie 
einzelnen Punkte nicht in der Weije wirken, ald wenn biefelben volltommen 
frei wären, es werden die Bewegungen der einzelnen Puntte vielmehr in einer 
gewiſſen Abhängigkeit von einander ftehen müffen. Hiernach haben die Kräfte 
bei einem feften Syſtem von materiellen Punkten eine doppelte Aufgabe, 
einmal die Abhängigkeit der einzelnen Punkte von einander aufzuheben, d. h. 
die inneren Kräfte zu vernichten, und bann die Bewegung eines jeden 
Puntes fo einzurichten, ala ob derjelbe vollkommen frei wäre. 

Die Kräfte, welde bei der erfolgten Bewegung des Körpers den frei 
gedahten Maffenelementen m), my, my... die beziehlihen Bewegungen er: 
theilen, wollen wir mit Vꝛ, Vz, 93... bezeichnen. 

Man denke an m, zwei Kräfte, jede gleih V,, angebradt, vie fih eins 
ander aufheben, die aljo nad entgegengefegter Richtung wirken, dabei aber 
eine folhe Lage haben, daß die eine derſelben bie erfolgte Bewegung der 
Maſſe m, hervorruft. Im diefem Falle wird bie andere der gleihen Kräfte, 
im Verein mit ber urjprünglihen Kraft P,, die mit m, in Beziehung 
ſtehenden inneren Kräfte vernichten. 

In ähnlicher Weife verfahre man mit jedem Majjenelement, fo erhält 
man anftatt der gegebenen Kräfte P, Pu, Ps... zwei Öruppen von 
Kräften, ohne daß der urfprünglic gegebene Zuftand geändert worden wäre. 
Die erfte Gruppe, aus den Kräften + + 9, + Yu» + Va... be 
ftehend, bewirkt die Bewegung des Syſtems, hat alfo die Trägheit ber ein: 
zelnen materiellen Punkte zu überwinden. Die Kräfte heißen deshalb be: 
wegende Kräfte. Die zweite Gruppe beiteht aus den gegebenen Kräften 
P}, Pa Pa... und ben entgegengejegten bewegenden Kräften, — 1, 
— 1a, —Pz..., die wir Gegenkräfte nennen wollen. Diefe Gruppe 
muß die inneren Kräfte vernichten und 'muß deshalb unter ſich im Gleich— 
gewicht fein, da die inneren Kräfte fich ſelbſt das Gleichgewicht halten, 
fo lange das Syſtem ein feites bleibt, was wir hierbei immer vorausſetzen. 

Für die obige Anordnung find daher die gegebenen Kräfte P, 
Pa Pz..., und die Gegenträfte — 9 — Vz — Pz... unter fih 
im Gleihgewidht. Dies Gejep heißt das Princip von d’Alembert, 

Die bewegenden Kräfte + Y> + Ya, + Vz... fommen volltommen 
zur Wirkung, fie laſſen fih daher in jedem Moment nah $. 38 ver- 
einigen, wodurch man eine Rejultate 2, und ein Paar vom Momente 
Q 9 erhält. 

Die Refultante Z, bewirkt die fortihreitende, das Paar Q, q, das 
gegen die drehende Bewegung, melde beide in einem freien Syſteme im 
Allgemeinen zugleich hervorgerufen werben lonnen. 

Die Gegenträfte geben in abjoluter Hinſicht natürlich dieſelbe Refultante 
R, und dafjelbe refultivende Baar Q, q, wie die bewegenden Kräfte, durh 
entgegengefegte Zeichen werden fi beive Nefultate allein von einander unter: 
ſcheiden. Bezeihnen wir noch die Refultante und das refultivende Paar der 
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gegebenen Kräfte Pi, Pa, Ps... mit R und Qg, fo ſpricht fih das Princip 
von d’Alembert durch folgende Gleihungen auf: 
R—R=0 
U—-4aı=0 
worin R duch feine Eomponenten X, T, Z in den Coordinatenachſen, und 
Qg durch die Paare LI, Mm, Nr in vn Y Zr, X Ze, X Y:Chbenen ger 
legen, erjegt werben können, während die Werthe für Z, und Q,g, aus 
der wirklich ftattfindenden Bewegung ber einzelnen Punkte abgeleitet werden 
möfen, 

Gefegt es fei bei der in Betracht zu ziehenven Bewegung, in bem 
Augenblid, eine Vereinigung von Qg und R zu einer Gefammtrefultante R 
möglich, fo legen die einzelnen Punkte in dieſem Beitmoment gleihe und 
rarallele Wege zurüd. 

Die bewegenden Kräfte + 91, + Vz, + P3-.., melde die Trägheit 
der einzelnen Punkte überwinden, ebenjo wie die durch die- Trägheit hervor⸗ 
gerufenen Wivderftände — Vꝛ, — Va, — 3... find hiernach als parallel 
aufzufaffen und durch die Summe ber einzelnen Wiverftände zu erfegen. Es 
ift demnach für diefen Fall 2, = Z V,, welche Mitteltraft in dem Schwer« 
punkt des Körpers ihren Angriffspuntt hat. In Folge der gleihen und pas 
zallel zurüdgelegten Wege ſämmilicher Punkte ift für diefe eine gemein 
ihaftliche Geſchwindigkeitsänderung 5 in Rechnung zu bringen. Der Wider: 
fand, den ein materieller Punkt von ver Maſſe m, der gerablinigen Bewe— 
gung entgegenfegt, oder die bewegende Kraft für dieſe Bewegung, ift bei ver 
Acceleration j glei) m, j, daher ift der Gefammtwiderftand, den der Körper 
der Bewegung in diefem Augenblid entgegenftellt 5 (m) + Mm + m +...) 
=j.Zm,. Gegen wir noch ftatt der Summe der Maffen der einzelnen 
Punkte, die Geſammtmaſſe M des Körpers, fo ift für diefen Fall: 

R=Mj .........20.. (21) 
oder Töfen wir R in die brei Componenten X, Y, Z auf und erfegen j buch 
die Gefchwindigfeitäänderungen jz,jy,j, in den drei Achſen, fo erhalten wir 
als Bewegungsgleichungen für ven Körper: 


.. (120) 


“2. (122) 





Hiernad bewegt fih der Schwerpunkt eines Körpers in jedem 
Noment fo, als ob die ganze Mafje des Körpers bier vereinigt 
und die auf Bewegung wirkenden Kräfte parallel ihrer Richtung 
an den Schwerpunkt verfegt wären. 

Dieſes Geſet zeigt, dab wenn wir von den Dimenfionen eines Koͤrpers 
abfehen wollen, um ihn bei der Bewegung durch einen materiellen Punkt zu 
erjegen, dazu der Schwerpunkt des Körper3 gewählt werden muß, und dab 
die in dem zweiten Abſchnitt über die Bewegung eines materiellen Punktes 
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übereinftimmt und veshalb die Gefhwindigkeit de3 Körpers genannt 
wird. Hiernach ift die fortichreitende Bewegung eines Körpers volllommen 
befannt, fobald die eines feiner Punkte gefunden ift, wobei die Geſchwindig ⸗ 
keit nach Größe und Richtung in den aufeinanderfolgenden Zeitpunkten con: 
ftant oder veränderli fein lann. 

Behaupten zwei der drei Punkte A, B,C, 5. B. A und B, bei ver Be- 
wegung de3 Körpers ihre urfprünglice Lage, fo werben auch alle Punkte der 
Berbindungslinie A B ihren Ort behaupten, während alle übrigen Körper: 
punkte fih um diefe Linie herumbewegen, aljo Kreislinien befdreiben, deren 
Ebenen normal zu A B ftehen, in welcher Linie zugleich die Mittelpuntte dieſer 
Kreislinien liegen. ine derartige Bewegung des Körpers heißt eine Dreh⸗ 
bewegung (Rotation) um eine feite Achſe AB. Es mögen die beiben 
beliebig gewählten Punkte M und N deö Körpers bei der Rotation um AB 
in dem näcjten Zeitmomente nah M” und N’ gelommen fein, fo haben die 
zu den Punkten gehörigen Radien, wenn wir die Mittelpunkte der beſchrie- 
bemen Kreisbogen mit P und Q bezeichnen, die Wintel M PM’ und NQN 
beihrieben. In der Kreisebene des Punktes N ziehe man Q V parallel PM 
und bezeihne die nad) der vorauögejegten Drehung angenommene Lage von 
QVY mit QV’, fo muß auh Q V’ mit PM’ parallel, daher ver Winkel 
V QV glei dem Winkel M PM’ fein. Es kann aber auch ver Winkel 
VQN bei ver Drehung feine Größe nicht geändert haben, muß aljo mit 
dem Winkel 9’ QN’ übereinftimmen. Subtrahirt man von den beiden legten 
Winkeln das ihnen gemeinihaftlihe Stud V’QN, fo erhält man VQ V' 
=NQN, alſo ud =MPM. 

Hieraus ergiebt fih daher, daß je zwei beliebig gewählte over alle 
Bunte eines in Notation begrifienen Körpers während derſelben Zeit, gleiche 
Winkel um die Achſe befhreiben, deren Größe der Drehwinkel der Rotation 
genannt wird. Sind diefe Drehwinkel in gleihen Zeiten gleih groß, fo 
heißt die Rotation gleihförmig, im entgegengefegten Falle ungle ich— 
förmig. Bei der gleihförmigen Rotation haben nur diejenigen Punkte die— 
felbe Geſchwindigleit, welche fih in berjelben Entfernung von der Drehachſe 
befinden. Die Geihwindigfeit in der Entfernung 1 von der Drehachſe, d. i. 
alfo der in der Zeiteinheit beſchriebene Drehwintel in Bogenmaß ausgedrüdt, 
heißt die Wintelgefhmwindigleit des Körpers, welhe wir mit @ be= 
zeichnen werden. Die Punkte, melde fih in der Entfernung r von der Dreh⸗ 
achſe befinden, haben hiernach bei der gleihförmigen Rotation die Geihwins 
digkeit r ©. Anftatt der Winkelgeſchwindigkeit benupt man in der Brazis zur 
Beflimmung der ſchnelleren oder langfameren Drehbewegung die Anzahl der 
in einer Minute von dem Körper gemachten Umdrehungen. Die Beziehung 
zwiſchen u und @ ift durch Formel 26 gegeben: 

u= 9,5493 0 
a = 0,1047 u. 

Bei der ungleihförmigen Rotation kann nur von der Winkelgeſchwindig- 

teit zu einer beftimmten Zeit t geſprochen werben und verftehen wir darunter, 
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analog dem Früheren, die Winlkelgeſchwindigleit derjenigen gleihförmigen Dreh: 
bewegung, in welche bie vorgelegte Rotation übergehen würde, wenn bie Ur: 
ſache der Ungleihförmigteit plöglih aufgehoben würde. Bei einer derartigen 
Drehbewegung ijt demnad wie früher die Geſchwindigkeitsänderung in Bes 
tracht zu ziehen, und werben mir diefe, wie die Winlelgeſchwindigkeit, für bie 
Entfernung 1 von der Drehachſe angeben. Diefelbe foll mit ı bezeichnet 
und bei gleihmäßig veränderter Notation Wintelbefhleunigung des 
Körpers genannt werden. Bei der ungleihmäßig veränderten Dreh: 
bewegung tonnen wir von der Winkelbeihleunigung zu einer beftimmten Zeit & 
iprehen, und müflen darunter die Winkelbefhleunigung derjenigen gleihmäßig 
veränderten Rotation verftehen, in melde die ungleihmäßig veränderte über: 
gehen würde, wenn die Urſache der Ungleichmaßigkeit plöglih in Wegfall käme, 
Die Beſchleunigung der Punkte in der Entfernung r von der Drehadjie iſt bier: 
nad gleih rı. 

Die beiden bis jet in Betracht gezogenen einfachen Bewegungen eines 
Körperß, die Trauslation und die Rotation um eine feite Achſe, laſſen fih 
unmittelbar aus ben oben angenommenen Glementarbemwegungen des Körpers 
beftehend denten, da die bei einer unendlich Heinen Drehung von ven Punkten 
beſchtiebenen Kreisbogen auch ald gerade Linien angefehen werben dürfen. 

Zur Bergleihung anderer complicirterer Bewegungen eines Korpers mit 
der Glementarbewegung befielben beginnen wir: mit der Bewegung einer ebenen 
Figur im ihrer Ebene. Es iſt jederzeit möglih die Figur duch Drehung 
derfelben um einen in ber Ebene liegenden Punkt aus ihrer Lage in irgend 
eine andere zu bringen. Es fein MN und PQ zwei verſchiedene Lagen 
einer und berfelben Linie der zu 
betradtenden Figur, und beide 
Linien mögen fih in dem Punkte 
A ſchneiden (Fig. 271). Der 
Punkt A gehört beiden Linien 
an, und zwar fei verjelbe, als 
Punkt der Linie MN angejehen, 
bei der Bewegung der Figur 
nad C auf PQ gelommen, wäb- 
rend der Punkt B ver Linie MN 
jegt mit A zufammenfält. Nach 
diefer Vorausſetzung ift aljo BA 
= AC und der Mittelpuntt O 
des durch die drei Punkte B,A,C 
gehenden Kreifes ift al$ ver Dreb- 
punkt anzufehen, um ben die Drehung der Figur ausgeführt werben muß, 
damit gleichzeitig B 'nah A und A nah C, die Linie MN alfo in die 
Lage von PQ gelangt. Da MN jede beliebige mit der Figur feft wer 
bundene Linie vorftellt, fo ift durch diefe Drehung um O aud die ebene 
Figur felbft in ihre neue Lage übergegangen. Hatten bie beiden verſchiedenen 
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2agen MN und PQ verfelben Linie einen Punkt mit einander gemein, 
waren fie aljo parallel oder fielen fie zuiammen, fo geht die Trehung um 
den Punkt O in eine Drehung um einen in der Unendlichteit gelegenen 
Punkt über, d. h. die Rotation wird dabei zu einer Translation. Es iſt bei 
der vorigen Unterfuhung die Zeit, welde zur Ueberführung ver Linie MN 
in die Lage PQ nothwendig ift, gar nicht in Betracht gezogen worden, jo 
daß die Reſultate für unendlich eine Zeiten in Anwendung gebradt werben 
dürfen, während welcher die Figur jedesmal aus ihrer Lage in die nädjit- 
folgende übergeführt wird. Für jede dieſer unendlich Heinen Prehungen 
wird im Allgemeinen der Drehpunkt O feinen Ort in ber Ebene wechſeln, 
fo daß der jevesmalige Drehpunkt nur für einen Zeitmoment benugt werden 
darf und deshalb augenblidlihes Centrum der Rotation (Momentans 
centrum) genannt wird. Dieſe umendlih einen Drehungen find volltommen 
ibentifh mit den Glementarbewegungen der Figur, jo daß hiernach eine Figur 
aus ihrer Lage in irgend eine andere, in berjelben Ebene gelegene, durch 
GElementarbewegungen übergeführt werden kann, welche durd unendlich Heine 
Drehungen um verfhiedene Punkte der Ebene erjept werben können. Kennt 
man die Richtungen der Gefhwindigleiten zweier Punkte der Figur zu ber 
jelben Zeit t, fo werben die Normalen zu den Geſchwindigkeiten fih in dem 
augenblidlihen Centrum ſchneiden. Sind viefe beiden Normalen parallel, jo 
findet in diefem Augenblid Translation ftatt. Es feien (Fig. 272) O0,0,, O, Oy- 
die aufeinander folgenden, Drehungsmittelpunkte 

Fig. 272. für die in der Ebene ſich ftetig bewegende 

Figur, und zwar mögen die Drehwintel, ven 
einzelnen Drehmittelpuntten entiprehend, mit 
&, &y, Os &g... bejeihnet werden. Man 
bilde das Polygen OO, Oz Og..., trage 
an O0, den Winkel a und mahe OP, = 00,; 
trage an OP, den Winkel OO, 0, an AM 
den Winkel &, und made P, = 0, Os; 
trage an P, Pg den Winkel O, 0, 0,, an 
PzN den Winkel &, und made P,P,—0,0;; 
trage an F, F, den Winkel O, 0; O,, an 
P;Q ven Winkel &, u. ſ. w., fo entfteht ein 
zweites PBolygon OP, P,Ps..., das mit 
dem erften den Punkt O gemein hat. Wir 
denfen dies zweite Polygon mit der ſich bewegenden Figur feft verbunden 
und die Drehungen um die Bunkte O, O,, Oz, Oz... ausgeführt, fo werben 
die Punkte Pi, Pa, Py ... nad) und nad) in die Punkte O,, Oz, Oz... fallen, 
d. h. bei der Bewegung der Figur rollt das Polygon OP, Py Pr... auf 
dem Polygon OO, O2 Oz... und umgefehrt, wenn biefe rollende Bewegung 
hervorgerufen, wird die ebene Figur bie ihr in der Ebene vorgeſchriebene Ber 
megung vollführen. Zür eine ftetige Bewegung einer ebenen Figur in ihrer 
Ebene hat man daher den geometrifhen Drt der Momentancentra O, O,, O2 Oy..- 
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zu beftimmen, dann den geometrifhen Drt derjenigen Buntte O, P,, Pa, Ps... 
der Figur aufzufuchen, welche nah und nad mit dieſen Drehmittelpunkten zus 
fammenfallen; die Bewegung ift dann durch das Rollen des legten Ortes 
auf dem erften gegeben. Im Allgemeinen werben beide geometriihen Orte 
krumme Linien fein. 

Sieht man vie biäher bewegte ebene Figur F als den Querſchnitt eines 
Körperd an, und macht man die Borausjegung, daß diefe Ebene F bei der Ber 
megung be3 Körpers jeberzeit einer feiten Ebene E im Raume parallel bleibe, 
jo bewegen fih alle Punkte des Körpers in Linien, die diefer Ebene 
E parallel laufen, und die Bewegung des Körpers iſt vollftändig beftimmt 
durch die der Figur F Die augenblidlihen Drehungsmittelpuntte werden zu 
Durchſchnittspunkten der augenblidlihen Drehungsahfen (Momentan« 
achſe der Rotation), welde normal auf F und E ftehen. Die Rollcurven 
00, 0,05... und OP, PzPz... find die Durchſchnittslinien zwiſchen 
zwei zu F und E normal ftehenden cplindriichen Flächen und dem Duer: 
ſchnitt F des Körperd. Hieraus ergiebt fih, daß dieſe befondere Bewegung 
des Körpers auf das Rollen einer mit dem Körper feft verbundenen 
eplindrifhen Fläche auf eine andere unbeweglidhe cylindrifhe 
Fläche zurüdgeführt ift. 

Liegt die in Bewegung befinvlihe Figur F nicht in einer Ebene, fons 
dern auf einer Kugelfläche vom Mittelpunkt ©, fo venten wir durch die ſphä⸗— 
riſche Figur einen größten Kreis gelegt und dieſen mit der Figur feft ver⸗ 
bunden. Die Glementarbewegung vieje größten Kreiſes auf feiner Augels 
flähe befteht in einer Drehung un eine Gerade, welche durch einen gemifien 
Punkt der Kugelflähe gebt und auf der Ebene des größten Kreiſes normal 
ſteht. Cine derartige Achfe ift aber Durchmeſſer der Kugel, da die in ben 
einzelnen Punkten des größten Kreiſes errichteten Normalen fih in dem 
Mittelpuntt ſchneiden, diefer alfo das Momentancentrum ift. Es befteht dem⸗ 
nad) die Glementarbewegung eines größten Kreiſes, ſowie die der damit feſt⸗ 
verbundenen fphäriihen Figur auf ihrer Sugelläche in einer Drehung um 


einen Durchmeſſer der zugehörigen Kugel. Betrachten wir die fphärifche. 


Figur als den Durchſchnitt einer Kugel mit einem in Bewegung befinplihen 
Körper, der den Mittelpunft O der Kugel als feiten Punkt enthält, fo wird 
fih die Glementarbewegung des Körpers aus den Glementarbewegungen ber 
ſphäriſchen Figuren ergeben, welche auf Kugelflähen liegen, die ſämmtlich 
den Punkt O zum Mittelpunkt haben. Die fphärifhen Figuren können fi 
nur auf ber zugehörigen Kugelfläche verſchieben, ihre Clementarbemegungen 
find erſetzt durch Drehungen um den Durchmeſſer der Kugel, und es kann deshalb 
auch der ganze Körper mit dem feiten Punkte O aus einer Lage in bie 
nachſtfolgende durch Drehung um eine duch O gehende Achſe gebracht werben. 
Bei der ftetigen Bewegung des Körperd gehen demnach die Momentanachſen 
der Drehung fäinmtlih duch den feſten Punkt O und beitimmen deshalb in 
ihrer Aufeinanderfolge den Mantel eines Kegels. Denkt man fih nun mit 
dem Körper eine Reihe von ftarren geraden Linien feſt verbunden, welche bei 
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der Bewegung des Korper> nad une nah mit ben Momentanadien jujummen- 
fallen, io bilden aud) dieie eine NKegefflihe, teren Erige mit der aus den 
Momentanachſen gebildeten Kegelilihe zuiammenjällt un» es fen temnadı 
die Bewegung eines Körpers, der einen feſten $ 
faßt werben, al3 werde jie durd das Abrellen ei 
fe verbundenen SKegeliläbe aui einer amtern unbemwegliden 
Kegelilähe hervorgerufen Die Zpige ver keiten Kegel iR der feite 
Bunlt; vie jevesmalige Berübrumgslinie beider Kegelflihen iR Vie augenbfid- 
liche Drehachſe. 

Bir lommen jegt zur ganz beliebigen Bewegung des Kewers, bei 
welder die drei nicht in gerater Linie gelegenen Punkte A, B, C deñelben nady 
der Bewegung an vie Orte A’, B’,C’ gelommen fein mögen. 

Es ijt jererzeit möglich, tie Lage des Körpers durch eine Translation in der 
Weiſe zu verändern, daß dabei der Punkt A nad A’ rũdt. Damm beicreiben 
fämmtlihe Punkte des Körpers Wege, melde vem Wege AA’ glei und 
parallel find. Die beiden noch in Betradt zu ziebenden Punfte B und C 
mögen dabei nad) B, und C, gelommen jein. Nach der Borausjegung follen 
fi aber die Punkte B und C in B’ und CX befinden, ſobald A nad A’ 
gelommen; e3 muß fid deshalb mit dem Körper eine zweite Bewegung machen 
laſſen, welche ohne die Lage von A’ zu ändern, die Punlte B, und C, 
nad B’ und C’ bringt. Dies kann nur durch Rotation gejhehen, und zwar 
muß die dazu gehörige Drehachſe MN, da A’ jeinen Plag behaupten joll, 
durch diefen Punlt A’ gehen. Es ift hierdurch bewielen, daß jede beliebige 
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gelangen, erjegt werben kann: 

1) durch eine forticreitende Bewegung von A nad A’ und 

2) dur eine Drehung um eine durch A’ gehende Drehachſe MN. 

Denkt man durch A eine Drehachſe parallel MN gelegt, führt um diefe 
die betreffende Drehung aus und läßt dann die entipredende Translation 
folgen, fo müfien die Punkte A, B, C ebenfalls in ihre neue Lage A’, B', C’ 
getommen fein. Andererſeits läßt fih die Bewegung ebenfo gut von dem 
Punkte B, von dem Punkte C oder von irgend einem andern beliebigen 
Punkte des Körper aus beginnen, woraus fi ergiebt, daß bie Ueberfüh- 
rung eines Körper3 aus einer Lage in feine nachfolgende durd die beiden 
aufeinander folgenden Bewegungen auf ſehr mannichfaltige Weile ausgeführt 
werben kann. 

Die ftetige Bewegung eines Körperd während ver beliebigen Zeit € laßt 
ſich hiernach beftehend denken aus ver im Allgemeinen krummlinigen Trand: 
Iation A A’ A" A”... eines beliebigen Punktes A in Verbindung mit einer 
continuirfihen Drehung um Achſen, welche durd die aufeinander folgenden 
Bunkte A’, A”, A"... gehen. Bei diejer Bewegung fallen mit den durch 
4', 4", 4"... gelegten Drehadjen a’, a”, a’... gewiſſe Linien B', B", ß"..- 
des Körpers zufammen, und da A bei feiner Bewegung allmälig in vie 
Achſen a’,a',a”... gelangt, fo möüflen dieſe Linien B,ß",ß"'..., um 
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mit den Achſen nad) und nach zufammenfallen zu können, ſammtlich durd A 
gehen, aljo den Mantel eines Kegels bilden. Ziehen wir durch A’, dem 
Bunkte der Achſe a’, noch Parallelen mit den übrigen Drehachſen a”, a"... 
fo bilden dieſe ebenfalls ven Mantel eines Kegels, und ertheilen wir ver 
Spige dieſes zweiten Kegels die Translation A’, A”, A"'..., fo fallen 
defien Seiten nad und nad in die Richtung der Drehachſen, und in die der 
Seiten B',B",ß""... des erſten Kegels. Rollt daher ber erfte Kegel auf 
diefem zweiten, und befigt die Spige bed legteren dabei die Zrandlation 
4,4", 4"'..., fo gelangt der Körper nad) und nad in feine verſchiedenen 
Lagen. Hieraus ergiebt fih das Gefeg: 

I. Die Bewegung eines feiten Körpers ift übereinftimmend 
mit dem Rollen eines dem Körper angehörigen Kegels auf einem 
anderen gleihfalls beweglihen, aber niht dem Körper angehds 
tigen Kegel, welcher eine Translation befigt, die durch die Bahn 
der Spige des erften Kegels beftimmt ift. 

Die oben angebeuteten, in mannigfaltiger Weife auszuführenden zufam: 


. mengehörigen Trandlationen und Rotationen, um die Lage eined Körpers in 


die nächftfolgende umguändern, follen im Folgenden einer weiteren Unterjus 
dung unterworfen werben. 

Zieht man durch 2 eine mit MN parallele Linie PQ, fo gelangt 
diefe durd die Translation A A’, unter Grhaltung ihrer mit MN parallelen 
Richtung, mit B nad B, und duch die nachfolgende Rotation um MN 
tommt B, nah B’ und PQ geht dann ebenfalls durch B'. Da auch wähs 
tend der Rotation die Linie PQ ihre Richtung nicht verändert, fo folgt 
daraus, daß die Linie aud durch die Translation BB’ in diefe Lage kommen 
und daß eine darauf folgende Rotation des Körpers um PQ als Drehachſe, 
die Bunkte A und C in ihre neuen Lagen A’ und C’ und dadurch auch den 
Körper in die neue Lage bringen würde. Hiernach find alle ven verſchiedenen 
Tranlationen AA’, BB’, CC’... entfprehenden Drehachſen einer gemeins 
ſchaftlichen Richtung parallel. Nahdem die Translation AA’ ausge 
führt, muß der Körper nur noch um bie Linie MN als Drehachſe rotiren 
und ſich dabei parallel einer zu MN normalen Ebene bewegen. Die ſammt⸗ 
lihen Punkte des Körpers find aljo fhon durch die Translation A A’ in eine 
ſolche Lage gebracht, daß jie fih im benjenigen Ebenen, normal zur Drehs 
achſe, befinden, melde für fie, bei der neuen Lage des Körper, ein 
geometriſcher Ort ift. Dafjelbe muß bei jeder anderen Translation BB’, CC’... 
eintreten, da die betreffenden Drehachſen ver Richtung nad übereinftimmen. 
Hieraus folgt, daß die verſchieden möglihen Rotationen um die parallelen 
Drehachſen MN, PQ... fih nur um eine Translation, normal zur gemeins 
ſchaftlichen Drehachſenrichtung, von einander unterfpeiden, daß fie dagegen in 
der Große des Drehwinkels und in dem Sinne der Drehung mit 
einander übereinftimmen. 

Ein zur Drehachſe M N normal gelegter Schnitt E des Körpers bewegt 
fih bei der Translation AA’ parallel mit fidy felbft um eine Strede, welde 
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der Projection von AA’ auf die Drehachſe MN gleih if. Fangen wir 
die Bewegung des Körpers dagegen mit einer anberen Trandlation, z. B. 
mit BB’ an, fo muß der angenommene Schnitt E dadurch in biejelbe 
Lage gebracht worden fein, alfo diefelbe Gtrede zurüdgelegt haben. Dies gilt 
für jede beliebige andere Translation, woraus folgt, daß die Brojectionen 
der verſchiedenen Tranzlationen AA’, BB’, CC’... auf die Drehachſenrichtung 
ſammtlich gleihe Größe erhalten. 

Unter den unendlich vielen Bewegungen von zujammengehörigen Trans: 
lationen und Rotationen, durch die ein Körper aus feiner gerade vorhan- 
denen Lage in die näcftfolgende übergeführt werben Tann, giebt es nun nad) 
den vorftehenden Auseihanderfegungen eine ganz beftimmte Bewegung, welche 
fo beſchaffen ift, daß die fortichreitende Bewegung parallel der Rotations- 
ade erfolgt und gleih ift der Projection von AA’, BB’, CC... auf die 
Iegtere. Man kann hiernad den Körper aus ver Lage A, B,C in die Lage 
4', B',C bringen: 

. 1) durd eine fortſchreitende und 

2) durd eine darauf folgende vrehende Bewegung, deren Achſe diefelbe 
Richtung, wie die fortihreitende Bewegung hat. 

& ſei Fig. 273 A einer der Punkte des Körpers, der in Bezug auf 
die augenblidlihe Drehachſe M N eine Translation € und eine Rotation mit 

. , dem Drehiwintel 9, befigt. In Folge diefer 

Big. 273. zweifahien Inanſpruchnahme des Punktes A 

“| legt derſelbe zuerft vermöge ber fortſchreitenden 

Bewegung den Weg A parallel der’ Dreh- 
achſe MN zurüd und befchreibt dann um 
diefelbe, in einer zur Adfe normalen Ebene 
einen Kreisbogen vom Mittelpunftwintel &, 
wodurch der Punkt A in feine darauf folgende 
Lage A’ gelangt. Dafjelbe Refultat Laßt fich 
erzielen, wenn wir den Punkt zuerft durch bie 
Notation den Bogen AP und darauf durch 
die Translation den Weg BA’ zurüdlegen 
Ni laſſen. Beide Bewegungen find zueinander 

normal gerichtet, ftimmen deshalb nicht mit 

der vorausgefegten Glementarbewegung des Punktes überein, die vielmehr eine 
einzige gerade Linie fein fol. Denken wir jevod den Punkt A, wie es in 
der That ift, mit beiden Bewegungen zugleich behaftet, fo durchläuft der 
Punlt A in unmittelbarer Folge ven Weg AA’, weicher als geradlinig be— 
trachtet werben darf und nun unmittelbar die betreffende Elementarbewegung 
des Punktes A liefert. Die Linie AA’ ift eine Schraubenlinie und es ber 
wegen fi deshalb die einzelnen Punkte eines Körpers, bei dem Uebergang 
aus einer Lage in die nädftfolgende in Schraubenlinien, melde ſammtlich 
die augenblidliche Drehachſe gemeinfhaftlid und gleiche Ganghohe haben. 
Da aber um diefelbe, bei Beihreibung der Schraubenlinien, nicht bloß eine 
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Drehung, ſondern aud ein Fortſchieben der Punkte in Richtung dieſer Achſe 
ftattfindet, fo nennt man biefelbe die augenblidlihe Achſe der Drehung 
und Berfhiebung (Momentanachſe der Rotation und Translation, Central 
achſe der Bewegung). 

Bei dem Webergang des NKörperd aus einer Lage in die nädlt« 
folgende beſchreiben, wie oben nachgewieſen, die einzelnen Punkte Schrauben: 
linien, bie berjelben Centralachſe der Bewegung angehören; hiervon machen 
jedoch diejenigen Punkte eine Ausnahme, welche zu dieſer Zeit zufällig in 
der Centralachſe felbft liegen, die in diefem Beitmomente bloß eine forts 
jhreitende Bewegung bejigen. Bei der continuirlihen Bewegung des Körpers 
während einer beliebigen Zeit € bef&reiben nad dem Vorſtehenden die ein— 
zelnen Punkte Schraubenlinien, deren Achſen fih der Lage nad von Moment 
zu Moment ändern können. Zwei aufeinander folgende Gentralahfen der 
Bewegung find im Allgemeinen windſchiefe Linien, ſodaß die fämmtlihen 
Centralachſen ver Bewegung eine windſchiefe Fläche bilden, um deren 
Seiten die Punkte des Körpers, bei feiner Bewegung, unendlich Meine Schraubens 
bewegungen vollführen. Bezeichnen wir diefe Centtalachſen mit &', «”, a"..., 
fowie diejenigen geraden Linien bed Körpers, welche in ben einzelnen Zeit: 
momenten in die betreffende Gentralachfe fallen, um melde die Schraubens 
bewegung erfolgt, mit B',ß",ß"'..., fo werden auch diefe Linien in ihrer 
Aufeinanderfolge eine zweite windſchiefe Fläche beftimmen. Diefe beiden wind: 
ſchiefen Zlähen haben während ver Bewegung die zufammenfallenden Seiten 
a und ß', a” und B", «'’ und ß"’ gemein, und da durd die Schrauben: 
bewegung um a’, ß" in die Achſe a” gelangt, wobei 4 die Achſe a’ erft 
dann verläßt, wenn das Zufammenfallen von B" und «” eingetreten it, fo 
haben in dieſem Moment beide Flächen zwei aufeinander folgende Erzeugungd+ 
linien, alio aud das dazwifhen liegende Flächenelement miteinander gemein, 
d. h. die beiden windſchiefen Flächen berühren ſich in den zufammenfallenden 
Linien «’ B', «" B", a" B"'.. ., wobei ß' langs a’, B" längs a”, B"' längs a'"., 
in dem betreffenden Augenblid eine fortfhreitende Bewegung befigt. Hieraus 
ergiebt fih als zweites Gejeg für die beliebige Bewegung eines Körpers: 

II. Die Bewegung eines feiten Körpers ift übereinftimmend 
mit dem Gleiten und Rollen einer dem Körper angehörigen 
windfhiefen Flache auf einer zweiten beftimmten unbemegliden 
windfhiefen Flähe des Raumes. 

Diefe windſchiefen Flähen werben zu KRegelflähen, wenn ber Körper feine 
Bewegung um einen feiten Punkt ausführt ($. 54), dagegen gehen biefe 
Flachen in Eylinverflähen über bei der Bewegung eines Körpers parallel 
einer feiten Ebene ($. 53). 

Nachdem in den vorigen Paragraphen die verfhiedenartigen Beregungen 
eine3 Körpers in rein geometrifcher Beziehung entwidelt, gehen wir jegt zur 
Ableitung der Gefege über, denen die an dem Körper wirkſamen Kräfte dabei 
Folge leiften müſſen. Die einzelnen Punkte eines Körper mögen die Maſſen 
My, My, my... haben, und den Kräften P,, Pa Ps ..., die nad) beliebigen 
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Aittungen wirten, zu Angrijispunfien dienen. Die Srajle kommen auf die 
einzelnen Buntte nicht in ver Weite wirken, al3 wenn wiefelben vollfommen 
frei wären, e3 werten die Bewegungen der einzinen Panfıe vielmehr in einer 
gewiiien Abbängigleit von einamter fteben müfjen. Hiernach haben die Kräfte 
bei einem jeen Syftem von materiellen Punkten eine doppelte Aufgabe, 
einmal vie Abhängigleit der einzelnen Punkte von einander auizubeben, d. h. 
die inneren Kräfte zu vernichten, und daun die Bewegung eines jeden 
Bunktes jo einzurihten, als ob verielbe volltommen frei wäre. 

Die Kräfte, welde bei ver erfolgten Bewegung des Körpers den frei 
gedachten Mafienelementen m,,m,,m, ... die beziehliden Bewegungen er 
theilen, wollen wir mit V,, Vz, Vz... beʒeichnen. 

Man denle an m, zwei Kräfte, jede gleih V,, angebradt, die ſich ein- 
ander aufheben, die aljo nad) entgegengejegter Richtung wirken, dabei aber 
eine jolde Lage haben, daß die eine verielben die erfolgte Bewegung der 
Mafje m, Heworruft. In diefem Falle wird die andere der gleihen Kräfte, 
im Verein mit der urjprünglihen Krajt P,, die mit m, in Beziehung 
ftehenden inneren Kräfte vernichten. 

In ähnlicher Weiſe verjafre man mit jedem Majienelement, fo erhält 
man anftatt ver gegebenen Kräfte P,, Pa, Pz... zwei Gruppen von 
Kräften, ohne daß der urjprünglid) gegebene Zuftand geändert worden wäre. 
Die erfte Gruppe, aus den Kräjten + 9, + 9, + 9, +Vz... be 
ftehend, bemirkt die Bewegung des Syitems, hat aljo die Trägheit der ein: 
zelnen materiellen Punkte zu überwinden. Die Kräfte heißen deshalb be: 
wegende Kräfte. Die zweite Gruppe beiteht aus den gegebenen Kräften 
Pi Pa» Pz... und den entgegengejegten bewegenden Kräften, — V,, 
— 12, —Vz..., die wir Gegenträfte nennen wollen. Dieſe Gruppe 
muß die inneren Kräfte vernichten und muß deshalb unter fih im Gleih: 
gewicht jein, da die inneren Kräfte ſich ſelbſt das Gleichgewicht halten, 
fo lange das Syſtem ein feites bleibt, was wir hierbei immer vorausſehen. 

Für die obige Anordnung jind daher die gegebenen Kräfte A, 
Pa, Pz..., und die Gegenträfte — Y — Va — Vz... unter ſich 
im Gleichgewicht. Dies Gejeg heißt das Brincip von d’Alembert. 

Die bewegenden Kräfte + Vꝛ, 4 Ya, + Vz... kommen vollfommen 
zur Wirkung, fie lafien fih daher in jedem Moment nad $. 38 vers 
einigen, wodurch man eine Rejultate 2, und ein Paar vom Momente 
4 q erhält. 

Die Rejultante Z, bewirkt die fortfreitende, das Baar Q, q, du 
gegen die drehende Bewegung, welche beide in einem freien Spiteme im 
Allgemeinen zugleich hervorgerufen werben Eönnen. 

Die Gegenkräfte geben in abjoluter Hinſicht natürlich diefelbe Refultante 
R, und dafjelbe refulticende Baar Q, g, wie die bewegenden Kräfte, durch 
entgegengefepte Zeichen werben ſich beide Rejultate allein von einander unter: 
ſcheiden. Bezeihnen wir nod die Rejultante und das refultirende Paar der 
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gegebenen Kräfte P, Pa, Ps... mit R und Qg, fo ſpricht ſich das Princip 
von d’Alembert dur folgende Gleihungen aus: 

R—-h=0 22202. (120) 

U—-an=0) — 

worin R durch feine Eomponenten X, Y, Z in den Coordinatenachſen, und 
0g durch die Baare Li, Mm, Nn in vn YZ+, X Zı, X Y:Ebenen ges 
legen, erfegt werben Können, während die Werthe für R, und Q, g, aus 
der wirklich ftattfindenden Bewegung der einzelnen Punkte abgeleitet werben 
müfen. 
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Augenblid, eine Vereinigung von Qg und R zu einer Gefammtrefultante R 
möglih, fo legen bie einzelnen Punkte in dieſem Beitmoment gleiche und 
yarallele Wege zurüd. 

Die bewegenden Kräfte + 9, 4 Vz, + V3..., welche die Trägheit 
der einzelnen Punkte überwinden, ebenfo wie die dur die- Trägheit hervor⸗ 
gerufenen Widerſtäͤnde — V., — 92, — Vz... find hiernach als parallel 
aufzufaflen und durd die Summe der einzelnen Widerſtände zu erfegen. Es 
it demnach für diefen Fall 2, = & V,, melde Mitteltraft in dem Schwer: 
punkt des Körpers ihren Angriffspuntt hat. In Folge der gleihen und pas 
tallel zurüdgelegten Wege ſammtlicher Punkte ift für diefe eine gemeins 
ſchaftliche Geſchwindigkeitsanderung j in Rechnung zu bringen. Der Wider 
ftand, den ein materieller Punkt von ver Mafje m, der gerablinigen Bewe⸗ 
gung entgegenfeßt, ober die bewegende Kraft für dieſe Bewegung, ift bei der 
Uceleration 5 gleih m, 5, daher ift der Geſammtwiderſtand, ven der Körper 
der Bewegung in diefem Augenblid entgegenftelt j (m + Mm + Mm; +...) 
=j.Zm,. Geßen wir noch ftatt der Summe der Mafjen der einzelnen 
Bunkte, die Gefammtmaffe M des Körpers, fo ift für diefen Fall: 

R=Mj ....... a2ı) 
oder löfen wir R in die drei Gomponenten X, Y, Z auf und erfegen 5 duch 
die Gefchtoinbigfeitsänderungen jr, jys je in den drei Achſen, fo erhalten wir 
als Bewegungsgleichungen für den Körper: 


X=Mj: 
. . ...... . . . (22) 
Z=Mj, 


Hiernad bewegt fih der Schwerpunkt eines Körpers in jedem 
Moment fo, als ob die ganze Maſſe des Körpers hier vereinigt 
und die auf Bewegung wirkenden Kräfte parallel ihrer Rihtung 
an den Schwerpunkt verfegt wären. 

Dieſes Geſetz zeigt, daß wenn wir von den Dimenfionen eines Körpers 
abfehen wollen, um ihn bei der Bewegung durch einen materiellen Punkt zu 
etſehen, dazu der Schwerpunkt des Korpers gewählt werden muß, und daß 
die in dem zweiten Abſchnitt über die Bewegung eines materiellen Punktes 
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entwidelten Gejege ohne Weiteres auf die Bewegung des Schwerpunltes 
eines Körpers übertragen werden können. 

Bon beionderer Wichtigleit find die Geſete über den Antrieb der Kraft 
und die Beziehung zwijchen der geleifteten Arbeit aud der lebendigen Kraft. 
Das erftere bezieht ſich auf die geradlinige Bewegung eines Punltes, Tann 
alfo auf die Bewegung der Projection des Schwerpunktes eines Körpers auf 
eine feſte Achſe, z. B. die X:Adfe, in Anwendung gebradt werden. Bir 
haben vemnad analog F. 32: 

ZXt=Mu—Mo.......0. (1) 
d.h. während einer beliebigen Zeit £ iR der Totalzuwachs der auf 
irgend eine Adfe projicirten Bemwegungsgröße des Körpers 
glei der Summe der Antriebe der äußeren, auf jene Achſe pro: 
jieirten Kräfte, während derfelben Zeit. 

Das Geſetz von der Arbeit und der lebendigen Kraft ift ganz allgemein 
auf die Bewegung des Körpers übertragbar, da der Weg des Angriffspunftes 
der Kraft, bei Verechnung der Arbeitgröße, jederzeit in Richtung der Kraft 
genommen werben muß. Wir können daher hier die Formel 58 unmittelbar 
benugen und haben nur die Maſſe m des Punktes durch die Maſſe M des 
Körpers zu verjegen: 

L= ZRar= Z$Xa2+4Yay+ Zat=4M(lo—c). . (12) 

Die im Dbigen durd die Formeln 121 bis 124 ausgefprodhenen Ger 
ſetze laſſen fi unmittelbar auf die geradlinige Bewegung des Körpers über: 
tragen, für melde alſo die Refultante 2 ihre anfängliche Richtung behauptet, 
und durd den Schwerpuntt des Körpers gehen muß. Je nachdem R 
dabei conftant ober veranderlich if, wird bie von dem Körper eingeſchlagene 
Bewegung eine gleihmäßig oder ungleihmäßig veränderte fein. 

Wird die Refultante R der äußeren Kräfte zu Null, fo bleibt der Schwer: 
punkt des Körpers entweder unbeweglich oder er verharrt in einer gerad: 
linigen gleihförmigen Bewegung, deren Geſchwindigleit mit der zuletzt 
erlangten Endgeſchwindigleit übereinftimmt. 

58 Die den Körper angreifenden äußeren Kräfte mögen ſich zweitens in jedem 
Moment auf das Kräftepaar Qg rebuciren, die Rejultante R alfo jederzeit 
Null fein. Im diefem Falle kann der Körper feine forti—hreitende Bewegung 
haben, fondern derjelbe erfährt eine Drehung um eine Achje, welche auf der 
Ebene de3 Paares Qg normal fteht. Diefe Achſe kann während der con 
tinuielihen Bewegung des Körpers ihre 2gge beibehalten, die Bewegung er: 
folgt dann um eine und diefelbe Linie, iſt alſo ibentifh mit der um eine 
fefte Achſe, oder die in den einzelnen Zeitmomenten zur Benugung foms 
menden Drehachſen gehen jämmtlih durch denſelben Punkt, dann erfolgt die 
Drehung um diefen Punkt, der als feft angefehen werben kann. 

Drehung um eine fefte Achſe. 

Wir nehmen als fefte Achſe die 2-Achſe an, fo werben die um bie 
X: und Y-Achſe auftretenden Drehbeftrebungen ZI und Mm jeberzeit zu 
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Null und Qg ftimmt daher mt Nn= EP, (zı cosß, — y, cos a.) 
überein. Zur Berehnung von Q, q, denken wir bie in jevem Punkte bes 
Körpers auftretenden Trägheitöwiderftände, welche in Ebenen normal zur Dreh: 
achſe liegen, in zwei Gomponenten zerlegt, von denen die eine die Richtung 
der Tangente an den Kreis bat, welden ver betrefiende Punkt beſchreibt, 
mährend die andere in der Verlängerung de Radius dieſes Kreiſes wirkt. 
Die Leptere hindert die beabfichtigte Drehbewegung nicht, da ihr Moment in 
Bezug auf die Achſe Null ift, und es find deshalb allein die Tangential: 
componenten ber Trägheitätwiderftände in ven einzelnen Punkten bei der Drebs 
bewegung zu berüdfihtigen. Der materielle Punkt von ber Maſſe m, habe 
von der Drehachſe die Entfernung r,, fo ift unter « die Winkelbejchleunigung 
verftanden, der tangentiale Wiverftand gleich mıj = mr, 1, und deſſen 
Moment in Bezug auf die Drehachſe gleih um, r,?. Die hier auftretenden 
Momente der tangentialen Widerſtände liegen fämmtlih in Ebenen, normal 
zur ZeAchfe, laſſen fi demnach durch algebraifhe Addition vereinigen, wo⸗ 
bei zu berüdjichtigen, daß für denfelben Zeitaugenblid fämmtliche Punkte dies 
felbe Wintelbefhleunigung ı haben. Es ift hiernach: 


Yazınmn 4 na r2ꝰ tmn?+..) 
=ıEZmn?. 


Der Ausdrud Zim; r,? beißt das Trägheitämoment des Körpers 
in Bezug auf die Drehachſe und mag in der Folge durch 7 bezeichnet 
werben. Als Bewegungägleihung des Körpers um die 2. Achſe erhalten wir 
daher, wenn mir berüdfihtigen, daß Q, g, nad dem d'Alembert'ſchen Prin⸗ 
cipe gleid Qg gefegt werden muß: 


Nn ven. (128) 
oder Ii=— 


d.h. die Wintelbejhleunigung eines Körpers wird erhalten, 
wenn man das ftatifde Moment der auf Bewegung wirkſamen 
äußeren Kräfte durd das Trägheitgmoment des Körpers dividirt. 


Die von dem Körper befolgte Drehungsart hängt von dem Werthe des 
Kraftepaares Nm ab. Iſt Na conftant, fo ift auch « conftant und bie 
Drehung iſt eine gleihmäßig veränderte, im andern alle ift biefelbe uns 
gleihmäßig verändert, Fut Nn—=0 wird ı=0, und der Körper muß ſich 
dann gleihförmig um die Drehachfe beivegen, 


Beſiht der Körper in dem Augenblid die Winkelgeſchwindigkeit @, fo ift 
die von dem Maffentheilhen m, in der Entfernung r, von der Drehadie 
aufgenommene lebendige Kraft gleich 4m, (vr, @)?, melde zugleid die Arbeit⸗ 
größe ift, welde das Maſſentheilchen abzugeben vermag, oder diejenige, welche 
nothwendig war, um bemfelben die lebendige Kraft zu ertheilen. Die ganze 
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von dem Arıyer axizenemmene lebentise ra, ewer war anf wemelben über: 
tzagene Arbeitziife L iR taber: 
L= 3m (no? + 4mizef + 4m ine)’ +..-. 

=4je’ Em n=}@T. 
ua ebenio ergicht fh ter Zumıts am Arbeiizribe, um die Winfelgeichwin: 
rigleit aftmäliz ven z aui @ ju bringen, zu: 

L=-4T@-9) ..... 22. (126) 
Tie Trägheitömemente find für tie trebende Bewegung eines Süörpers, 
ih ans dem Borkchenden erzicht, wen der größten Midtigleit, un cs 


man fih einen ſchweren Pault von der M in der Gatjernung e von 
der Drehachſe, fo ift das Trägheitsmoment veijelben glei tem des Körpers 
und es ik dadurd die brebende Bewegung eines Körpers, ebenjo wie bie 
gerablinige, auf die eines Punktes von der Majie M des Körpers zurüd- 
gfüht Die Formeln 125 und 126 nehmen nad Ginführung von Me? 
für T vie Form an: 


wodurch fie mit den Formeln 52 und 59 für die Bewegung eines materiellen 
Bunktes volllommen übereinftimmen. 

Durch Formel 127, welche das Princip von der Reduction träger 
Maffen heißt, ift man zugleid) im Stande, die um die Drehachſe vertheilte 
Maſſe des Körpers in einer beliebigen Entfernung e, von der Drehachſe zu 
eoncentriven, und man erhält die Größe dieſer Maſſe M, in dem Auss 
drud 3 

= 

& ſei T das Trägheitämoment eine3 Körpers für eine durd den Schwer: 
yuntt S (dig. 274) gehende Achſe, 7, das Trägheitsmoment für eine Achſe, 
vie in der Entfernung d von der erften Achfe, diefer 
parallel liegt. Für dieſen Fall ift: 

D=T+@EM..... (1) 
unter M vie Mafie des Körpers verftanden. 


Die durch beide parallele Achſen gelegte Ebene 
ſei die XZıChene, S fei der Durchgang der erften 


Fig. 274. 
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Achſe, D ver der zweiten Achſe, fo daß 
SD=d 
it. Gegen wir M, S gleih vr, und M, D glei 9,, fo find die Trägheits- 
momente des Mafienelementes M,, für die durch S gehende Adıfe, My r,?, 
und für die in D,M, 9°. Sur MN, =y, und N S=z il: 
Li zu’ +a +? 
satt y?t+d+2de 
Wen tRt2de, 
und durh Multiplication mit M,: 
YMo=Mr?+d@M +2dM, :. 
Auf gleihe Weife erhalten wir für fämmtlihe Mafjenelemente ähnliche 
Relationen zwiihen den Trägheitämomenten. Die entftandenen Gleihungen 
addiren wir, fo erhält man: 
ZMo?=ZMr’+H®EM+2dEM, a. 


Es iſt 
——— 
ZMrt=T 
zZM =M 


und ZM, x gleih O, da die 7 Z«Ebene eine Schwerebene iſt. 
Wir erhalten demnach das verlangte Geſetz, das beſonders wichtig ift 
bei der Beftimmung der Trägheit3momente: 
n=T+@M. 
In folgender Tabelle finden fi die Trägheitsmomente der Körper, die 
in ber Praxis häufig zur Anwendung kommen. 


Die Ausprüde find für die Vorausſetzung entwidelt worden, daß die 
Körper durchgehends diefelbe Dichtigkeit haben. Für M ift in den Ans 
wendungen befanntermaßen zu jegen: 

G Gewicht in Kilogrammen 
g Befhleunigung der Schwere in Metern” 
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Bejeihzung — 7 
vs " fir ve | Bemerlungen. 
Küryere ; Er 


Ein Lreisbogen (Big. 
276) vom Mittel- 
punftswintel @, die 
Drehachfeifeindurd) 
Ze den einen Enbpuntt 
gelegter Durchmefler. 
dir den gangen Reis 
umfang ift 
T=-4Mr. 





Ein reqteciges Blatt 
(Gig.277) vongerin- 
ger conflanter Die, 
mit den Seiten AB 
=a um BO=b. 
Die Drehachſe gehe 
durch den Schwer 
punkt S. 


T=}M @) © 1) Parallel der Kante 


T=-/M 0) ” 2), Baratet der Raute 





ee getzyun Chent 
ABCD, 
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Bezeichnung Tragheitsmoment 7 
des für die Bemerkungen. 
Körpers. Drehart XX. 







Big. 278. 





Ein kreisförmiges Blatt 

(Big. 278) von geringer 
dr? confanter Dide. Gin 
Durchmeſſer ift Dreh⸗ 
achſe. 





ig. 279. Ein normales Paralle- 

x’ fepipedum (Big. 279) 
mit vehtedigen Grund- 
1a M (a? +6?) ebenen. Die Drehachſe 
‚geht dur) den Schwer» 
puntt S, parallel der 
Kante c. 


b Für eine durch S geheride 
1a M (a +?) Achſe, parallefd. Kanteb. 


Für eine durch S gehende 


15484) |" ggae, paralletd. Rantea. 


Die Drehachſe ift bie 


Ein normales Prisma, deſſen a an 


Grundebene eine beliebige 1MGnt4nd) h . 
tegelmäßige Figur if. Be An 
benen Kreifes. 
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Bezeihnung Trägheitsmoment T 
des für die Bemerkungen. 
Körpers, Drehachſe X X. 












Eine Stange(fig.275) 
mit ſehr Meinem con» 
ſtantemQuerſchnitte. 
[Die Ahfe IX’ geht 
dur die Mitte. 

Binfel BSz gleich. 





75 M (lsin a)! 


Ein Kreisbogen (Big. 
276) dom Mittel 
punftswinfel «, bie 
Drehachſe iſt ein durch 
den einen Endpunft 
gelegter Durchmeſſer. 

[Für den ganzen Kreis 
umfang ift 

TeiMrt. 





Ein rechtectiges Blatt 
(&ig.277) vongerin- 
ger conftanter Dide, 
mit ben Seiten AB 
=am BO=b. 
Die Drehochſe gehe 
burh den Schwer 
puntt S. 


1) PVarallel ber Kante 
AB... 


12) Barallel der Kante 
BC. 





8) Normal zur Ebene 
ABCD,. 
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Bezeichnung Trugheitsmoment T 
des für die Bemerkungen. 
Körpers. Drehare Xx x 





Big. 278, 


Ein Mreisförmiges Blatt 
(ig. 278) von geringer 
ıdr? confanter Dide. Cin 
Durchmeſſer iſt Dreh⸗ 
achſe. 








Big. 279. Ein normales Paralle- 

x’ fepipedtum (Fig. 279) 
mit vehtedigen Grund» 
13 M(a’+ 6%) ebenen. Die Drehachſe 
geht durch den Schwer- 
puntt S, parallel der 
Kante c. 





b Fur eine durch S gehende 
15 M (a? +0) Achſe, paralleld. Kanted. 


Fur eine durch S gehende 


13 4640) Achſe, paralleld. Rantea. 


x 
Die Drehachſe iſt die 

Ein normales Prisma, deſſen en m 
Grundebene eine beliebige 3MGr’+n?) | Sgriebenen, 1, Halb- 


regelmäßige Figur if. meffer des. eingefchrie« 


benen Kreifes. 













Bezeiäuung 
dee 





Köryere. 


Ein normaler Eylin- 

der mit freisförmiger 
Bafis, vom Halb 
mefier r und der 
Länge I. 


Ein normaler hohler 
Eylinder vom der 
Länge I; die Halb: | 
meſſer ber Graud⸗ 
ebene feien und r,- 


Ein normaler Kegel 
mit freisförmigerBa- 
is. Der Halbmefer 
der Grundebene fei 
r, die Höhe h. 


Eine ugel vom Halb- 
meſſer r. 


Ein Kugelabſchnitt von 
der Höße h, Kugel- 
halbmeffer r. 





für Die 
Dichadfe IX. 


Mr 


3 Mör440) 


Mn —— 


034 


0,15 M(r?+1 4%) 


0AMr? 








Trägheitomement T 








| Bemerkungen. 





Die geometriiche Achſe ift 
| Drehadhie. 

! 

! 


Für einen Durchmeſſer der 
Graubebene als Drehadhje. 





Die geometriſche Achſe ift 
Dre hachſe. 


Die geometriſche Achſe if 
Drehachfe 


[Die Drehechſe geht durch 
den Schwerpunlt des Ke⸗ 
gels, parallel der Grund- 
ebene. 


Die Dreasfeiftein Durch-⸗ 
meſſer der Kugel. 


Die Drehachſe ift derjenige 
Kugelburchmeffer, weicher 
durch den Mittelpunft des 
Grundkreiſes vom Kugel- 
abfegnitte geht. 


Die Drehachſe if eine im 
höchften Punkte besKugel- 
abſchnittes zu der vorigen 
Drehachſe nach beliebiger 
Richtung conſtruirte Ror- 
male. 
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Drehung um einen feiten Puukt. 

Bei der Bewegung des Körper3 um eine feſte Achſe war die Drehung 
in den einzelnen Zeitmomenten allein von dem Werthe Nn des betrefienden 
Sräftepaares abhängig, bei der Drehung um einen feiten Punkt © ändert ſich 
im Algemeinen mit dem Werthe Qg des bewegenden Kräftepaares auch zu: 
glei die Lage ver betreffenden Paarebene. Die Drehung des Körpers ers 
folgt demnach um Achſen, welhe durh O gehen, aber in jedem Augenblid 
ihre Sage im Raume ändern, um fogenannte Momentanadjen der Rotation. 
Eine Aenderung der Drehachſe hat aber auch zugleih eine Veränderung des 
Trägheit3momentes des Korpers zur Folge, fo daß in ber für jeden Beitmoment 


ur Anwendung fommenden Beregungsgleihung ı = 28, im Allgemeinen 


Qg und T veränderlihe Werthe repräfentiren. Die dem Körper bei der 
Drehung, mit der Winkelgeſchwindigkeit @, inne wohnende Iebendige Kraft 
L=}To* ändert fih ebenfalls mit co und T zugleih. Bezeichnet man 
mit Ta, 7y, 7, die Trägheitsmomente des Körpers für drei durch O 
gehende Coordinatenachſen und bildet die augenblidlihe Drehare des Paares 
Qg mit denjelben die Winkel A, u, v, fo ergiebt fih auf leichte Weile: 

T=T, 00822 -+ Ty cos u? + T, cosv? — 2 cos cosv Em, Yyı 2 

— 2008Acosv Em, 2, 2, — 2008 Acosu Im; & Yı- 

Haben die Coordinatenahfen zu dem Körper die befondere Lage, daß zu 
gleicher Zeit Em yız, Zm 22, Zmızıyı zu Null wird, fo heißen 
dieje Achſen die Hauptachſen des Körpers ($. 60) und es ift in dieſem 
Augenblid der Drehung: 

T=T,c0842 + Tycosu? + T, cos v2. 


Die bewegenden Kräfte liegen bei der Drehung um eine fefte Achſe, wie 
ſchon oben angegeben, in Ebenen normal zur Achſe und beftchen aus den 
Tangentialkräften und den Ablenkungs- oder Centripetalträften. Die eriteren 
dienen zur Erhaltung, reſp. Aenderung der Geſchwindigleiten in ven einzelnen 
Punkten des Körper, die legteren haben dagegen die Aufgabe, die jedes» 
malige Ablentung aus einer Tangente in die mädftfolgende zu vermitteln. 
Bon den Gegenkräften der Bewegung find bei ben vorigen Unterfuhungen 
nur die tangentialen Componenten in Betracht gezogen worden, die Normal: 
componenten, radial auswärts wirkend, find die Reactionen der Gentripetal: 
fräfte, die fogenannten Centrifugalträfte, mwelhe feinen Einfluß auf bie 
eigentliche Bewegung haben und deshalb bis jet vernachläſſigt wurden. Bei 
der gegenfeitigen Zerftörung der gegebenen Kräfte durch die Gegenkräfte ber 
Bewegung hat bie fefte Achfe während ver Bewegung einen Drud auszuhalten, 
zu deffen Beſtimmung dieje Centrifugalfräfte mit in Rechnung zu bringen find. 
Dieſer Drud it zur Drehachſe normal zu denken und beiteht aus zwei Com— 
ponenten, welche in Richtung der X= und P⸗Achſe wirkſam find. 
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Zur Beſtimmung der Größe dieſer Drudkräfte fei für einen materiellen _ 
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Bezeichnung 
des 
Körpers. 


Ein normaler Cylin⸗ 

der mit freisförmiger 
Bafis, vom Halb- 
meffer r und ber 
Länge I. 


Ein normaler Hohfer 
Eylinder von der 
Länge I; die Halb 
meffer der Grund 
ebene feien r, und rz- 


Ein normaler Kegel 
mitfreisförmigerBa- 
ſis. Der Halbmeſſer 
der Grundebene ſei 
die Höhe 4. 


Eine Kugel vom Halb- 
mefler r. 


Ein Kugelabſchnitt von 
der Höhe A, Kugel» 
Halbmeffer r. 





Trägheitsmoment T 
für die 
Drehachſe XX. 


4Mr 


MM@r:+4M) 


34 (n’+n?) 


08Mr 


0,15 M(r?+1 42) 


04 Mr! 





Bemerkungen. 


Die geometriſche Achſe ift 
Drehachſe. 


Für einen Durchmeſſer der 
Grundebene als Drehachſe. 


Die geometriſche Achſe iſt 
Drehachſe. 


Die geometriſche Achſe iſt 
Drehachſe. 


Die Drehachſe geht durch 
den Schwerpunlt des Ke⸗ 
gels, parallel der Grunb- 
ebene. 





Die Drehachſe iſt ein Durch⸗ 
meſſer der Kugel. 


Die Drehachſe iſt derjenige 
Kugeldurchmeffer, weicher 
durch den Mittelpunkt des 
Grundkreiſes vom Kugel⸗ 
abſchnitte geht. 


Die Drehachſe iſt eine im 
hoͤchſen Punkte des Kugel- 
abſchnittes zu ber vorigen 
Drehadife nad} beliebiger 
Richtung conftruirte Ror- 





male, 





- Drehung um einen feften Punkt. 301 

Drehung um einen feiten Puukt. 

Bei der Bewegung des Körper3 um eine feſte Achſe war die Drehung 
in den einzelnen Zeitmomenten allein von dem Werthe Nr des betreffenden 
Kröftepaares abhängig, bei der Drehung um einen feften Punkt © ändert ſich 
im Allgemeinen mit dem Werthe Qg des bewegenden Kräftepaared aud zu: 
glei die Lage der betrefjenden Paarebene. Die Drehung des Körpers ers 
folgt demnah um Achſen, melde durh O gehen, aber in jedem Augenblid 
ihre Lage im Raume ändern, um fogenannte Momentanahjen der Rotation. 
Eine Aenvderung der Drehachſe hat aber auch zugleih eine Veränderung des 
IrägheitSmomentes des Korpers zur Folge, fo daß in der für jeden Zeitmoment 


zur Anwendung kommenden Bewegungsgleichung ı = 2a, im Allgemeinen 


Qg und 7 veränderlie Werthe vepräfentiren. Die dem Körper bei ber 
Drehung, mit der Winkelgeſchwindigkeit @, inne wohnende lebendige Kraft 
L=3T 0? ändert fi ebenfalls mit @ und T zugleih. Bezeichnet man 
mit Ty, 7y, 7, die Trägheitsmomente des Körpers für drei durch O 
gehende Coordinatenachſen und bildet die augenblidlihe Drehare des Paares 
Qq mit denjelben die Winkel A, u, v, fo ergiebt ſich auf leichte Weile: 

T=T, 008 A?-+ T, cos u? + T, cos vꝰ — 2 cos cosv Em, yı 2 

— 20084008V Im 2) 21 —2c08Acosu Im, 2 Yı- 

Haben die Coordinatenachſen zu dem Körper die befondere Lage, daß zu 
gleicher Zeit Zimı yızı, Zmı 227, Zmı 2, y, zu Null wird, fo heißen 
dieſe Achſen die Hauptachſen des Körpers ($. 60) und es ift in biefem 
Augenblid der Drehung: 

T=T,c08 124 Tycosp® + T, cos v2. 


Die bewegenden Kräfte liegen bei der Drehung um eine feite Achſe, wie 
ſchon oben angegeben, in Ebenen normal zur Achſe und beitehen aus den 
Tangentialfräften und den Ablenkungs- oder Centripetalträften. Die erfteren 
dienen zur Erhaltung, reſp. Aenderung der Geſchwindigleiten in ben einzelnen 
Punkten des Körpers, die Iegteren haben dagegen die Aufgabe, die jedes: 
malige Ablentung aus einer Tangente in die nädjftfolgende zu vermitteln. 
Bon den Gegenträften ver Bewegung find bei den vorigen Unterfuhungen 
nur die tangentialen Componenten in Betracht gezogen worden, die Normal 
componenten, radial auswärts mwirkend, find die Reactionen der Centripetalz 
fräfte, die fogenannten Centrifugalträfte, welche keinen Einfluß auf die 
eigentlihe Bewegung haben und deshalb bis jegt vernadläffigt wurden. Bei 
der gegenfeitigen Zerftörung ber gegebenen Kräfte durch die Gegenkräfte der 
Bewegung hat die feſte Achſe während ver Bewegung einen Drud auszuhalten, 
zu deſſen Beftimmung diefe Centrifugalträfte mit in Rechnung zu bringen find. 
Diefer Drud iſt zur Drehachſe normal zu denken und befteht aus zwei Coms 
ponenten, welche in Richtung der X= und Y+Acfe wirtiam find. 
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Punkt von der Mafie m, (dig. 280) vie wriprunglih angebrachte Kraft P,, 
welche die Winlel a,, ,, y, mit ven Adien bilvet. Die Tamgentialkraft ſei 
T,, wit den Ahien vie Bintel d, und n, bildend, und die Gentripetaffraft 


Fe. 280. 





fi N,, deren Richtung durch die Wintel 
A, and p, beitimmt jein mag. dur 
die beiden lepteren Kräfte genügen die 
Winkel wit der X- und F-Achſe, da 
fie jämmtlih in Ebenen normal zur 
Trehadie liegen. Der Punkt babe die 
Coerdinaten z,,3,, 5, und befinde fih 
in der Entfernung 7, von der Dreh: 
achſe. Wan bilde für P, die drei 
Gompenenten, wobei P, cosy, aufer 
Betrabt fällt, da das feite Syſtem von 
Punkten fih in Richtung der Z:Adje 
nicht verjhieben Tann, und zerlege 7, 
und N, nad Richtung der X und 
x Y:Adje. 

Die Componenten der Kräfte, die 


fich gegenfeitig aufheben, aljo Drud erzeugen, find für vieje Annabmen: 


in Richtung der X:Adfe: 


Pı cosa, —(T, c088, + N, c0sh,) 
P, cosa, + T} cos(2? R— 8,) + N, cos (2 R—A,) 


ur 
Peosa + a4 N“, 
h 


in Rihtung der Y:Adhje. 


P, cosß, — (T, cos m + N, cos m) 
Pı eosß, — Treosm + N, cos (2 R— m) 


* 
Pc — nA+ mn. 


Nehmen wir an, daß die Winkelgeſchwindigkeit in dem Momente gleih 
@, und bie Acceleration der drehenden Bewegung in der Entfernung 1 von 
der Drehachſe glei ı fei, fo können wir ftatt 7, und N, folgende Werthe 


einführen: 


T,=mni 
M=mnei 


Die Componenten erhalten durch diefe Subftitution die Form: 


in Richtung der X: Adfe: 


Pc + myır + m 20%, 


in Rihtung der Y-Adjfe: 


Pı cos ß, — m 2,14 m 3, o*. 





Eentrifugalträfte. 803 

Verfahren wir in gleicher Weife mit den ſich dad Gleichgewicht haltenden 
Käften an fämmtlihen materiellen Punkten, fo erhalten wir in der alger 
braifhen Summe diejer Ausbrüde die zur 2-Achſe normalen Drude D, 
und D,, welde parallel der X- und Y-Adje wirken: 

in Richtung der X Adje: 

Di = Z(Pı cos, + m 9ı 6 + m 2 09), 
in Rihtung der Y:Adfe: 

Dz = Z(Pı cos, — m 2,14 m yu@?). 

Die Abftände z’ und 2” ihrer Angriffspunfte auf der Z-Achſe vom Coor: 
dinaten» Anfangspunft finden fih in ber Summe der Momente, dividirt durch 
die Summe der Kräfte: 

ı _ ZB 21 608 & + m; Yı 216 + 2, 2, @?) ) für den Drud parallel 











Z(P, 6080, + m yıı + mı 2, 0?) der X Ace. 
u _ Z(Pı 21 608 ßı — m & 216 + Yı 2, @*) } für den Drud parallel 
TR, co fı — my 2 0 + mı Yı 0?) der X.Achſe. 


Iſt für den Körper, ver fih um die feſte 2-Achſe dreht, dad Moment 
Nn ver gegebenen Kräfte gleih Null, fo wird nah %. 125 die Winfel- 
beileunigung ı zu Null und der Körper befindet fih in gleihförmiger 
Drehung um die Achſe. Die dabei vorhandene Winkelgeſchwindigkeit fei @. 
Daſſelbe wird aud eintreten, wenn an bem Störper überhaupt feine Kräfte 
virfjam find, und die Drehung als eine Folge früherer Urſachen angefehen 
werben muß. Die dem Körper bei der Winlelgeſchwindigleit @ inne wohnende 
lebendige Kraft, welche derſelbe als Arbeit abzugeben vermag, ift nah F. 126 
L=4To®. 

Zur Berehnung des Druds, den die feite Achſe bei diefer gleihförmigen 
Drehung auszuhalten hat, find hiernah in den zu Ende des vorigen Para— 
graphen entwidelten Formeln P,, Py...= 0 und ı—=0O zu fegen, da zugleich 
mit den gegebenen Kräften, aud die tangentialen Wiberftände verſchwinden und 
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nur die Gentrifugalträfte als Drud erzeugend, übrig bleiben. Es ift hiernad:” 


D=oZm a 
Pr Z m & 2} für den Drud parallel der X-Achſe, 
Zm * 


D, = 0? Em, yı 
Pan Zm Yı 2} für den Drud parallel der Y+Adfe. 
Zmyı 
Diefe beiden Normaldrüde, die allein von den Gentrifugalfräften her⸗ 
rühren, laſſen ſich zu einer Nefultante vereinigen, wenn z’ glei 2” ift. 
In diefem Falle erhalten wir den Drud normal zur 2.Achſe, von den Eentrifugal« 
fräften hervorgerufen, oder die Centrifugalkraft 7° de3 ganzen Körpers, gleich 
F=YD?+D?= or Yzm m)” + (Zm 91% - 





Rennen wir Vie Gonbinaten de Edmeryunlick MM die 
Waffe des Küryerz, fe iR: 
Ms= Enz m My=£my, 


F=Me! ....... “22. (129) 
unter r die Entiernunz des Schwerpunkte: wen der Trebad;ie verkanten. Bir 
haben hiernah im den Zillen, wo ih eine reinltirenme Gentrifugalfraft für 
Körper ergiebt, die Maite beiielben im Schwerpunlt vereinigt ju 


Syftems niht in Rihtang der rejnltirenden Fliehtraft liegen muß. 


Haben :’ und :” veridiebene Größen, jo lafjen ih die Drude D, und 
D, wwat nicht zn einer Mitteltraft vereinigen, man fann jedoch beide varallel 


einigung nidht nothwenbig, da e3 fh hier nur um ben Trud auf bie Um: 
vrehungsachfe (Welle oder deren Zapien) handelt. 

Im Allgemeinen üben aljo die Gentrifugalträfte eines ſich um eine feite 
Achſe drebenden Körpers Drud auf diejelbe aus, es läßt fih jedod die Achſe 
fo durdy den Körper legen, daß biefe erzeugten Prude verſchwinden. 

‚Hierzu iſt nothwendig: 

)D)=0wD,=0, 
d. h. 
Zum = mw Zuy=0. 

Um viefe Bedingung zu erfüllen, muß die Drehungsachſe durch den 
Schwerpunft des Körpers gehen. 

2) D)’=0 
(va ©? Em, x, in der X Z:Chene liegen und parallel ver X: Ace find) 
D,!'= 

(da @® Em, y, in der 72-Ebene liegen und parallel ver Y:Adhfe find), 
d. h. aber 

Zum ı=0 
und Ss 

Zm ya =0. 

Zur Erfüllung dieſer Bedingung muß die Drehachſe zu den Glementen 
des Körpers eine beftimmte Lage haben, die von der Form des Körpers ab: 
hangig ift. 


Eenteifugaffräfte. 305 

Hiernach wird ein Körper, der volllommen frei ift, auf den keine äußeren 
Kräfte einwirlen, der aber angefangen hat, fi) um eine durch den Schwer: 
puntt gehende Linie zu drehen, für welche 

Zum 1 =0w Zmyaı=0 
ift, immer dieſelbe drehende Bewegung dur ſich felbit erhalten, ohne daß 
die Achſe irgend einen Drud auszuhalten hat. 

Jede für die obigen Bedingungen beftimmte Drehungsadjfe heißt eine 
freie Achſe. 

Es giebt in jedem Körper drei auf einander rechtwinklig ftehende Linien, 
die durch den Schwerpunkt gehen und freie Achſen find, da das, für die 
2.Achſe ald Drehachſe, Nachgewieſene fi ebenfo auf die X: und P⸗Achſe 
übertragen läßt. 

Geht die Drehachſe nicht durch den Schwerpunkt des Korpers und iſt 

2 
ſo giebt es, wie wir geſehen, eine tefulfirende Eentrifugaltraft. 

Diefe kann aufgehoben werden, wenn man den Angriffspunft ders 
ſelben feft macht. Hieraus folgt, daß eine Drehadfe mit der Eigenſchaft 
2 =2" zu einer freien gemacht werben kann, wenn man einen ihrer Bunte 
feſt macht. Außerdem läßt fih mit Hülfe höherer Mathematit nahweifen, daß 
fi durch jeden beliebigen Punkt des Körpers drei auf einander rechtwinklig 
ſtehende Linien ziehen laſſen, die, als Drehachſen benugt, der zweiten obigen 
Bedingung genügen. In diefem Falle ift: 

Em nn=0 

Zmyn= 

zum nZ 9] fe die X.Adſe als Dretadfe, 

Zmya 

Zm zz. =0 
d. h. aber 

Zm zz =Zm ya =imazy=0. 

Wird diefer beliebig gewählte Punkt feitgehalten, fo werben die Compo: 
nenten nah Richtung ber drei Achſen dur den feften Punkt aufgehoben und 
die durch ihn, nach obigen Bedingungen, gelegten Drehachfen, haben mit den 
freien Achſen gleihe Eigenfhaften. Man nennt diefelben 

Hauptadfen. 

Hiernach erhalten wir das Gefeg: 

Läßt man ein Syftem um eine der Hauptahfen drehen, fo 
findet ans den Centrifugalkfräften nur Drud auf den Punkt ber 
Drehachſe ftatt, duch den die Hauptachſen geben. Iſt diefer 
Punkt Schwerpunkt des Syſtems, fo ift au diefer aus den Eentris 
fugalträften berrührende Drud Null. 

Bernide, Meipanit. 1. Zweite Kufl. 20 


ol für die ZeAchfe ald Drehachſe, 





| für die X-Achſe als Drehachſe, 


Ar 
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ZEPp ik vie Summe der Ratiihen Momente ter Kräfte, tie auf Drehung 
wirten, hier aljo die Zangentialfräfte. Ticielben find für einen betimmten 
Ausihlag parallel, weshalb ihre Reiultante, gleich ver Summe der Kräfte, im 
Scmwerpunlte S wirtjam gedacht werben muß. 

Segen wir AS— s und beitimmen ZPp für den Ausſchlagwinlel u, 
fo if ZPp=Mesgsing; 
T, ik das Trägheitmoment für die Drehachſe. 

Hiernach erhalten wir für den angenommenen Ausſchlagwinlel: 


——— 
"Sg 








Vyyfiſches Pendel. 37 
Soll das phyſiſche Pendel mit dem mathematifhen von der Länge I die: 
felbe Schwingungsbauer haben, fo müflen beide an jevem Bunte ihrer 
Bahn diefelbe Acceleration befigen; e3 muß alfo für jeden Ausſchlagwinkel 
—8 
oder J 


1. Ms 
TIma= Tg 
fein, 
Hieraus erhält man die Länge I de3 mathematifhen Pendeld, das mit 
dem phyſiſchen gleiche Schwingungsdauer hat: 
I Tragheitsmoment 
⸗ſialiſches Nomen 


In einem Körper, der um eine horizontale Achſe ſchwingt, nennt man 
den Bunkt, in welchem man die Mafje des ganzen Körpers vereinigt denken 
kann, ohne die Art und Weiſe und die Beitvauer der Schwingungen dadurch 
zu ändern, Shwingungsmittelpuntt. Alle Bunkte, die in der X Y-Ebene, 
in der Entfernung 2 von der Y⸗Achſe liegen, haben die eben erwähnte Eigen- 
ſchaft, jedoch wird gewöhnlih der Punkt mit Schmwingungsmittelpunft bes 
zeichnet, der fih mit dem Schwerpunkte S auf verfelben Linie findet. Sept 
man in der gefundenen Zeitdauer £ eines mathematiſchen Pendels ftatt Z den Werth 


4, fo erhält man die Schwingungszeit eines phyſiſchen Pendel, da vie 


Bewegung deſſelben dann auf die eine3 materiellen Punktes, in der Entfernung Z, 
zurüdgeführt ift: 


I= (130) 





Es läßt fih 2 durch Beobachtung ermitteln, weshalb die Formel zur Bes 
tehnung des Trägheitgmomentes eines, um eine horizontale Achſe ſchwingen⸗ 
den Körpers, benugt werden kann: 

t \2 
n.= (1005) Mr 

Iſt T das Trägheitgmoment für eine durch den Schwerpunkt S des 
Körpers gehende, mit der Y-Achſe parallele Achſe, fo haben wir n. 3. 128: 

n=T+Ms. 


Führen wir weiter den Trägheitshalbmeſſer e ein, ſehen aljo n. F. 127 
fatt 7, Me2, fo ift: 
T=Me+® 
und 
1= +5? 
=. 
20* 


2 
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Fig 232 





and 





d. 5. der Auihängepuuft X nnd ter Shwingungsmittelpunft C 
eines phyfiihen Pendels find wedieljeitig, der eine kann mit dem 


Fig 283. 





anteren verlauicht werben, ohne tie Schwingungszeit zu ändern. 
Tiefe Eigenſchaft iR bemupt zur Eomftruction des Reverfiond: 
pendels AB (Fig. 283), deien Schneiden C und K eine un 
veranderliche Gntjernung haben. Bon ven beiden Gewiäten P 
amd Q ift das Heinere P mittel einer feinen Schraube ver: 
ftellbar. Hierdurch ift e3 möglih, P genau an den Drt zu 
bringen, daß C und K medhielieitig als Aufhängepuntt benupt 
werben Können, ohne die Schwingungszeit de Pendel dadurch 
zu ändern. Das Reverfionspendel if beſonders zur Beftimmung 
der Länge der Secundenpendel für die verſchiedenen Orte der 
Erde geeignet. Nachdem das Gewicht P gehörig eingeftellt wor: 
den, ift für C als Aufhängepuntt, K Schwingungsmittelpunft 
und CK=1 die Länge des einfachen Pendels, das mit 
dem vorliegenden biejelbe Schwingungsvauer hat. ft t bie 
Schtwingungszeit des Reverfionzpendeld und Z, die Länge de 
Secundenpendels für denjelben Ort, fo haben wir: 


= V und 1=2Y\ a. 
g g 





Bewegung eines freien Körpers. 309 
Hieraus folgt die Länge Z, des Secundenpendels: 
ı 


& bleibt nod der allgemeinfte Fall der Bewegung eines volllommen 62 
freien Körperd zu unterfuchen übrig, wenn biefelbe in jedem Augenblide 
als Folge einer Einzellraft R und eines Kräftepaare® Qg angefehen werben 
muß, eine Vereinigung zwiſchen 2 und Qg fih alfo als unmoglich erweit. 
In diefem Falle kann man die Bewegung des Körpers in jevem Augenblide 
aus einer fortf—reitenden und aus einer drehenden zmjammengefegt denken. 
Man kann nämlich einen beliebigen Punkt in dem Körper annehmen und 
demfelben in jevem Augenblide eine Bewegung geben, in Folge welder jever 
Punkt eine unendlich Meine gerade Linie beſchreibt, die derjenigen gleih und 
parallel ift, welche der betrachtete Punkt während dieſes Zeitraumes beſchreiben 
muß; darauf Tann man dieſen Punkt als feſt annehmen und ven Körper ſich 
um benfelben in der Weile drehen laſſen, bis jeder Punkt in die Lage ges 
tommen ift, melde er am Ende dieſes Zeitmomentes erhalten fol. Diejer 
Punkt, unveränderlich feft mit dem Körper verbunden gedacht, kann beliebig 
gewählt werden und zugleich als Coorbinatenanfangspunft dienen. 

Sollen aber fämmtlihe Punkte während des Zeitmomentes gleihe und 
parallele Wege zurüdlegen, fo müffen aud vie in den einzelnen Punkten aufs 
tretenden Trägheitäwiderftände ald parallel angefehen werden, deren Summe, 
ver refultirende Trägheitöwiderftand, im Schwerpunft des Syſtems wirkſam zu 
denken ift. Es ift demnach notwendig, bie bewegende Kraft ebenfalls den 
Schmwerpuntt angreifen zu laſſen, da andernfall® neben der fortſchreitenden 
Bewegung noch eine Drehung um den Schwerpunkt eintreten würde. Aus 
diefem Grunde wählen wir bei der volllommen freien Bewegung des Körpers, 
den Schwerpunkt als feften Punkt und die durch denſelben gehenden Coordi⸗ 
natenachſen denken wir während der Bewegung in paralleler Lage erhalten.s 
Für die einen Moment dauernde gerablinige Bewegung des Körper dient 

R 


hiernach als Bewegungsgleihung j =yr und für die in berjelben Zeit ftatts 


findende Drehbewegung um den Schwerpunkt haben wir ı = 2. Aus diefen 


Formeln möüffen bei diefer doppelten Bewegung, für bie aufeinander folgenden 
Zeitmomente, die refultirenden Accelerationen und daraus die Geſchwindig⸗ 
keiten beftimmt werben. 

Die Bewegungen, melde vie verjhievenen Punkte eines frei beweg⸗ 
lichen feften Syſtems in jevem Augenblide annehmen, find hiernach als refuls 
tirend aus denen zu betrachten, welche fih auf zwei gejomberte Bewer 
gungen beziehen: 

1) Eine fortfpreitende, welche durch bie angreifenden, mit 
fi felbft parallel an den Schwerpunkt verfegten Kräfte, ers 
zeugt wird, 


310 Dritter Abſchnitt. Biertes Eapitel 

2) Eine drehende, welde durch dafjelbe Syfiem der gegebenen 
Kräfte hervorgebradht wird, wenn man den Schwerpunkt feft: 
gehalten dentt. 

Die refultirende Geſchwindigleit für einen beliebigen Punkt des Körpers 
von der Mafle m, fei gleih v, fo ift die hier aufgefammelte lebendige Kraft 
Am, 02, und die des ganjen Körpers in vemfelben Augenblide L = 2} m, 02. 


& fei, in nebenftehenver Fig. 284, S der Schwerpunft des Körpers und 
der Punkt A von der Mafje m, und den Coorbinaten xy, y1, 2, befige eine 


Big. 284. 





fortf—hreitende Bewegung von der Geſchwindigleit u und die Bintelgeihwin- 
digkeit c. Als augenblidlihe Drehachſe wählen wir die Z-Achfe und nehmen 
die X-Achfe dergeftalt, daß die Richtung von u der Ebene ZX parallel 
gerichtet fei, dann dient zur Berehnung der reſultirenden Geſchwindigleit v,, 


Zormel 21: 
v= Ver +? +02 
Bezeihnen wir noch die Entfernung der Maſſe m, von S mit r, und 
den Winkel, den die Richtung von u mit der X-Achſe bildet, mit «, fo ift: 
Yı 


%w=uosa+tna, 
ı 


— — 
vne, 
v,=usina 

= (oo)? + (oy)? + 2uoyı cosa + (02)? + (weine)? 
= uꝰ 4 (1 0)? +2ucosa.ayı- 
Bei Benugung dieſes Werthes erhalten wir die lebendige Kraft des 
Körpers in dieſem Angenblide: 
L= Zym uw + Zym, (r, 0)? + Zucosa.m @yı- 





und ©’ 





Bewegung eines freien Körpers. 31 

Für diefen Moment der Bewegung ift u, @ und « conftant, und da die 
Drehachſe durch den Schwerpunkt geht, fo ift Em, y, — O und deshalb: 

L=}wW Em, +40? Em, r?. 

Für Em, fepen wir die Mafle M des Körpers, und Zim, r,? ift 
das Trägheitämoment 7 veflelben für die Drehachſe, weshalb wir ſchließlich 
erhalten: 

L=42M#44T0%. 2.2.2.2... (80 


d. h. die totale lebendige Kraft der zufammengefegten Bewegung 
if in jedem Momente glei der Summe der lebendigen Kräfte 
der beiden Bewegungen, aus welden die zufammengefepte Ber 
wegung befteht. 


310 Dritter Abſchnitt. Viertes Capitel, 

2) Eine drehende, welde durch daſſelbe Syftem der gegebenen 
Kräfte hervorgebraht wird, wenn man ben Schwerpunkt jet: 
gehalten denkt. 


Die refultivende Geſchwindigkeit für einen beliebigen Punkt des Körpers 
von der Maſſe m, fei gleih v, fo ift die hier aufgefammelte lebendige Kraft 
4m, v?, und die des ganzen Körpers in demfelben Augenblide L = & } m, o?. 


3 fei, in nebenftehenver Fig. 284, S der Schwerpunkt des Körpers und 
der Punkt A von der Mafje m, und den Coordinaten x, Y1, 2, befige eine 


Big. 284. 





fortſchreitende Bewegung von der Geſchwindigleit u und bie Winkelgeſchwin-⸗ 
digkeit ©. Als augenblidlihe Drehachſe wählen wir die Ze Achfe und nehmen 
die X⸗Achſe dergeftalt, daß die Richtung von u der Ebene ZX parallel 
gerichtet fei, dann dient zur Berechnung ber refultisenden Geſchwindigkeit v,, 
Formel 21: 

v= Ver? +02. 


Bezeihnen wir no die Entfernung der Maſſe m, von S mit r, und 
den Winkel, den die Richtung von u mit der X=Achfe bildet, mit a, fo ift: 
v=uosatrnot 
71 

y=n® n 
v„=uesna 
und 0? = (u. 0080)? + (oy)? + 2umy, cos« + (w2,)? + (usin a)? 
=u + (rn 0)? + 2u0080.0%ı- 

Bei Benugung dieſes Werthes erhalten wir bie lebendige Kraft des 

Körperd in diefem Angenblide: 


L= Zym u + Zym, Ci 0)? + Zuoosa.mayı 








Bewegung eines freien Körpers. 31 
Für diefen Moment der Bewegung ift u, co und & conftant, und da bie 
Drehachſe durch den Schwerpunkt geht, fo ift Zim, y1 = O und deshalb: 
L=4wW Zm, + }o? Em, r?. 
Für Em, fegen wir die Maſſe M des Körpers, und Zim, r,? iſt 
das Trägheitömoment 7 vefielben für die Drehachſe, weshalb wir ſchließlich 


erhalten: 
L=3MwW 44T. ..2.2.22.0. (30) 


d. h. die totale lebendige Kraft der zufammengefegten Bewegung 
ift in jedem Momente glei der Summe der lebendigen Kräfte 
der beiden Bewegungen, auß welden die zufammengefegte Be— 
wegung beftebt. 
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Punkt von der Mafie m, (Fig. 280) die urfprünglih angebrachte Kraft P,, 
welche die Winkel &, By, Y mit den Achſen bildet. Die Tangentialkraft fei 
T,, mit ven Achſen die Winkel d, und 7, bildend, und die Gentripetaltraft 


Fig. 280. 
r 


fei N,, deren Richtung durd die Winkel 
A, und u, beftimmt fein mag. Für 
die beiden letzteren Kräfte genügen die 
Winkel mit der Xs und P-Achſe, da 
fie fämmtlih in Cbenen normal zur 
Drehachſe liegen. Der Punkt habe die 
Coordinaten 2, Yı, 2, und befinde fih 
in der Entfernung r, von der Dreh: 
achſe. Man bilde für P, die drei 
Gomponenten, wobei P, cosy, außer 
Betracht fällt, da das feſte Syſtem von 
Punkten fi in Richtung der 2-Achſe 
nicht verfhieben Tann, und zerlege 7, 
und N, nad Richtung der X und 
Y: Adjfe. 

Die Componenten der Kräfte, die 
ſich gegenfeitig aufheben, alfo Drud erzeugen, find für diefe Annahmen: 

in Rihtung der X-Achſe: 
P, cos a, — (T} c08 8, -+ N, c08 Aı) 
P, cosa, + Tj cos(2 R— 81) + N, cos (2 R—A,) 


2, 
Pont na+ME, 
ı 





in Richtung der Y-Adhfe. 
P, cos ß, — (T, 089, + N, cos 1) 
Pı cosß, — T oe +N, ce @ R— u) 


Pı cos ß, — na 4 . 





Nehmen wir an, daß die Birtegefsminigteit in dem Momente gleih 
@, und die cceleration der drehenden Bewegung in ber Entfernung 1 von 
der Drehachſe gleich ı fei, fo können wir ſtatt 7, und N, folgende Werthe 
einführen: 


Die Componenten erhalten durch diefe Subftitution die Form: 
in Richtung der X-Achſe: 
Po + myıı + mo), 
in Rihtung der Y-Adfe: 
Pı cos ß, — mı zı + mı yı @. 





Eentrifugalfräfte. 803 
Verfahren wir in gleicher Weife mit den fih das Gleichgewicht haltenden 
Kräften an fämmtlihen materiellen Punkten, fo erhalten wir in ber alge 
braifhen Summe viejer Ausbrüde die zur 2-Achſe normalen Drude D, 
und D,, welche parallel der X» und Y-Achſe wirken: 
in Rihtung der XsAdje: 
D=ZRosa +myıtm 20), 
in Richtung der Y«Achfe: 
D, = Z(P, cos, — m z,ı + m 3, 0°). 
Die Abftände z’ und z” ihrer Angriffspunfte auf der Z-Achſe vom Coor: 
dinaten⸗ Anfangspunkt finden fi in der Summe der Momente, dividirt durch 
die Summe der Kräfte: 


P} Z(P, z, 608 0, + mı Yı 22 + m; &ı 21 @*) j für den Drud parallel 











Z(P, 0080, + m yıı + mM, 2, 02) der Achſe. 
zu Z(Pı 2 608 Bı — my 21 21 0 + mı Yı Zu @®) | für den Drud parallel 
ZB 008, — m 210 + m yı 0) der X. Achſe. 


Iſt für den Körper, der ſich um die feile 2-Achſe dreht, das Moment 
Nn ver gegebenen Kräfte gleih Ruf, fo wird nah F. 125 die Winfel- 
beſchleunigung « zu Null und der Körper befindet fih in gleihfärmiger 
Drehung um die Achfe. Die dabei vorhandene Winkelgeſchwindigkeit fei @. 
Dafjelbe wird auch eintreten, wenn an dem Körper überhaupt feine Kräfte 
wirkſam find, und die Drehung als eine Folge früherer Urſachen angefehen 
werben muß. Die dem Körper bei der Winkelgeihmindigleit @ inne wohnende 
lebendige Kraft, welche derſelbe als Arbeit abzugeben vermag, ift nah F. 126 
L=4To®. 

Zur Berechnung des Druds, den die fefte Achſe bei diefer gleihförmigen 
Drehung auszuhalten bat, find hiernad im den zu Ende des vorigen Para— 
graphen entwidelten Formeln P, Pa... = 0 und ı=0 zu fegen, da zugleich 
mit den gegebenen Kräften, aud die tangentialen Widerftände verſchwinden und 


60 


nur die Centrifugalkräfte als Drud erzeugend, übrig bleiben. Es ift hiernad:” 


D=o!Zm: 
Pas Z m &, 2 } für den Drud parallel der X-Achſe, 
Zm 


D, = 0? Zm,yı 
zı — 2" Yı 2 | für den Drud parallel der F. Achſe. 
Zmyı 
Diefe beiden Normalbrüde, die allein von den Centrifugalträften her» 
rühren, laſſen fih zu einer Refultante vereinigen, wenn z’ gleich ⸗“ ift. 
In diefem Falle erhalten wir den Drud normal zur ZAdfe, von den Gentrifugal« 
fräften hervorgerufen, oder die Centrifugaltraft F des ganzen Körpers, gleich 
F=YVDP+ D2= or Vzm + (Zmı 9)”. - 
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Punkt von der Maſſe m, (Fig. 280) die urfprünglic angebrachte Kraft P,, 
welde die Winkel &,, 81, Yı mit den Achſen bildet. Die Tangentialtraft fei 
T,, mit ven Achſen die Winkel 5, und 7, bildend, und die Gentripetalfraft 


Sig. 280, 
pr 


fei N], deren Richtung durch die Winfel 
A, und u, beftimmt fein mag. Für 
die beiden lepteren Kräfte genügen die 
Winkel mit der X+ und F⸗Achſe, da 
fie jämmtlih in Ebenen normal zur 
Drehachſe liegen. Der Buntt habe die 
Eoordinaten 2, Y1, 2, und befinde ſich 
in der Entfernung r, von ber Dreh— 
ade. Man bilde für P, die drei 
GComponenten, wobei P, cosy, außer 
Betracht fällt, da das feite Syftem von 
Bunkten fih im Richtung der 2-Achſe 
nit verfhieben Tann, und zerlege 7, 
und N, nah Nihtung der X und 
Y: Adfe. 

Die Componenten der Kräfte, die 
ſich gegenfeitig aufheben, aljo Drud erzeugen, find für diefe Annahmen: 

in Rihtung der X-Achſe: 
P, cos a, — (T; cos d, + N, cos A,) 
P, cos 0, + T, cos (2 R— Kl + N, cos (2 a 


Pı cos + za er 
in — "er Y.Achſe. 


Pi c02ß, — (I, con 1 + N com) 
Pı cosß, — T, cos + N, cos? R— u) 


®, 
Proof — DH N . 





Nehmen wir an, daß die Wintelgeihmwinvigkeit in dem Momente gleich 
@, und bie Acceleration der brehenden Bewegung in der Entfernung 1 von 
der Drehachſe aleich u fei, fo können wir ftatt 7, und N, folgende Werthe 
einführen: 


Die Componenten erhalten dur diefe Subftitution die Form: 
in Rihtung der X-Achſe: 
Pı 608 + m yıc + m 2 0%, 
in Rihtung der Y-Adfe: 
Pı eo, — m zu + m yı a8. 





Centrifugalkräfte. 803 
Berfahren wir in gleicher Weife mit den fi das Gleichgewicht haltenden 
Kräften an jümmtlihen materiellen Punkten, fo erhalten wir in der alger 
braifhen Summe dieſer Ausprüde die zur 2-Achſe normalen Drude D, 
und D,, welde parallel ver X- und Y:Achfe wirken: 
in Rihtung der X-Achſe: 
D,=Z(P, cos, + m yıc+ mı 2, 09), 
in Rihtung der Y:Adfe: 
D, = E(Pı cosß, —mı 211 + m y,0). 
Die Abftände z’ und z” ihrer Angriffspunfte auf der ZeAchfe vom Coor: 
dinaten: Anfangspunkt finden fi in der Summe der Momente, dividirt durch 
die Summe der Kräfte: 


Po Z(Pı z, 608 &, + mı Yı 21° +, &, 2, @?) ) für den Drud parallel 





Z(P, c08 0, + m yyı + mı 2 @*) der Zr Achfe. 
zu _ Z(Pı 21 008 fı — m 21 21 0 + Mı Yı 21 @®) | für den Drud parallel 
Z(P, cos ß, — m 1 + m yı 0?) der X⸗Achſe. 


Iſt für den Körper, der fih um die feite 2-Achſe dreht, dad Moment 60 
Nn ver gegebenen Kräfte gleih Null, jo wird nah F. 125 die Winfel- 
befleunigung ı zu Null und der Körper befindet fih in gleihförmiger 
Drehung um die Achſe. Die dabei vorhandene Wintelgefhtwindigfeit jei @. 
Daſſelbe wird auch einfreten, wenn an dem Körper überhaupt feine Kräfte 
virffam find, und die Drehung als eine folge früherer Urfahen angejehen 
werden muß. Die dem Körper bei der Winkelgeſchwindigleit & inne wohnende 
lebendige Kraft, melde verjelbe als Arbeit abzugeben vermag, ift nah 3. 126 
L=4 Tor. 

Zur Berehnung des Druds, den die feite Achfe. bei diefer gleichförmigen 
Drehung auszuhalten hat, find hiernach in den zu Ende des vorigen Para- 
graphen entwidelten Formeln P,, Pz...=0 und ı=0 zu fegen, da zugleich 
mit den gegebenen Kräften, auch die tangentialen Wiverftände verſchwinden und 
nur die Centrifugalträfte als Drud erzeugend, übrig bleiben. Es ift hiernach:“ 

D=o!Zmz 

Pr Zmz | für den Drud parallel der X-Achſe, 
Zm a 

D, = 0? Em, Yyı 

zı _ Zn Yı | für den Drud parallel der Fe-Achſe. 
Zmyı 

Diefe beiden Normalvrüde, die allein von den Centrifugalfräften her» 
tühren, laſſen ſich zu einer Refultante vereinigen, wenn z’ gleich 2” ift, 
In diefem Falle erhalten wir den Drud normal zur ZUchfe, von den Gentrifugals 
träften hervorgerufen, oder die Gentrifugalfraft F des ganzen Körpers, gleich 

F=YVD?+D2= 02 V(Zm 2)” + (Zm yı)%- 





Rennen wir die Coorbinaten des Gäwerpunteb = wub y und M vie 

Mafle des Körpers, fo iR: 
Mz=Zmz m My=Zmy, 
daher: _ 
F=e4VAr+y 
F=MUre! .......20.0... (19) 

unter r die Entfernung des Schwerpunftes von der Drehachſe verftanden. Bir 
haben hiernad in den Fällen, wo fih eine rejultirende Gentrifugalkraft für 
den ganzen Körper ergiebt, die Mafje deiielben im Schwerpunft vereinigt zu 
denen und können dann den für einen materiellen Punkt gefundenen Werth 
in Rechnung bringen. Hierbei ift jedoch zu bemerken, daß der Schwerpunkt des 
Syſtems nicht in Rihtung der refultirenden Fliehtraft liegen muß. 

Haben z’ und z” verſchiedene Größen, fo lafien ſich die Drude D, und 
D, jwar nit zu einer Mittellraft vereinigen, man fann jedoch beide parallel 
ihrer Richtung an den Schwerpunlt des Körpers verlegen, wodurch fih eine 
reſultirende Centrifugallraft gleich @® Mr im Schwerpunfte wirkend ergiebt 
und ein Kräftepaar, deſſen Paarebene durch die Drehachſe geht und von der 
reſultirenden Gentrifugaltraft gefhnitten wird. Für die Praris iſt diefe Ber: 
einigung nicht nothwendig, da es fih bier nur um den Drud auf die Um: 
drehungsachfe (Welle oder deren Zapfen) handelt. 

Im Allgemeinen üben aljo die Centrifugalträfte eines fih um eine feite 
Achſe drebenden Körpers Drud auf diejelbe aus, es läßt fih jedoch die Achſe 
fo durch den Körper legen, daß dieſe erzeugten Drude verſchwinden. 


Hierzu ift nothwendig: 
)D)=0 m D=0, 
d. h. 
Zum 0O und Zuy=0. 
Um dieſe Bedingung zu erfüllen, muß die Drehungsachſe durch den 
Schwerpunkt des Körpers gehen. 


2) D’=0 
(a @2 Im, x, in der X Z:Ehene liegen und parallel der X-Achſe fin) 
D.:'= 


(va @? Em, y, in ver 72-Ebene liegen und parallel der F-Achſe find), 
d. h. aber 
Zm 2 =0 
und > 
Zayıa=0. 
Zur Erfüllung diefer Bedingung muß die Drehachſe zu den Glementen 
des Körpers eine beftimmte Lage haben, die von der Form des Körpers ab- 
hangig ift. 
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Hiernah wird ein Körper, ber volllommen frei ift, auf den feine äußeren 
Kräfte einwirken, der aber angefangen hat, ſich um eine durch den Schwer: 
punkt gehende Linie zu drehen, für melde 

Zm 1 =0w Zmyaı=0 
ift, immer biefelbe drehende Bewegung durd ſich ſelbſt erhalten, ohne daß 
die Achfe irgend einen Drud auszuhalten hat. 

Jede für die obigen Bedingungen beſtimmte Drehungsachſe heißt eine 
freie Achſe. 

Es giebt in jedem Körper drei auf einander rechtwinklig ſtehende Linien, 
die durh den Schwerpunkt gehen und freie Achſen find, da das, für die 
2.Achſe als Drehachſe, Nachgewieſene ſich ebenfo auf die X: und Y:Adfe 
übertragen läßt. 

Geht die Drehachfe nicht durch den Schwerpunkt des Körpers und ift 

a", 
fo giebt es, wie wir gefehen, eine refultivende Gentrifugaltraft. 

Diefe kann aufgehoben werden, wenn man ven Angriffspunkt ders 
felben feft madt. Hieraus folgt, daß eine Drehachſe mit der Eigenſchaft 
2=2" zu einer freien gemacht werben kann, wenn man einen ihrer Punkte 
feft macht. Außerdem läßt fih mit Hülfe höherer Mathematit nachweiſen, daß 
ſich durch jeden beliebigen Punkt des Körpers drei auf einander rechtwinklig 
ftehende Linien ziehen laſſen, die, als Drehachſen benuht, der zweiten obigen 
Bedingung genügen. In diefem Falle ift: 

Zm Tg] Mir die 2Achle ala Drshade, 

Zm a yꝛ 

m zyı 

Zum yızı 

Zm 22 
d. h. aber 

Em nz =Emyzy=&imny=0. 

Wird diefer beliebig gewählte Punkt feitgehalten, fo werden die Compo: 
nenten nad; Richtung der drei Achſen dur den feiten Punkt aufgehoben und 
die durch ihn, nach obigen Bedingungen, gelegten Drehachſen, haben mit den 
freien Achſen gleiche Eigenfgaften. Man nennt diefelben 

Hauptadfen. 

Hiernach erhalten wir das Gefep: 

Läßt man ein Syſtem um eine der Hauptahfen drehen, fo 
findet aus den Gentrifugalträften nur Drud auf den Punkt der 
Drehachſe ftatt, dur den die Hauptahfen gehen. Iſt diefer 
Punkt Schwerpunkt des Syſtems, fo ift aud dieſer aus den Gentris 
fugalträften herrührende Drud Null. 

Wernide, Meanit, I. Zweite Kufl, 20 





| für die X⸗Achſe als Drehachſe, 


= | für die XsAcfe als Drehachſe, 
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Für vie Pratis iR es deshalb von Wichtigkeit, die Drehachſe bei 
drehenden Körpern jo anzuorbuen, daß fie für biefelben eine freie Achſe fei. 
Bei Umprehungstörpern ift die geometriſche Achſe eine freie, woraus ſich bie 
Nothiwendigleit des genauen Gentrirens von Rädern und Scheiben genugfam 
ergiebt. 
Als Anwendung der ungleihförmigen Drehung eines Korpers um eine 
fefte Achſe betrachten wir daB phyſiſche oder zufammengefchte Pendel, d. i. 
ein Körper, der um eine horizontale Achſe ſchwingt. 
Die Drehungsadie des Körpers gehe duch A (Fig. 281), fie iſt hori- 
zontal angenommen und die Y-Adje des bewegten Syſtems. Durd den 
Schwerpunlt S ves Kor⸗ 
pers fei eine Berticalebene 
gelegt, fo daß AS in der 
verticalen X⸗Achſe liegt. 
Bir wollen die Bewegung 
des phyſiſchen Pendel auf 
die des mathematifchen von 
der Länge 3 zurüdführen 

"$.31,2. Bei dem Aus 
ſchlagwinlel p ift für das 
Teptere die Acceleration «' 
in der Entfernung 1 von 
der Drehachſe: 


Fig. 281 


«_1 P 
= Tgeinn 





Für einen Körper von 
der Maſſe M, ver ih um 
eine feite Achſe dreht, ift die Acceleration «” in der Entfernung 1 von der 
Drehachſe nah F. 125: 





ZPp ift vie Summe der ftatiihen Momente der Kräfte, die auf Drehung 
wirken, bier alfo die Tangentialkräfte. Diefelben find für einen beftinmten 
Ausſchlag parallel, weshalb ihre Refultante, glei der Summe der Kräfte, im 
Schwerpuntte S wirkſam gedacht werden muß. 

Segen wir AS = s und beftimmen ZPp für den Ausihlagwintel u, 
fo ift ZPp=Megsinp; 
T, ift daS Trägheitgmoment für die Drehachſe. 

Hiernad erhalten wir für den angenommenen Ausſchlagwinkel: 


vg sin 
= gan 
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Soll das phyſiſche Pendel mit dem mathematifhen von der Länge 2 dies 
felbe Schwingungsdauer haben, fo müffen beide an jedem Punkte ihrer 
Bahn diefelbe Acceleration befigen; es muß alfo für jeden Ausſchlagwinkel 
‘= " 
oder 
1. Ms 
TImu= Tg 
fein. 


Hieraus erhält man die Länge 3 de& mathematifhen Pendel, das mit 
dem phyſiſchen gleihe Schwingungsdauer hat: 
—_ _Tı _ Trägheitämoment 
Mes  ftatiihesMomnt | * 9" 


In einem Körper, der um eine horizontale Achſe ſchwingt, nennt man 
den Bunkt, in welhem man die Maffe des ganzen Körpers vereinigt denken 
lann, ohne die Art und Weife und bie Beitbauer der Schwingungen dadurch 
zu ändern, Shwingungsmittelpuntt. Alle Punkte, bie in ver X Y-Ebene, 
in der Entfernung 2 von der YsAchfe liegen, haben die eben erwähnte Eigen- 
ſchaft, jedoch wird gemöhnlih der Punkt mit Schwingungsmittelpunft bes 
zeichnet, der fih mit dem Schwerpunkte S auf verjelben Linie findet, Sept 
man in der gefundenen Beitbauer £ eines mathematiihen Pendels ftatt 2 ven Werth 


. fo erhält man die Schwingungszeit eines phyſiſchen Penvels, da bie 


(130) 


Bewegung defjelben dann auf die eines materiellen Punktes, in der Entfernung 4, 
zurũcefuhrt ift: 





J 


Es laßt ſich t durch Beobachtung ermitteln, weshalb die Formel zur Bes 
technung des Trägheitsmomentes eines, um eine horizontale Achſe ſchwingen⸗ 
den Korpers, benugt werben kann: 

t 3 
2, (ins) Mr 

Iſt T das Trägheitsmoment für eine durh den Schwerpunkt S de 
Körper3 gehende, mit der Y’-Adhje parallele Achſe, jo haben wir n. 3. 128: 

n=T+M®. 


Führen wir weiter den Trägheitähalbmefier e ein, ſetzen aljo n. F. 127 
ſtatt 7,.M 22, fo ift: 
T=M(® +) 
und 
It, 
8 
20* 
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Wir mahen von Ehwingungsmiütelpuntt C des Körpers zum Aufhänge 
yunfı (Fig. 282) und juden vie Entiernung I, des menen Schwingungs⸗ 
wittefpunttes. 

& fei K ver frühere Auihängepualt, dann it CK=!ım KS=:. 

Wir haben für den neuen Aurtinzepuntt C, m. 5 130: 

r — Zeigbeitsunment 

tamches Moment’ 
Träghetäunmment = T+ MU — = Mr + U— 9P], 
Hatifhes Moment = M (I — 3), 





. _e+d-, 
deher: = Tu 
Für 2 den Bag geſen, fo iR: 
a 
Big. 282. I<ı=7 
‚2,2 
e+ =) 
und = = » 
T 
— rF 
R_— Sr +8 =1, 


d. b. der Aufhängepuntt X und der Sähwingungsmittelpuntt C 
eines phyfiihen Pendels find wedfelfeitig, der eine kann mit dem 
anderen vertauſcht werben, ohne die Schwingungszeit zu ändern. 
Big. 283. Dieſe Eigenſchaft ift bemipt zur Conftruition des Reverfions: 
pendels A B (Fig. 283), defien Schneiden C und K eine uns 
veränberlihe Gntfernung haben. Bon ven beiden Gewichten P 
und Q ift das Heinere P mittelft einer feinen Schraube ver- 
ftellbar. Hierdurch iſt es möglih, P genau an den Ort zu 
bringen, daß C und K mecjeljeitig als Aufhängepuntt benugt 
werben können, ohne die Schwingungszeit de Pendels dadurch 
zu ändern. Das Reverfionspendel ift beſonders zur Beitimmung 
der Länge der Secundenpendel für bie verfdiedenen Drte der 
Erde geeignet. Nachdem das Gewicht P gehörig eingeftellt wor: 
den, ift für C als Aufhängepuntt, X Schwingungsmittelpunft 
und CK=I die Länge des einfahen Pendels, das mit 
dem vorliegenden dieſelbe Schwingungsdauer hat. Iſtet bie 
Schwingungszeit des Reverſionspendels und Z, die Länge des 
Secundenpendel3 für benjelben Drt, fo haben wir: 


t ⸗ V I um 1=2\ a. 
g g 
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Hieraus folgt die Länge 2, des Secundenpenvels: 
ı 
= 

Es bleibt nod der allgemeinfte Fall der Bewegung eines volllommen 62 
freien Korpers zu unterſuchen übrig, wenn dieſelbe in jedem Augenblide 
als Folge einer Einzeltcaft R und eines Kräftepaares Qg angejehen werben 
muß, eine Vereinigung zwiſchen 2 und Qg ſich alfo ala unmöglich ermeit. 
In diefem Falle kann man die Bewegung des Körpers in jedem Augenblide 
aus einer fortf—reitenden und aus einer brebenden znjammengefegt denken. 
Man kann nämlih einen beliebigen Punkt in dem Körper annehmen und 
vemfelben in jedem Augenblide eine Bewegung geben, in Folge welcher jever 
Punkt eine unendlid Heine gerade Linie beſchreibt, die berjenigen gleih und 
parallel ift, welche ver betrachtete Punkt während dieſes Zeitraumes beſchreiben 
muß; darauf kann man dieſen Punkt als feſt annehmen und den Körper ſich 
um denfelben in der Weife drehen laſſen, bis jever Punkt in die Lage ger 
tommen ift, welche er am Ende dieſes Zeitmomentes erhalten fol, Dieler 
Bunkt, unveränderlih fet mit dem Körper verbunden gedacht, kann beliebig 
gewählt werben und zugleich als Coordinatenanfangspuntt dienen. 

Sollen aber fämmtlihe Punkte während des Beitmomentes gleihe und 
parallele Wege zurüdlegen, fo müffen aud die in ven einzelnen Punkten aufs 
tretenden Trägheitswiderſtande ald parallel angefehen werden, deren Summe, 
der reſultirende Trägheitöwiderftand, im Schwerpunkt des Syſtems wirkſam zu 
denken iſt. Es ift demnach nothwendig, die bewegende Kraft ebenfalls den 
Schwerpunkt angreifen zu laſſen, da andernfalls neben der fortſchreitenden 
Bewegung nod eine Drehung um den Schwerpunkt eintreten wurde. Aus 
diefem Grunde wählen wir bei der vollfommen freien Bewegung des Körpers, 
den Schwerpunkt als feiten Punkt und die durch benjelben gehenden Coordis 
natenachſen denken wir während ber Bewegung in paralleler Lage erhalten., 
Für die einen Moment dauernde geradlinige Bewegung des Körpers dient 
hiernach als Bewegungägleihung 5 -# und für die in berjelben Zeit ftatts 
findende Drehbewegung um den Schwerpuntt haben wir ı = 28. Aus diefen 
Formeln müffen bei diefer doppelten Bewegung, für bie aufeinander folgenden 
Zeitmomente, die refultivenden Accelerationen und baraus bie Geſchwindig- 
keiten beftimmt werben. 

Die Bewegungen, welche die verfhievenen Punkte eineß frei beiveg- 
fihen feften Syftem3 in jevem Augenblide annehmen, find hiernach als reſul⸗ 
firend aus denen zu betrachten, melde fih auf zwei gejonberte Bewer 
gungen beziehen: 

1) Eine fortfhreitende, melde durch die angreifenden, mit 
ſich felbft parallel an den Schwerpunkt verfegten Kräfte, ers 
zeugt wird. 
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2) Eine drehende, melde durch Baiielbe Synen wer gegebenen 
Kräfte bervorgebradt wird, wenn man deu Schwerpunkt fell: 
gehalten deuft. 
von der Mafie m, fei gleih vo, jo ik die hier awigeiammelte Ichendige Kraft 
m, 0?, und die deö ganjen Slörpers in bemielben Augenbüde L— Z m, o?. 
& ſei, in nebenftchender Fig. 284, S der Swerpuaht des Körpers und 
wer Puntt A vom der Mafie m, und ben Gooreinaten z,, 9), 2, beige eine 


Fig 284. 





fortfhreitende Vewegung von der Geſchwindigkeit u und die Winkelgefhin: 
digkeit ©. ALS augenblidliche Drehachſe wählen wir die Z-Achſe und nehmen 
die X⸗Achſe dergeitalt, daß die Richtung von « der Ebene ZX parallel 
gerichtet fei, dann dient zur Beredinung der tefultirenden Geſchwindigleit v,, 


Zormel 21: 
v= Vor +? +0. 
Bezeihnen wir nod die Entfernung der Mafie m, von S mit r, und 
den Winkel, den die Richtung von w mit der X-Achſe bildet, mit «, fo ift: 


=uosatnoft 
1 


„=usinea 
und 0? = (u 0080)? + (oyı)? + 2umy, cosa@+(@x,)? + (usina)* 
=u2+(r, 0)? +2ucosa.oyYı- 
Bei Benugung dieſes Werthes erhalten wir die lebendige Kraft des 
Körpers in diefem Angenblide: 
L= Zim + Zym, (r, 0)? + Zucosa.m @y.- 
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Für diefen Moment der Bewegung ift u, @ und a conftant, und ba die 
Drehachfe durch den Schwerpunkt geht, fo it Zim, yı = O und deshalb: 

L=%W Zm, +40? Em, n?. 

Für Em, ſehen wir die Mafle M bes Korpers, und Zim, r,? ift 
das Trägheitsmoment T deſſelben für die Drehachſe, weshalb wir ſchließlich 
erhalten: 

L=4MwW44Tot. ....... (das 


d.h. die totale lebendige Kraft der zufammengefepten Bewegung 
it in jedem Momente gleih der Summe der lebendigen Kräfte 
der beiden Bewegungen, aus welden die zuſammengeſehte Bes 
wegung beſteht. 


Uchnungen. 





1. Ein Aswer vom Gmiit G wire auf bie Dibe h gehoben und 
fommt tojellt mit ter Geicwintigzteit e am Wie greß iR die dazu noth⸗ 
wenzige Arbeisgrüße? . 

1=644 40 = 


. 
Sep man 3 gleib hy, ie it L=G(k+h,). Der mittlere Drud 
7 


P, weler gegen ven Körper ausgeübt werten muß, damit er in verticaler 
Richtung auf vie Höbe k geboben werde und dort mit der Geſchwindigkeit v 


ante, iı P=6 (1+4%)- 


2. Es jollen 100 Kilogramm mittel einer Winde auf 20 Meter Höhe 
bei einer Geihwinvigkeit von 1” geboben werten. 

& it A, — 0,05", daher gegen 20= zu vernadiläffigen, und 

L = 2000. 

3. Man joll 360 Kubildecimeter Waſſer in jeder Minute mittelft einer 
ESprige auf 40= Höhe bringen, und die Höhe der Mündung de3 Gußrohrs 
über dem Waſſerſpiegel im Sprigenlaften betrage 1”. Wie groß ift die dazu 
nothwendige Arbeitftärte? 

& ift hier A—= 1” gegen A, — 40 verſchwindend Hein, und deshalb 

L= 360.40 und 
I = 24008. 

4. Zum Betriebe einer Sägemühle wurden fünf Pferdeftärten gebraucht. 
Es waren zwölf Gägeblätter in Bewegung, die in einer Minute 80 Habe 
von 7O6"" Länge machten. Die Mühle liefert in zwölf Stunden 700” Schmitt: 
länge, bei der durchſchnitilichen Stärke der Sägeblöde von 471", Wie groß 
iſt die von ber Reibung verbrauchte Arbeitftärke, wenn ber Reibungswiderſtand 
in den Führungen 35 Kilogramm beträgt? Welche mittlere Arbeitgröße ger 
hört zum Zerſchneiden eines Duadratcentimeterd Schnittflähe? Mit welcher 
Geſchwindigkeit arbeiten die Sägen? Wie groß ift der beim Schreiben de 
Holzes zu überwindende Drud? 
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Arbeitftärte der Reibung — 35.80.0706 = 39,958m 
Disponible Arbeititärte = 5.75 — 32,95 = 342m. 
Auf Nebenarbeiten wird Z der Zeit verwendet, daher zehn Stunden Ars 
beitäzeit, in welder 329,7” Schnittflähe ausgeführt werben, dies liefert in 
jeder Minute 5495. 








Mittlere Arbeitgröße zum Zerigneiven von IJ"—= Gr = 3,73, 
Eine Säge liefert pro Minute = un 4m Sdritnage. 

Die Schnittlänge daher pro Minute —— gamm, 

Eindringen der Säge pro Hub = 3 = 1,0, 

Geſchwindigleit der Sägen — uns = 091m. 

Gonflanter Widerſtand für eine Säge = om = 30,3 Rilogr. 


5. Es fei m, die Maſſe eines Geſchutes nebſt Geftelle, m, die Maſſe 
der Kugel, P vie Erplofionskraft der Kugel, die in irgend einem Beitmoment 
die Kugel nad) vorwärts und das Geſchutz nad rüdwärts drüdt, v, und 0, 
die betreffenden Geſchwindigkeiten, welche P in ver unendlich Heinen Zeit r 
den Mafjen m, und m, ertheilt. Es find die Bewwegungsverhältnifie bei dem 
Schuß zu unterfuchen. 

Pr=m, v, und aud = my v5, daher 


MmMyUy=mmiu 0... .. (1) 
Die von der Kraft P an beive Maſſen übertragene Arbeitgröpe iſt: 
L=eimurtimm?. . . . (2) 


Bezeichnet man mit 2 die Länge des Gejhüges, fo ift der mittlere Din, 
den das Pulvergas gegen die Kugel ausübt: 
— Im va? 
D=: namen n. 6) 
Die Zeit t, melde die Kugel gebraudht, um daß Geihüg zu verlafien, 
unter Vorausfegung des mittleren Druds ift: 
— Meta 
dk u 
Gebrauht man zu einem Schuß incl. Reinigung, Ladung und Stellung 
de3 Gefhüges n Secunden, fo ift die mittlere Arbeitftärte in Pferdeftärten NV 


ausgedrüdt: 
L 
=— 0... 0.0... 
N n.75 6) 
Für gewohnliche Verhaltniſſe ift m, — 300 ma, und n = 300 Secunden. 
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6. Auf einer horizontalen Ebene liege ein Körper vom Gewicht Q 
(ig. 285). Durch ein Si, das über eine feite Rolle geführt wird, if ein 
Gewicht P mit dem Körper 
verbunden, fo daß derſelbe 
Be vabund in Bewegung gefept 
£ j 3 wird. Es find die Bewegungs: 
2 ” . gejege zu entwideln. Wenn 
— Fu — von der Reibung, der Steifig⸗ 
leit des Geiles und dem 
Maſſenwiderſtande der Rolle 
abgeſehen wird, fo ift die Accex 
leration j der Bereaung gleich 


az 
Wird die Reibung auf der horizontalen Ebene berüdſichtigt, fo ift für 
den Reibungscoefficienten u 





e<-- 


r 


FR V das Gewicht der Rolle, r, der Halbmeſſer derjelben, rz der Halb: 
meſſer des Zapfens, und p, der Reibungscoefficient für die Bapfenreibung, 
fo haben wir: 


P—(a+m® VEFWFRR) 


* +4 
Berüdfichtigen wir endlich den Maſſenwiderſtand der Rolle fowie die 
Steifigleit des Geiles. Zu dem Ende fei d der Durchmeſſer des Geiles, Y der 
Eoefficient für die Steifigfeit nah $. 50, T das Trägheitgmoment der Rolle 
für die Drehachfe. Für diefe Borausfegungen ift die zu bewegende Mafle: 





ji=9 


oder: . 


Die Acceleration 5 ift daher: 
pP (at 4 EFF ©) 
P * Q * 17 

Aus der Acceleration j findet man auf bekannte Weiſe die Endgeſchwin⸗ 
digkeit v nach ? Secunden ſowie den durchlaufenen Weg. 





ji=9 
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7. Wird anftatt des Gewichtes P eine mechanische Kraft benugt, um 
den Körper in Bewegung zu verfegen, fo ift die Acceleration der Bewegung: 


‚_P-uQ 
I=Q 8 





Hört die Kraft P plöpli auf zu wirken, fo wird die Reibung bie er- 
Iangte Gejhwindigfeit in jedem Moment vermindern, den Körper endlich in 
Ruhe verfegen. Die Acceleration der verzögerten Bewegung ift in biefem Falle 


ea 
J=73 
ug. 


Hatte der Körper eine Geſchwindigleit von o” erlangt, fo findet man den 
durchlaufenen Weg s fowie die Zeitdauer 2 der Bewegung aus den bekannten 
Formeln 


Zu denfelben Refultoten gelangt man auf folgende Weife: 
Der Körper hatte bei der Geſchwindigkeit v eine Arbeitgröße in ſich aufs 
genommen, die ſich durch feine lebendige Kraft 4m u? ausbrüdt: 


Q 2 
% 7 e. 
Diefe Arbeit wird durch die Reibung nad und nad vernichtet, fo daß 


die Arbeitgröße der Reibung gleih der obigen lebendigen Kraft fein muß. 
Legt der Körper einen Weg von s” zurüd, fo ift hiernach: 
= Q 2 
RQ=hr® 
vs 
2u9 

Hieraus werden die übrigen Werthe t und 5 auf bie gewöhnliche Weiſe 
gefunden. 

8. Cine Locomotive befipt in dem Augenblide, wo der Dampf abge 
ſperrt wird, eine Geſchwindigleit von 11,3”. Welhen Weg legt diejelbe zurüd, 
wenn u = 0,004 gefegt wird, welche Zeit gebraucht die Maſchine dazu? 

8 = 1628" und t— 288 Secunden. 

9. Ein Eiſenbahnzug von 250 Tonnen bewegt fi auf einer horizons 
talen Eiſenbahn mit 9,5” Geſchwindigkeit. Rechnet man hierbei die zur 
Ueberwindung der Reibung nothwendige Kraft zu 3 Kilogramm auf die Tonne 
Gewicht, fo fragt es fich, melde Arbeitgröße muß die Locomotive entwideln, 
um den Zug 2 Meilen weit mit der angegebenen Geſchwindigkeit fortzuſchaffen? 

1 Tonne = 20 Eentner = 1000 Kilogramm. 
1 Meile = 7500", 
L= Fs= 11250000’. 
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19 Tine Smcrmerme en 15 Inemm Gewühe legt im einer Stunde 
214 Meier zeit 3 Eıie Sherrige wi We enden, um in der 
ziöter Scene 554 Meise ze mnfert 

L=4N tn = Sog 

. Eur Kirger me mom Gemüse 14 207 eiwer meisten Gbene, deren 
Kar ı ev mi, Zerem, ham 15 groae abwärts. Bejeichnen 
wir ex Reierpinefüngroe um m ir ode bamegemme Arait: 

Neae—a. TA 


Fe, cher ie Maslerzcen der Denegung: 


B me—pch#eL 
ig weräzzerlihe; die nad t Se⸗ 
t2 ter zurüßgelegte Weg 5 finden 


















. Ai zwei ikicen Eivara (Fr 286) mit den Reigungswinkeln a 
zur a, Ken #h pwei Römer A wur B ven tem Gemidte P, und P,. 
Zireinn Kar durch ein Seil, das über eine 
Bis 286. ieme Arie C gerührt iR, mit einander ver- 
c kunden, zur tie Anordnung ift fo getroffen, 
tab ver eine Körper beim Serabgleiten ben 
zweiten in tie Höhe ziehen Tann. 

Das Seil jegen wir als unausdehnbar 
veraus, jo dub die beiden Körper mit dem: 
ielben eine feite Verbindung vorftellen. Nehmen 
wir an, daß P, fintt, jo befteht die bewegende 

Kraft aus ver Rejultante ber bewegenven Kräfte von P, und P,, wenn wir 
das Gewidt des Geiles vernadläifigen. Die Acreleration j der Bewegung 
findet fih: 
‚_P 
J=yp 
wobei zu beadten, daß für eine eintretende Bewegung die Acceleration des 
Gewichtes P, gleich der entgegengejegten des Gewichtes F, iſt. 
Der Goefficient der Reibung auf den Ebenen fei g. 
Für diefe Annahmen ift: 
; = g Alena — po ) — Paleinas +uosaı) 
‚= AtB 
v It und ⸗ 42. 
Die Spannung S des Seiles geht aus der gegenſeitigen Zerſtörung der 
urfprünglihen Kräfte mit den Gegenkräften der Bewegung hervor, fie ift daher: 





s=B (mem) 
oder 
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. Pa, 
= Pina +) + ZH 
PB 
B+PR 

13. Wir laffen die eine der Ebenen in eine verticale (Fig. 287) über . 
gehen, fegen alfo « = 90°, fo ift: 


s= 





[sin « + sine, — u (cos « — cos &,)]. 


‚ _ „P—Pıleina, +n com) 
Fig. 287. I=9 — — 
68* Pı Pa „(Utein + 1008 0,). 
SRHB @ + wcosa, 
Wird die andere der Ebenen dabei horizontal, fo ift 
& =0 zu fegen. In diefem Falle erhalten wir: 











— „FıuPa 
RER 
Pa 
s=7,mUtn 


Gehen beide Ebenen in verticale über, fo erhalten wir Refultate, welche 
bei der Atwood’ihen Fallmafhine Anwendung ‚finden Mr. 17). 








= P—P 
RER 
S=2,17 

P+P 


14. Die beiden Körper P, und P, mögen auf den beiden geneigten 
Ebenen burd zwei Seile gehalten werben, die fih um zmei feite Rollen von 
den Halbmeflern r, und rz wideln. Die Rollen figen auf einer Welle und 
die Seile find den ſchiefen Ebenen parallel. 

Wie groß find die Aecelerationen j, und ja bei einer ftattfindenden Ber 
wegung? 

Wie groß find die Spannungen S, und S, der Geile? 
9 Pır? (sin« — u cos a) — Par, ra (ein, cos a,) 


A Pat Pan® 








ı_r, 
A=zh 
- AR sin — )+rırz(eina, + 1cosa,)] 
1 Prna+Pnalr (eina—ncosa, 172 (in, + cos ci 
28, 
Laßt man die beiden geneigten Ebenen in verticale übergehen, fo erhalten 
wir die für dad Rad an der Welle geltenden Werthe (Nr. 27). 


15. Wir wollen Aufgabe 14 durch das d'Alem bert'ſche Princip Iöfen: 
Bei jeder Bewegung find die urfprünglihen Kräfte mit den Gegenträften 
im Gleichgewicht. 
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Führen wir ftatt der Gewichte P, und P, die Mafien m, und my ein, 
fo find die Gegenträfte, in Richtung der Geile wirtjam, gleich 
— md und — Maja. 
Bon den Gewichten P, und P, kommen die Componenten 
m g(sina — wcos«) und ma g(sina, + wcosa,) 
in Betracht. 

Diefe vier Kräfte müſſen im Gleichgewicht fein, und zwar um bie 
geometrifhe Achſe ver Rollen, d. h. die Summe der Momente für dieſelbe 
muß gleih Null fein. 

m g(eina— pcosa)r, — mag(sina, + c080,)ra —mı Ju rı + Me jara 0. 

Es ift aber in abfoluter Hinfiht: 

hi ⸗ ri: ra. 
Für den Fall, daß P, fintt und P, fteigt, iſt aber jZ in Bezug auf j, 
negativ zu nehmen, ftatt 5, ift in der obigen Gleihung baher zu fegen: 
neh 
A=-h, , 
m g(eina—wenea)r—magleinay +ueosas)ra— a [mr Hm )=0 
m g (eina — wcosa)r,? — mag (eina, + mcosaı)rıra, 
A mt mer? 
In dem zu P, gehörigen Seile zerftören fih die Kräfte: 
m g(sina — wcosa) und mı ji; 
die Refultante ift daher glei der Spannung S, des Geiles: 
5 = m 9 (sina— ucosa) —mıj 








= ra Fan (72? (in a — woose) +77, (eino, + wcosa)]g 


hehe nA 
Ama, m =, S. 


16. Ein Seil iſt über eine feſte Rolle (Fig. 288) gelegt und trägt an 
Fig. 288. feinen Enden die Gewihte P und Q. Es find die 
Bewegungsverhaltniſſe zu ermitteln für die Voraus- 
ſetung P > Q. Das Gewicht der Rolle fei P, 
der Halbmefjer derjelben r,, der Halbmefier des 
Zapfens r,, der Reibungscoefficient für die Bapfene 

teibung fei gm der Durchmeſſer des Geiles 0. 


Bon allen Nebenhindernifien abftrahirt, iſt die 
Acceleration 5: 


._,P—Q 
—— 
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Bei Berüdfihtigung der Zapfenreibung und ber Steifigfeit des Geiles ift: 


j=9 


—— 
—— — 


FrQ 


Bird auch noch auf den Mafjenwiderftand ver Rolle Rucſſicht genommen, fo ift: 





n +9 r2 
Pr (FH 4nB@+a4n) 


T, 
P+a+n 


Das Trägheitgmoment T der Rolle ift, biefelbe als eine volle Scheibe 
gedacht, gleich 17 7,2, die Acceleration ift daher für diefe Annahme: 


n +9 a 
Pr (44 2e+a+n) 








j=9 


FFa+IT 


Der durhlaufene Weg ⸗ und die Zeitdauer t der Bewegung ergeben ſich 
auf befannte Weife aus den Formeln: 


2 
= und e—. 


2j 


17. Der Apparat in 16. kann zur Beſtimmung von g benugt werben, 
wenn / durch Verfuche gefunden ift. In diefer Anwendung nennt man das In— 


Fig. 289. 





ftrument die Atwood'ſche Fallmaſchine (Fig. 289). 
Diefelbe ift gewohnlich fo gut gearbeitet, daß man 
Reibung, Steifigfeit des Geiles und Rollenmaffens 
wiberftand vernachlaſſigen kann. Bei Anwendung 
derfelben ift daher die Formel 
._,P=Q 
’FIPFQ 
zu Grunde zu legen. 
Der eine Körper Q, habe ein Gewicht von 
0,8 Rilogramm, der andere, P, fei um 0,04 Kilo: 
gramm ſchwerer. Wie groß ift die Acceleration? 
= 0". 
Der ſchwere Körper habe ein Gewicht von 
2,5 Kilogramm, und die Acceleration während 
der Bewegung fei 0,13". Wie ſchwer ift der 
leichtere Körper einzurichten? 
Q= 2,434. 
18. Im den vorigen Aufgaben ift ſtets 
das Gewicht des Seiles vernachlaſſigt worden, 
Denken wir bie Gewichte P und Q an einer 
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eifernen Kette (Fig. 290) bängend, die fih um vie feſte Rolle legt, jo kommen 
zu der bewegenden Kraft in jedem Moment neue Kettenſtüde als Ueberſchuß 
J hinzu, während das Gegengewicht ſich in gleichen 
Big. 290. Mafe verringert. 

Der Halbmefier ver Rolle fei r, vie Ketten: 
länge ſei zr + 1, die Längeneinheit derjelben habe 
ein Gewicht von a Kilogramm. Wir laſſen die Neben: 
bindernifje außer Betraht, und nehmen das fri 
berunterhängende Kettenftüd, an dem P wirkjam if, 
zu Anfang der Bewegung, von der Länge A an, 

€3 mag P während einer gewifien Zeit einen 
Weg gleich + x zurüdfegen, je nachdem P fintt 
oder fteigt. 

Die bewegende Kraft ift in diejem Falle: 

Pta(k+)—- QA+U—- A+S])=P-Q—al+t2alht.) 

Die bewegte Maſſe ift, unter 9 das Gewicht ver Rolle verftanden: 

P+Q+tel+an+3V 
9 

Der Quotient aus der bewegenden Kraft und der bewegten Maſſe liefert 
die Acceleration der Bewegung. In dem Ausdrude für die bewegende Kraft 
findet fi der von P zurüdgelegte Weg + z, deſſen Größe von der Zeitbauer 
der Bewegung abhängig ift. Die Acceleration ift daher veränderlich, ebenfalls 
von der Zeit abhängig: 

_P— Q-alt2are), 
Pr aHtaltan+3V° 

Hiernach haben wir e3 hier mit einer ungleihmäßig veränderten Be: 
wegung zu thun, fo daß ſich mit unferen Hülfsmitteln die anderen maßgeben- 
den Größen der Bewegung v, 5, £ nicht beftimmen laſſen. 

19. Iſt die feite Rolle nicht al3 volle Scheibe conftruirt, fondern ber 
fteht fie aus einem Kranze, der mit der Nabe durch Arme verbunden wird, 
fo ift darauf bei der Beſtimmung des Mafjenwiverftandes am Umfange der 
Scheibe Rüdfiht zu nehmen. 

Beifpielaweife wollen wir für das in ig. 291 gegebene Rab das 
Trägheitgmoment beftimmen, und die Maſſe des Rades auf den Umfang 
reduciren. 

Es ſei das Gewicht des äußeren Kranzes A, das der Nabe B, das 
eines Armes C. Die Arme nehmen wir der Einfachheit wegen prismatiſch 
von quabratiihem Querſchnitt an, deſſen Seite gleih a fein mag. Die 
Halbmefier feien der Reihe nah gleih R,, Rz, rı und rz. Bei der fol: 
genden Beftimmung legen wir die Labele der Trägheitsmomente in 8. 58 
zu Grunde. 
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Die Drehachſe fehen wir als vie Achſe an, auf welche die Trägheits- 
J momente bezogen werden ſollen. Fur dieſen 
Big. 291. Fall ift das Trägheitgmoment T de3 ganzen 
Rades glei der Summe der Trägheits- 

momente der einzelnen Theile: 


TSn+n+6n 
4A 
nr r+ 2) 


nt. 


Zur Berehnung ded Trägheitömomen- 
te3 eine Armes ift erfichtlih, daß derſelbe 
um eine Achſe ſchwingt, vie parallel einer 
Kante a ift. Die Länge eines Arms ift 
R,—r,, für 7, erhalten wir ‚daher: 

c G (RB, + rn)? 
ne) 
c 
=) T [+ ®&—1n)?+3 (Ra + v9). 
Hiernach ift das Trägheitgmbment des Rades 
7-4 [aa 4 294 20°47) 


olæ 4 nt]. 
Die auf den Umfang reducirte Maſſe aber iſt gleich: 
T 








Pr 
20. Der in der vorigen Aufgabe entwidelte Werth des Xrägheitd: 
momente® T eine® Schwungrades foll zur praftiihen Verwendung vereinfadt 
werben, 
Es fei R der mittlere Halbmefler des Schwungringes und 5 die Breite 
deſſelben in radialer Richtung, dann ift bei PVorausfegung eines rechtedigen 
Schwungringquerſchnitts: 


— V———— 
n=4 — 
J ra. 4 


Das Trägheitgmoment 7, der Nabe vernachläſſigen wir ganz und nehmen 
fatt defien an, die Arme reichten bis zum Mittelpunfte des Schwungrades, 
ihre Länge fei alfo glei R. Für dieſe Vorausfegung ift das Trägheitd: 
moment 7, eines Armes: 

Wernide, Meganit, I, Zweite Kafl. 21 





c e 
%,= ‚e+3 
Xo: Zrügkeiizmemen: det Eommimgmre i: weibalr,. wem = Im 
werbanber, 
4 
7-4 (em+# HZ =+2). , 
Te bunt 0 gegen Z vecbälmibmäie Yeie fm, ie imm mon mu 


” en .% 
a er 2* vernainäitigen, um es ik Dame: 


An den gewühnliben Füllen ik bat Gemiär u der Mme } zen Im 
Gewisn A bez Ehrmungsinges, weshalk j = C nleit } A nennemen verden 
tonı Wir fepen ber Eiherbeit wegen 4 = C mein 0,1 4 um erhalten 
ſoließlic das Zrögbenzmrment 7 nee Scamungrounes: 

T-usm......- ern o 
worin A dos Gewiht des Ehwungringes bebeuet. 

21. Bie geb ih Doz Trigbeinimrment eine: Scheremgrades, für melde 
A=300}, B=50, C=25#, B,=345”, B,= 33". 1, =010, 
74 =- 0432”. © Fp ichs Urme verbenten. deren Onerideit ein Kehl 
von der Breiie CNS unn ver Kühe 0,104” jeim muy 


re 2a RE 
38.0498 


n=h leran)+Z "C in) 
1778,15 | 43152 _ 562835 








—— ir 
7-21 6382. 


Bei Benugung der in der vorigen Aufgabe entwidelten Formeln er⸗ 
halt man: 
66981,25 | 5696,66 _ 62677,91 








T= — = ” 6389 . . (9) 
‚ +7 g ( 
Me 


T= 62648,44 
g 


— 6386......... 0 
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und die auf den mittleren Radius R rebucirte Maffe 
M= z = 560,6. 


22. Ein Schwungring mit den Halbmeflern a, und d, und ver Dide 
© fol duch einen anderen erjept werben von den Halbmeflern a, und By. 
Belde Dide erhält verfelbe? v 

at — bt 
pr zur ei · 

23. Um die Drehachſe = (Fig. 292) drehe ſich in der Entfernung a 

die Kugel vom Halbmefjer r. Diefe foll durch einen normalen Cylinder mit 

treisförmiger Bafis erfegt werden, fo daß bie 

Big. 292. Bewegungsverhaltniſſe nicht geändert werden. 

x Der Eylinder joll in einer Entfernung 5 

von der Drehachſe angebracht werden und eine 

ſolche Lage erhalten, daß feine geometriſche 

Achſe parallel der Achſe xx if. Der Halb» 

mefjer der Baſis mag biefelbe Größe r ber 

halten. Die Höhe x des Cplinders ift für 
dieſe Beftimmung: 

2r?+5a? 

En 

24. Auf einer ftehenden Welle vom Halbmeſſer r, und ber Länge 2 bes 
findet fih normal zur Achſe der Welle eine volle freisförmige Scheibe vom 
Halbmefier 2. Die Maſchine ift durd eine Kraft in rotirende Bewegung 
verfegt worden und hat die Winkelgeſchwindigkeit @ erhalten. Wird die ber 
wegenbe Kraft plöglich außer Thätigkeit gefegt, fo wird fi die Bewegung 
verlangfamen und die Maſchine endlich ftillftehen. 

a) In welcher Zeit erfolgt daſſelbe? 

b) Wie viel Umprehungen gefhehen in diefer Zeit? 

Die aufgenommene Arbeitgröße ift: 

ya8T. 

Die verzögernde Kraft ift die Reibung am unteren Zapfen. Iſt der Halb» 
meſſer de3 unteren Zapfens rz, jo ift da Moment der Reibung, wenn y den 
Neibungscoefficienten und W das Gewicht der Mafchine bezeichnet, n. 8.47 A, 
2, b gleid) 





u Wr. 

Hieraus ergiebt fi die Größe der Reibung am Bapfenumfange gleich 
u W. 

Während der noch fortdauernden Bewegung mag ein Punkt des Bapfens 

umfanges den Weg 5 zurüdlegen, fo ift die Arbeitgröße ver Reibung: 

zuW: 

Diefe muß die vorhandene Arbeitgröße verbrauchen, daher haben wir: 

21* 
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0/RY 
7, et? +-(9) ober: 
a 
n=t 7 (@ + 2) 


Das Trägheitmoment des Schwungrades ift deshalb, wenn n Arme 
vorhanden, 





-4(m+2)++(® +2). 2.2.2.0 


2 
Da 5 und a gegen R verhältnigmäßig Hein find, fo kann man T und 


2 
- gegen R? tan und es ift dann: 


T= (44400. Fe) 

In den geähnticen Fällen ift das Gewicht n C der Arme J von dem 

Gericht A des Schwungringes, weshalb 4 rn C gleih 4 A genommen werben 

tann. Wir fegen ver Sicherheit wegen 4 nC gleih 0,1 A und erhalten 
ſchließlich das Trägheitsmoment 7 des Schwungrades: 

TER een. 


worin A das Gewicht de Schwungringes bedeutet. 

21. Wie groß ift daS Trägheitgmoment eines Schwungrabes, für melde: 
A=5000*, B=500, C=250%, RB, =3,45*, Ra 3,3", r, = 0,104", 
7, = 0,052”. Es find ſechs Arme vorhanden, deren Querſchnitt ein Nechted 
von der Breite 0,078” und ver Höhe 0,104” fein mag. 


4A 56981,25 
ns = 
B 3,38 
nenn = 
2 
= 4 (eHn)+ 
__1278,15 | 4345,2 _ 5623,35 
= I + Io 
g g g 
T= —— = 6382. 


Bei Benugung der in der vorigen Aufgabe entwidelten Formeln ers 
bält man: 








56981,25 , 5696,66 _ 62677,91 








7 = ..d 

+7 6389. . W 

A .: 
62648,44 


7 68388. 6 
® 
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und bie auf den mittleren Radius R rebucirte Maffe 
T 
M= = 560,6. 


22. Ein Shwungring mit den Halbmefiern a, und d, und ber Dide 
© foll durd einen anderen erjegt werden von den Halbmellern a, und dy. 


Welche Die erhält verfelbe? . 
at —b* 
ng. 
pr 


23. Um die Drehachſe == (Fig. 292) drehe fi in der Entfernung a 
die Kugel vom Halbmefier r. Diefe foll durch einen normalen Cylinder mit 
kreisförmiger Baſis erfegt werben, fo daß die 
Big. 292. Bewegungsverhaltniſſe nit geändert werben. 
x Der Eylinder foll in einer Entfernung 5 
von der Drehachſe angebradht werden und eine 
folde Lage erhalten, daß feine geometriſche 
Achſe parallel der Achſe zz if. Der Halb» 
meſſer der Bafis mag diefelbe Größe 7 bes 
halten. Die Höhe x des Cylinders ift für 
dieſe Beſtimmung: 
2r2+5a? 
® er 


24. Auf einer ftehenden Welle vom Halbmeſſer r, und ver Länge 2 bes 
findet ih normal zur Achſe der Welle eine volle freisförmige Scheibe vom 
Halbmefjer 2. Die Maſchine ift durch eine Kraft in rotirende Bewegung 
verfegt worden und bat die Winkelgeſchwindigleit o erhalten. Wird die ber 
wegende Kraft plögli außer Thaͤtigkeit gefegt, fo wird fih die Bewegung 
verlangjamen und die Maſchine endlich ftillftehen. 

a) In welcher Zeit erfolgt daſſelbe? 

b) Wie viel Umdrehungen geſchehen in viefer Zeit? 

Die aufgenommene Arbeitgröbe ift: 

4o?T. 

Die verzögernde Kraft ift die Reibung am unteren Zapfen. Iſt der Halb: 
meſſer des unteren Bapfens rz, fo iſt das Moment der Reibung, wenn g den 
Neibungscoefficienten und W das Gewicht ver Mafchine bezeichnet, n. $. 47 A, 
2, b glei 





JuWn. 

Hierauß ergiebt fi) die Größe ver Neibung am Bapfenumfange gleich 
yu W. 

Während ver noch fortdauernden Bewegung mag ein Punkt des Bapfens 

umfanges den Weg s zurüdlegen, fo ift die Arbeitgröße der Reibung: 

4uWe 

Diefe muß die vorhandene Arbeitgröße verbrauchen, daher haben wir: 

21* 
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je’T=1sWır 


Ei T. 


Tr 
Amerzriets ft, wem j vie Acceleratien Ber verzögern Bewegung ım 
Umfange Bes Awviens beyeidwet: 








adie, ZPp vie Summe ter Krtiihen Momente ber tie vechente Bewegung 
bewirlenden oder verzägernten Kräfte zur T das Trägheitsmement ver Ma⸗ 
ſchine bezeichnet. Fa unjerem Falle it vie Aceleration crmfomt mu ZPp 
das Moment der Reibung am unteren Zapfen gleih 4a Wr,, daher 

= rn 
— —— 

LES 

Die Zeitdauer t ver Bewegung if: 





Bw 
Die Anzahl z der Umdrehungen, die noch geſchehen mögen, findet ſich 
aus der Gleichung 22r,2=4r,et: 





25. Die Welle habe eine Länge von 3” und die Scheibe eine Stätte 
von 0,104”. Welche numerifhen Werthe erhalten t und z, wenn 
R= 2,2”, r, = 0,052", r, = 0,033", u = 0,075 
geſeht wird, und 40 Umdrehungen in einer Minute von der Mafchine gemacht 
werden? 














Es ift: ” 
T _8112r,2 + 508079 (R? -H r,?2) _ 1218142,3 _ 2,3 
zu 29.511191 511191.9 9 
@ = 0,1047 .40, . 
daher: 


1 = 999 Secunden 
x = 333 Umdrehungen. 
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26. Auf berjelben Drehachſe befinden fih zwei Scheiben von den Halb: 
meſſern 2,4” und 1,6”. Weber die erfte derſelben ift eine volllommen bieg⸗ 
ſame Schnur gelegt, die an ihren Enden Gewichte glei 4 und 6 Kilogramm 
trägt. Welhe Gewichte muß man an ber andern Scheibe anbringen, damit 
die Beregungsverhältniffe diefelben bleiben, wenn die zuerft wirkſamen Ge: 
wihte fortgenommen werden? 

Es ift, die beiden unbelannten Gewichte mit P und Q bezeicinend, die 


bewegende Kraft P— Q, und die zu bewegende Maffe .. 2. Die Be⸗ 


wegungsverhaltniſſe ſollen durch Umanderung der Gewichte dieſelben bleiben, 

das iſt nur möglich, wenn die Trägheitsmomente der Maſſen und wenn bie 

Arbeitgrößen der bewegenden Kräfte unverändert bleiben. Bezeihnen wir die 

bei der Drehung ftattfindende Winkelgeſchwindigleit mit @, fo haben wir hier⸗ 

nad) zur Berechnung der unbelannten Gewichte folgende zwei Gleihungen: 
Er ; 
(6—4)24.0=(P—0Q).16.0. 

Hieraus erhält man - 

P=1275, Q=9,75* 


27. Es find die Bewegungsverhältniffe für ein Rad an ber Welle (Fig. 293) 

zu unterfuhen, das zum Heben von Laften benupt wird. Die zu hebende 

Laſt betrage Q Kilogramm, die vorhandene 

Sig. 293. Kraft fei ein Gewicht von PXilogramm. Kraft 

und Laft mögen an volllommen biegfamen 

Schnuren wirken, deren Gewicht nicht berüd: 

fihtigt wird. Das Rad, mit Armen und Nabe 

conftruirt, habe den mittleren Halbmefier 2, 

die Welle den Halbmefler r und deren Zapfen 

ven Halbmefler 0. Bas Gewicht des Kranzes 

fei A, das ber Arme und Nabe } A und das 
Gewicht der Welle B Kilogramm. 

Nehmen wir an, daß PR>Qr, fo 
lann P finten, und die Laſt Q wird gehoben. Die Beſchleunigungen der bei- 
den Gewichte feien 5, und ja, bie zu einer Umbrehung der Maſchine noths 
wendige Zeit fei t, dann iſt Rr—$jı (? und 2rm= ja t?, daher: 





+1,62 





a-2 . ... . ........ (0) 
P—Qz —eP+Q+44+9% 
—— — . . .· 0 


2 T 
P+0(5) +2 
unter T das Trägheit3moment ver ganzen Maſchine verftanden, 





eo fr. 3) weten rm 
ie Zaumung Y, == Zeies, m wm ? muıtiam 


MP... 2.2.2.2 
I 
Zie Zummng 3, >= moren Serles 











2er Tat D mi ne Ifer # semmab, weichen wem sem Gemidte 
ser Mainme: 


rg R 
360 Ieiner ıls in sem Yutmte des Sleingemmmes. 

22. In sem vorigen Yoyarır Yenfer wir vie Gewichte P um G much 
mebaniide Srirte P mn 4 aiegt, and weimer au, das die Sicaft B, 
aahvem ie ver Miidıne Aue Serum Minteigeihwintigteit @ beigehradt 
dat, slöglih zu wirken mihöre.- Tas Ueherwinnen wm ‘2 geidieht wo diejen 
Augenblid sa mir zerhmigig werzögerer Bewegung, bis die Maichine in 
Rute kommt, was much ws Umprebungen eriulgen mag, währen = vie Anzahl 
der ze Binkelgeihwinnigleit @ gefürigen Umnrefungen bezeichnet. Für die 
Auuahme it: 

a+rnattaıBt 5 


= r. 


s= T:r® 42m 

Tieie Sleihung liefen ein Mintel, kei worgeihrichemer Umbrehungsjahl m, 
vie Größe ver zu bewegenzen Mine zu beftimmem, bumit dieje darch ihr Be: 
harungsvermögen nach währen wer m Umkrehungen wie Bewegusg erhalte. 
In ver Piatis wird Dies Tuch Aucrtmung eines Schammmgrakes erreicht. 
Schen wir das vorgelegte Aad am ver Weile als tiere: Scheungrad an, jo 
M obige Heihung zur Berehnung von A, wem Gewühte des Schwungringe:, 
zu beuupen. Tie Reibungswirerände Ernmen hierbei wen Maffeumiberkänten 
Kacndber vernahläiigt werten. Die obige Gleichung geht hiernad) in fol: 
gende Aber: 





Qar_ ee 
TTIam 
Die dem ftatiihen Momente Qr und der Winlelgeſchwindigkeit @ ent⸗ 
ſprechende Anzahl, zu übertragenber Perbeftärten jei N, dann if, in der 
obigen Gleichung· 
@ = 0,1047 .% unb 
Arne, 
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nah Formel 64 zu jegen, und wir erhalten: 
T- Arm 6 N 42116 N 
(0,1047 u)? % 0,1047? u® 


& war aber T= 1,1 Am +3 Br?, und mit Vernadläffigung des 


Zrägheitämomentes der Welle ergiebt ſich das Gewicht A des Schwungringes zu: 
4—10-4.=.716.981, N 
— 77171:0,104729 Baus 


N 
4= 7319900: m · Gans" 


29. 63 fei nad den vorigen Formeln das Gewicht des Schwungrades 
einer Schneidemühle zu berechnen. Zum Betriebe verjelben find 7 Pferbeftärten 
nöthig, wobei das Sägegatter 80 Hube in einer Minute macht. Das Gewicht 
de3 Schwungrades fol der Beringung genügen, daß bie Betriebswelle des 
Gatterd nad dem plöplihen Ausrüden der Kraftwelle vermöge ihres Behar- 
tungävermögend noch fünf Umdrehungen made. Der äußere Halbmefier des 
Schwungrades fei 0,889", der innere 0,798”, 

Es iſt: 

————— 














= 0,8437; u=80;m=5 


2 2 
N=1T; daher: 
7319900.5.7 . 
A= 0847.80 ” 704 Kilogramm. 


30. Es foll das Gewicht eines Schwungrades beftimmt werden, wenn 
die Bewegung dur einen Arummzapfen übertragen wird, 
Die normale Winkelgeihwindigteit der Schwungradwelle fei om, ber größte 
. Werth verjelben fei oz, der Heinfte @,, 
Big. 294. wobei die Differenz dieſer Grenz⸗ 


gelhminigtiten I, von ber nor 


malen o@ fein fol. Die Länge OB 
(Fig. 294) des Krummzapfens feir, 
die Lentftange BC behalte während 
der ganzen Umdrehung die ver⸗ 
ticale Lage, was fih annähernd 
als rihtig annehmen läßt, da ihre 
Länge gewöhnlih mehr als das 
Fünffahe des Nurbelarmes beträgt. 
Der in der Lenkjtange wirlſame con» 
ftante Drud ſei P, der auf ven 
Kurbellreis reducirte Widerſtand fei Q. 
Die Kurbelwarze habe ſich um den Winkel @ gedreht, fo iſt die Arbeit der 
Stangentraft P gleich P. AE glei Pr (1 — cosa), die Arbeit des Wider⸗ 





ſtandes Q dagegen Ara. IR das Trägheitgzmement des Schwungrabes T, 
die Wintelgefhwindigleit zu Anfang ver Bewegung @,, die ju Ende ber Be: 
wegung dagegen @,, ſo if bie lebendige Krajt zur Ueberwindung des Maſſen- 
wiberflanes 4 T (0? — ı?). 

Der Weberihuß der Arbeit der Betriebsttaft P, über die Arbeit des 
Biverftandes Q, muß zur Erjeugung der in der Shmwungmafle nothiwenbigen 
lebendigen Kraft genügen. Demuad, erhalten wir, von der Reibung un 
dem Majjenwiverftande der Lenfftange und Kurbel abgejchen: 

Pr(1 — eos) — Qra=4 T(a2— a?) 

Rad) einer voltändigen Umdrehung müflen beibe Kräfte P und Q gleihe 
Arbeitgeößen verrichten, da für den normalen Gang der Maſchine dieſelbe Ge: 
ſchwindigleit mothwendig iR, nad einer Umbrehung aljo, werer die Arbeit von 
P nody vie von Q überwiegend fein darj. Die Arbeit des Widerflandes Q 
iR, wenn die Warze des Krummzapfens den ganzen Kreis durchlaufen hat, 
2rxQ, bie Arbeit ver Kraft P iſt entweder 27 P oder Ar P, jenachdem 
viefelbe bloß während des Rieverganges ober während des Riederganges und 
Auffleigend der Kurbel wirffam if. Hiernach nennt man die Krummzapfen 
einfadh- ober doppeltwirkend. Die erfteren finden ſich 5. B. bei Schneide: 
mübhlen, Drehbänfen, die doppeltwirtenden bei Dampfmafdinen. 

Bir erhalten hiernach: 

a. Für einfach wirkende Arummzapfen: 

2rP—2r2Q=0 


a=1r 
z 
Q@= 03183 P. 


b. Zür doppelt wirkende Krummzapfen: 
4rP—2rzQ=0 
=1p 
= 
Q= 0,6366 P. 

Daſſelbe Berhältniß ftellt fih heraus, wenn im Umfange des Kurbel: 
treifes die Betriebäkraft Q und in Richtung der Stange der Widerſtand P 
wirfam if. Wir zerlegen P in jedem Momente in die Tangential: und 
Normalkraft, von denen die erftere allein Bewegung bervorbringt. Für bie 
angenommene Lage der Kurbel (Fig. 295) ift die bewegende Kraft P sin a. 
Die Größe derjelben ift von dem Winkel « abhängig, weshalb wir den Weg 
der Kurbelwarze während einer ganzen Umdrehung verfolgen wollen. 

a. Für einfad wirkende Krummzapfen. 

In dem Punkte A wirkt P gar nicht auf Bewegung, da — 0 if. Bon 
bier aus wachſt vie bewegende Araft Psin c, ift aber zuerſt Meiner ala Q, 
bis fie für einen gewiſſen Punkt Z gleid Q wird. 

Die Lage des Krummzapfens beftimmt fih dabei durd die Gleihung: 

Psina, = Q = 0,3183 P, 
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woraus a, —= 18° 33’ 36,5" = 0,103. Bon L aus wird Psin« immer 
größer, erreicht in dem Punkte E feinen größten Werth gleih P, nimmt von 
bier aus wieder ab, bleibt aber 

Big. 295. zuerft nod größer ald Q, bis es 

für ven Bunt Z’ zum zweiten Male 
gleih Q wird. Der hierzu gehörige 
BDintelaziftdas Supplementvona,: 

& = 161°26'23,5". 

Bei der weiteren Bewegung 
nimmt bie bewegende Kraft immer 
mehr ab, bis fie in dem Punkte F 
wieder zu O wird, 

Was die Bewegung felbft ans 
betrifft, fo wird fie zwifden L 
und L’ beſchleunigt fein, da die 
bewegende Kraft P sin x den Wider: 
fand Q überragt, Die Geſchwindig⸗ 
teit iſt demnach in Z am Heinften, 
in L’ am größten und nimmt von 
bier aus wieber allmälig ab, biß fie in L von Neuem ihren Meinften Werth 
erreicht. Wird auf der Welle einer einfach wirkenden Kurbel ein Schwung: 
tab angebradt, fo ift hiernach das Gewicht vefielben der Bedingung gemäß 
zu beftimmen, »baß ber Zuwachs an lebendiger Kraft für die äußerften Grenzen 
der Geſchwindigkeit gleich der Arbeitgröße der beiven Kräfte P und Q werde,« 
wenn die Kurbelmarze ven Weg ZEL! ober ven Weg Z' GEL zurüdlegt. 
Bezeihnen wir die größte Geſchwindigleit mit oz, die Yeinfte mit @,, fo iſt 
für den Weg LEL: x 

2 Prcsa— Qr(a—20)— 4 T0?— a) =0, 
für ven Weg Z’ GL dagegen: 
2 Pr(1—cose) — Qr(x—20)—4 T(9,?—)=0. 
Subftituiren wir in vielen beiden Gleihungen den oben gefundenen 
Werth P=xQ, fo entfteht aus beiden 
Qr@xXcooa— x +20) — 47T? — 09)=0. 
f Bir führen den oben für & gefundenen Werth ein, der ver geringſten 
Geſchwindigkeit entfpridt, und brüden @, und @, durch die normale Winkel: 
geihwinvigleit © aus. Es ift 


ina=t, daher cosa ⸗ V 1 4 


a= 0,103 x, »=0+z;0 








und 
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anbetrift, fo ik fie zwilden 
L um L’ beidlennigt, zwi: 
füen L’ und L” verigert, 
zwiihen L” uud L“ beſchleunigt und zwiiden L' und Z verzögert, fo daß 
fih in L und L” die geringfte Geſchwindigleit, in Z’ und Z’” die größte 
Geſchwindigleit findet. 

Soll demnach auf ver Welle eines doppelt wirtenden Krummzapfens ein 
Schwungrad angebracht werben, fo if deſſen Gewicht der Bedingung gemäß 
zu beftimmen, daß ver Zuwachs am lebendiger Kraft für die Grenzen ver Ger 
ſchwindigkeit gleih der von P und Q verridteten Arbeit werde, wenn bie 
Kurbelwarze ven Weg L EL’ oder LU’ FL" over L"@L” oder L" AL 


zurhdlegt, 
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Legen wir biefelben Bezeihnungen wie oben zu Grunde, fo erhalten wir 
für die verfdiedenen Wege die beiden Gleihungen: 
\ 2 Prcosa— QAr(«— 20) —4 T(a!— 0) =0 
2 Pr(1— c080)—2Qr«e—}T(0?— 0?) = 0. 
Subftituiren wir hierin den oben gefundenen Werth P= 3 Q, fo ent 
ſteht aus beiden: 
Qr(zcoa — x +2a)—4T(0?— 0) =0. 
Der Bintel a ift gleih 0,2196 m gu nefmen, sin « = En daher 





0osa= Yı -. Wird auch noch die normale Winkelgeſchwindigkeit @ 


eingeführt, fo entfteht: 
To? = 0,2105 Qxar. 

Die Anzahl der zu übertragenden Pferbeftärten fei N, die Anzahl ver 
Umdrehungen in einer Minute fei glei u, fo ift in ben gefundenen Formeln 
Qr= 1716 x zu fegen. 

Erfegen wir weiter @ durch 0,1047. und benupen für das Trägheits- 
moment T ven in Aufgabe 20 entwidelten Werth 1,1 * R®, unter A das 
Gewicht des Schwungringes, unter Z deſſen mittleren Halbmefjer verftanden, 
fo ergiebt ſich: 

a. Für einfach wirkende Krummzapfen: 











1,102.716..9,81 N N 
4 11.010972 un ma = 2020000 0 Sa 
b. Für doppelt wirkende Krummzapfen: 
4 — 92105. 716.#.981 N = 385200 a N 








11.0109 Cum wm 

Für Dampfmafhinen pflegt man durchſchnittlich a —= 32 zu nehmen. 
Fir Hammerwerke ift a—= 5; für Pumpen und Schneidemühlen ift «= 11 
bis 25; für Mahlmüplen ift a = 30; für Webeitühle und Papiermaſchinen 
iſt «= 35 und für Spinnereien ift «= 40 bis 100 je nad der Feinheit 
der herzuftellenden Gewebe in Rechnung zu bringen. 


31. Eine Dampfmafgine fol 25 Pferbeftärken übertragen und die Bes 
triebswelle dabei 30 Umdrehungen in einer Minute machen. Welches Gewicht 
erhält der Schwungring bei 3,8” mittlerem Halbmefjer? 

25 
4 = 385200 ..32 389.505” 790%. 

32. Die Anziehung zwiſchen zwei Körpern geht von allen Punkten aus, 

und zwar find die einzelnen anziehenven Kräfte parallel zu denken, jo daß der 


330 Dritter Abſchnitt. Viertes Eapitel. 


Nah Subftitution diefer Werthe entfteht 
Ta? = 1,102 Qxar. 

b. Fur doppelt wirkende Krummzapfen: 

Aus dem Werthe ver bewegenden Kraft P sin « erhellt, vaß P in dem 
Punkte A (Fig. 296) gar nicht auf Bewegung wirkt. Von bier aus wird 
Psin a größer, ift aber immer noch Heiner als der Widerftand Q, bis beide 
für einen gewiſſen Punft Z glei groß werben. 

Die Lage des Krummzapfens beftimmt fi dabei durch die Gleichung 

Pina, = Q= 0,6366 P, 
woraus 
a = 39° 32' 194” = 0,2196 =. 

Bon diefem Punkte aus wird die bemegenbe Kraft P, sin « immer größer, 
bis fie in Z ihr Marimum P erreiht; von hier aus nimmt fie ab, bleibt aber 
noch größer als der Wiberftand Q, bis zum zweiten Male in L', Pina —Q 
wird; der hierzu gehörige Winkel &, ift das Supplement von «, 

ig = 140° 27' 40,5". 

Die bewegende Kraft nimmt bei der weiteren Bewegung immer mehr ab, 
und wird in dem Punkte F 
Fig. 296. zu Null. Während der zwei: 
ten Hälfte der Umdrehung 
wiederholt fih das Spiel von 
Neuem. Im Punlte L“ für 
a = 219° 32' 19,5" ik 
Pena=Q, in wird 
Psna=P, in L” wi 
P sin @ zum legen Male =Q 
für, =320° 27’40,5”, und 
endlich wird bie bewegende 
Kraft, zum Ausgangspunfte A 
zurudgelehrt, wieder zu Null. 
Was die Bewegung felbft 
anbetrifft, fo ift fie zwiſchen 
L und L’ befäleunigt, zwi: 
ſchen L' und L“ verzögert, 
zwiſchen Z” und L“ beſchleunigt und zwiſchen L'“ und Z verzögert, fo daß 
fih in Z und L“ die geringfte Geſchwindigkeit, in Z/ und L“ vie größte 

Geſchwindigkeit findet. . 

Soll demnah auf ver Welle eines doppelt wirkenden Krummzapfens ein 
Schwungrad angebraht werben, fo ift deſſen Gewicht der Bedingung gemäß 
zu beftimmen, daß der Zuwachs an lebendiger Kraft für die Grenzen der Ges 
ſchwindigkeit glei der von P und Q verridteten Arbeit werde, wenn die 
Rurbelwarze ven Weg LEL! oder U FL" oder L"@L"" over LU" AL 
zurüdlegt. 
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Legen wir dieſelben Bezeihnungen wie oben zu Grunde, fo erhalten wir 
für die verſchiedenen Wege die beiden Gleichungen: 
2Prcosa—Qr(r—20)— Ta? —a?)=0 
2Pr(1—cose)—2Qra—}T(0,?— 2?) =0. 


Subftituiren wir hierin den oben gefundenen Wert P= 3 Q, fo ent: 


fteht aus beiden: 
r (æ cos æ — x +20) —4T(0?— 02) =0. 


Der Winkel « ift gleih 0,21966 m zu nehmen, sin e=2, daher 


al 4 
cos a ⸗ 


eingeführt, fo entſteht: 





Wird auh nod die normale Winkelgeſchwindigkeit @ 


To? = 0,2105 Qxar. 
Die Anzahl der zu übertragenden Pferbeftärken fei N, die Anzahl der 
Umdrehungen in einer Minute fei gleich u, fo ift in den gefundenen Formeln 


Qr= 1716 = zu fegen. 
Erfegen wir weiter co durch 0,1047. u und benugen für das Trägheits- 
moment T den in Aufgabe 20 entwidelten Werth 1,1 “m, unter A das 


Gewicht de Schmwungringes, unter Z dvefjen mittleren Halbmeſſer verſtanden, 
fo ergiebt ſich: 

a. Für einfach wirkende Krummzapfen: 

A 1,102.716.%.9,81 a N 
1,1. 0,1047? u’ R? 
b. Für doppelt wirkende Krummzapfen: 
0,2105 .716.x.9,81 N N 
4 11.010009 @ una — 985200 0 up 

Für Dampfmafdinen pflegt man durchſchnittlich «= 32 zu nehmen. 
Für Hammermwerke ift a— 5; für Pumpen und Schneidemühlen ift «a = 11 
bis 25; für Mahlmühlen ift a—= 30; für Webeftühle und Papiermafhinen 
iſt a= 35 und für Spinnereien ift «= 40 bis 100 je nad der Feinheit 
der herzuftellenden Gewebe in Rechnung zu bringen. 

31. Eine Dampfmaſchine fol 25 Pferbeftärken übertragen und die Ber 
triebswelle dabei 30 Umdrehungen in einer Minute machen. Welches Gewicht 
erhält der Schwungring bei 3,8” mittlerem Halbmefjer? 

25 
4 = 385200 .32 389.305” 790%. 


32. Die Anziehung zwiſchen zwei Körpern geht von allen Punkten aus, 
und zwar find die einzelnen anziehenven Kräfte parallel zu denken, fo daß ber 








N 
2020000 a ga: 
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=yla CEP ope: 
Bohr @ +mt, (ee: 
n=1, (®+3)- 
Das Trägheitömoment des Schwungrades ift deshalb, wenn rn Arme 
vorhanden, " 
4A Li nc a? 
7-5 (#8+7)+:7(®+3)- 22.2.0 


2 
Da 5 und a gegen R verhältnigmäßig Hein find, fo kann man T und 





a 
E gegen RB? van und es ift dann: 


T= (44400). Bernd 

In den gemähnfiden Fällen ift das Gewicht n C der Arme } von dem 

Gewicht A des Schwungringes, weshalb 4 rn C gleich } A genommen werden 

tann. Wir fegen ver Sicherheit wegen 4 rn C gleih 0,1 A und erhalten 
ſchließlich das Trägheitsmoment 7 des Schwungrades: 


S ν6 


worin 4 das Gewicht des Schwungringes bedeutet. 

21. Wie groß ift das Trägheitsmoment eines Schwungrades, für welches 
4A=5000%, B=500*, C=250%, R,=3,45", R,— 3,3", r, = 0,104", 
72 = 0,052”. & find ſechs Arme vorhanden, deren Querſchnitt ein Rechted 
von der Breite 0,078” und der Höhe 0,104” fein mag. 





n=4 3 Br+Ry= ccoriae 
4) = 
CR, 
Ts,= Pu (et)? +7 Fr in) 
— 197815 443452 _ 5623,55 35 
26070 eo 009 
T= ——— DE — 6982. 


Bei Benugung der in der vorigen Aufgabe entwidelten Formeln er- 
hält man: 
56981,25 _ 5696,66 _ 62677,91 














7 ..da 
rt 7 f, 6389 a) 
LE 7 2 U7 1’ upper 


nn. 
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und bie auf den mittleren Radius R tetucirte Male 
T 
M= a 560,6. 
22. Gin Schwungring mit den Halbmeflern a, und d, und der Tide 
c, foll durch einen anderen erjegt werben von ven Halbmeſſern a, und 2,. 





Welche Dide erhält derſelbe? x 
nt —b* 
at — bt a 


23. Um die Drehachſe xx (Fig. 292) drehe fih in der Entfernung @ 

die Kugel vom Halbmeſſer r. Diefe foll durd einen normalen Gylinder mit 
treisförmiger Baſis erjept werben, fo daß die 

Big. 292. Bewegungäverhältnifie nicht geändert werben. 

Der Eylinder foll in einer Entfernung 5 
von der Drehachſe angebracht werben und eine 
folde Lage erhalten, daß feine geometriſche 
Adje parallel der Adie == if. Der Halb» 
meſſer der Baſis mag biefelbe Größe r ber 
halten. Tie Höhe z des Cylinders iR für 
dieſe ———— 

a 

ak er ee 0 

24. Auf einer lebenden Welle vom Halbmeſſer r, und der Länge 2 bes 
findet fih normal zur Achſe der Welle eine volle freisförmige Scheibe vom 
Halbmeſſer R. Die Maſchine ift durch eine Kraft in rotirende Bewegung 
verfegt worden und hat die Winkelgeſchwindigleit @ erhalten. Wird die bes 
wegende Kraft plöglih außer Xhätigkeit gefegt, fo wird fi bie Bewegung 
verlangfamen und die Maſchine endlich ftillftehen. 

a) In welder Zeit erfolgt dafielbe? 

b) Wie viel Umdrehungen geſchehen in dieſer Zeit? 

Die aufgenommene Arbeitgröße iſt: 

102 7. 

Die verzögernde Kraft iſt die Reibung am unteren Zapfen. Iſt der Halb⸗ 
mefler des umteren Zapfens rs, jo ift daS Moment der Reibung, wenn ven 
Reibungscoefficienten und W das Gewicht ver Mafchine bezeichnet, n. 8.47 A, 
2%, b gleich 





ie Wr. 

Hieraus ergiebt fi die Größe der Reibung am Bapfenumfange gleich 
46 W. 

Während der noch fortvauernden Bewegung mag ein Punkt des Bapfens 

umfanges den Weg 3 zurüddegen, fo ift die Arbeitgröße ver Reibung: 

uWs 

Diefe muß die vorhandene Arbeitgröße verbrauden, daher haben wir: 

21* 


jeT=4uWs 
— 7 
'-ıw - 


Anbererfeits it, wenn j die Acceleratiom der verzögerten Bewegung am 
Umfange des Zapfens bezeichnet: 





Zu dem Werthe von j gelangt man unmittelbar w. 5. 125: 

EPp 

T”’ 

worin s die veränderliche Acceleratimm in der Entfernung 1 won ber Dieb 
achſe, EZ Pp die Summe der ſtatiſchen Momente der die drehende Bewegun— 
bewirfenden oder verzögernden Kräfte und T das Trügheitämement ver Mi 
ſchine bezeichnet. In unjerem Falle ift die Acceleration cenſtant und EPp 
Sub Bament ver Bebeng am rn Soon alih 1p Wr, Dahn 


= 





LEN 

amd die Acceleration am Umfange des Zapfens: 
BEL LARN 
j-41y" 
Die Zeitdauer £ der Bewegung iR: 
_,0oT 
255 


Die Anzahl z der Umdrehnngen, die noch geſchehen mögen, findet ſich 
aus der Gleihung 27, 2 = 4r,wt: 


25. Die Belle habe eine Länge von 3” und bie Scheibe eine Etärke 
von 0,104”. Welche numerifhen Werthe erhalten t und x, wenn 
R= 2,2”, r, = 0,052”, r, = 0,033", # = 0,075 
gefegt wird, und 40 Umdrehungen in einer Minute von ver Maſchine gemadt 
werden? 








Es ift: 
T_ 8112 r,? + 503079 (R® + r,?2) _ 1218142,3 _ 23 
W 29.511191 5191.99 
@ = 0,1047 .40, . 
daher: 


t = 999 Secunden 
= = 333 Umdrehungen. 
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26. Auf derſelben Drehachſe befinden fih zwei Scheiben von den Halb: 
mefiern 2,4” und 1,6”. Ueber die erfte berfelben ift eine volllommen bieg⸗ 
fame Schnur gelegt, die an ihren Enden Gewichte gleih 4 und 6 Kilogramm 
trägt. Welche Gewichte muß man am der andern Scheibe anbringen, damit 
die Bewegungsverhaltniſſe dieſelben bleiben, wenn die zuerft wirfjamen Ges 
wichte fortgenommen werden? 

Es ift, die beiden unbelannten Gewichte mit P und Q bezeichnend, die 
bewegende Kraft P— Q, und die zu bewegende Maſſe = * Die Ber 
megungsverhältniffe follen dur Umänderung der Gewichte dieſelben bleiben, 
da3 ift nur möglih, wenn die Trägheitämomente der Mafien und wenn die 
Arbeitgrößen der beivegenden Kräfte unverändert bleiben. Bezeihnen wir bie 
bei der Drehung ftattfindende Winkelgeſchwindigleit mit @, fo haben wir hier⸗ 
nad) zur Berechnung der unbelannten Gewichte folgende zwei Gleichungen: 


+6 9a 2. 1,62 


g 
6—4)24.0=(P—Q).16.0. 
Hieraus erhält man > 
P= 12,75, Q= 9,754 


27. Es find die Bewegungsverhältnifie für ein Rad an ber Welle (Fig. 293) 

zu unterfuhen, das zum Heben von Laften benugt wird. Die zu hebende 

Laſt betrage Q Kilogramm, die vorhandene 

Fig. 293. Kraft fei ein Gewicht von PRilogramm. Kraft 

und Laft mögen an vollfommen biegjamen 

Schnuren wirten, deren Gewicht nicht berüds 

fihtigt wird. Das Rad, mit Armen und Nabe 

conftruiet, habe ven mittleren Halbmefler 2, 

die Welle den Halbmefler r und beren Zapfen 

den Halbmefler 0. Das Gewicht des Kranzes 

fei A, das der Arme und Nabe 4 A und das 
Gewicht der Welle B Kilogramm. 

Nehmen wir an, daß PR>Qr, fo 
lann P finfen, und die Saft Q wird gehoben. Die Beſchleunigungen ver beis 
den Gewichte feien j, und ja, die zu einer Umbrehung der Mafchine noths 
wendige Zeit fei &, dann ft 2 Ar —=}j, t? und 2rz— 4212, daher: 











A 
Fri DER EEE EEE EEE ee. 
P—Qz—uP+Q+44+2% 
h= 37T 9...) 
era) + 


unter T da Trägheitgmoment ver ganzen Maſchine verftanden, 
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nad Rr. 20 dieſer Uebungen. 
Die Spannung S, des Seiles, an dem P wirtſam 


pP 
S een. 
Die Spannung S, des anderen Geiles 
Q, 
I Eucd Z ur EEE EEE EEE EEE ee) 


Der Drud D auf vie Zapfen ift demnach, abgefehen von dem Gewidie 
der Mafchine: 

D=84+5=P+0-4(0 0:7): - - © 
aljo Heiner als in dem Zuflande des Gleichgewichtes. 

28. In dem vorigen Apparat venfen wir die Gewichte P und Q durch 
mechaniſche Kräfte P und Q erjept, und nehmen an, daß bie Kraft P, 
nachdem fie der Maſchine eine beftimmte Wintelgejhwinvigkeit @ beigebradt 
hat, plögli zu wirken aufhöre. Das Weberwinden von Q gejhieht von dieſem 
Augenblid an mit gleihmäßig verzögerter Bewegung, bis die Maſchine in 
Ruhe kommt, was nad m Umdrehungen erfolgen mag, während u die Anzahl 
der zur Winkelgeſchwindigleit @ gehörigen Umdrehungen bezeichnet. Für dieſe 
Annahme ift: 

a+HQ@+44+DL a 
” T:r3 Tamm" 

Diefe Gleihung liefert ein Mittel, bei vorgeſchriebener Umdrehungszahl m, 
die Größe der zu bewegenden Mafje zu beftimmen, damit dieſe durch ihr Be: 
harrungsvermögen nod während der m Umdrehungen die Bewegung erhalte, 
In der Praris wird dies durch Anordnung eines Schmwungrades erreicht. 
Sehen wir da3 vorgelegte Rad an der Welle als dieſes Schwungrad an, fo 
ift obige Gleihung zur Berechnung von A, dem Gewichte des Schwungringes, 
zu benugen. Die Reibungswiderftände können hierbei den Mafjentwiderftänden 
gegenüber vernadjläffigt werden. Die obige Gleihung geht hiernach in fol: 
gende über: 








Qar_ oe: 
TTIam 
Die dem ftatifhen Momente Qr und der Winkelgeſchwindigkeit m ent: 
ſprechende Anzahl, zu übertragender Pferveftärten fei N, bann iſt in ber 
obigen Gleihung: 





o= 0,1047.u und 
Qr=1716 Z, 
“ 
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nah Formel 64 zu fegen, und wir erhalten: 
4m N _4.x2.116 N 


= O1 16, Dim we 


& war aber T= 1,1 4. R® +4 Br%, und mit Bernahläfigung des 


Trãgheitsmomentes der Welle ergiebt ſich das Gewicht A des Schwungringes zu: 
4—10.4.=.716.981,,_N 
7 11:0,1047? Baus 











N 
"Bius 
29. Es ſei nach ben vorigen Formeln das Gewicht des Schwungrades 
einer Schneivemüble zu berechnen. Zum Betriebe verjelben find 7 Pferveftärten 
nöthig, wobei das Gägegatter 8O Hube in einer Minute macht. Das Gewicht 
de Schwungrades foll der Bedingung genügen, daß die Betriebswelle des 
Gatter3 nah dem plöglihen Ausrüden der Kraftwelle vermöge ihres Behar⸗ 
rungävermdgend nod fünf Umdrehungen made. Der äußere Halbmefier des 
Schwungrades fei 0,889”, der innere 0,798”, 
Es ift: 
0,889 + 0,798 _ 1,687 
2 2 





R 





= 0,843"; u — 80; m =5 





7 . 
Ds. = 704 Kilogramm. 


30. 63 foll das Gewicht eines Schwungrades beftimmt werden, wenn 

die Bewegung duch einen Krummzapfen übertragen wird. 
Die normale Winkelgeſchwindigleit der Schwungradwelle fei @, ber größte 
Werth derjelben fei ag, der Heinfte @,, 
Big. 294. wobei die Differenz dieſer Grenzs 


gefhinigtiten I, von der nors 


malen @ fein fol. Die Länge OB 
(Fig. 294) des Krummgapfenz feir, 
die Lenkſtange BC behalte während 
der ganzen Umbrehung bie ver— 
ticale Lage, was fih annähernd 
als richtig annehmen läßt, da ihre 
Länge gewöhnlihd mehr ald das 
Fünffahe de3 Kurbelarmes beträgt. 
Der in der Lenkjtange wirlſame con⸗ 
ftante Drud fei P, der auf den 
Kurbellreis reducirte Wiberftand fei Q- 
Die Kurbelwarze habe fih um den Winkel & gebreht, fo ift die Arbeit der 
Stangentraft P gleich P. AE gleich Pr(1— cosa), die Arbeit des Wider⸗ 
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flandes Q dagegen Ara. JR das Trägheitämoment des Schwungrades T, 
die Winkelgefhmwindigteit zu Anfang der Bewegung @,, die zu Ende ber Be: 
wegung dagegen @;, fo ift die lebendige Kraft zur Ueberwindung des Maffen: 
wiverfiandes 4 7 (0,? — 02). 

Der Ueberſchuß der Arbeit der VBetriebätraft P, über die Arbeit ves 
Widerftandes Q, muß zur Erzeugung der in der Schwungmaſſe nothwenbigen 
lebendigen Kraft genügen. Demnad erhalten wir, von ber Reibung und 
dem Mafienwiderftande ver Lenfftange und Kurbel abgeſchen: 

Pr(1— cs0)— Qra=}4T(o’— aı?). 

Nah einer vollitändigen Umdrehung mäüffen beide Kräfte P und Q gleihe 
Arbeitgrößen verrichten, da für den normalen Gang der Maſchine dieſelbe Ge: 
ſchwindigleit nothwendig ift, nach einer Umdrehung alfo, weder die Arbeit von 
P nod die von Q überwiegend fein darf. Die Arbeit des Wiberftandes Q 
ift, wenn die Warze des Krummzapfens den ganzen Kreis durchlaufen bat, 
2rxQ, die Arbeit ver Kraft P ift entweder 2r P over Ar P, jenachdem 
viefelbe bloß während des Nieverganges ‘oder während des Nieverganges und 
Auffteigend der Kurbel wirkſam ift. Hiernach nennt man die Krummzapfen 
einfach- ober doppeltwirkend. Die erfteren finden ſich 5. B. bei Schneide: 
mübhlen, Drehbänten, die voppeltwirfenden bei Dampfmaſchinen. 

Wir erhalten hiernach: 

a. Für einfah wirkende Krummzapfen: 

2rP—2rz2Q=0 


a=1r - 
[2 
Q= 0,3183 P. 


b. Für-doppelt wirkende Krummzapfen: 
4rP—2raQ=0 
2 
Q= z P 
Q = 0,6366 P. 

Daſſelbe Verhaltniß ftellt fih heraus, wenn im Umfange des Kurbel: 
treifed die Betriebäkraft Q und in Richtung der Stange ver Wiberftand P 
wirkſam iſt. Wir zerlegen P in jedem Momente in die Tangential: und 
Normaltraft, von denen die eritere allein Bewegung hervorbringt. Für die 
angenommene Lage der Kurbel (Fig. 295) ift die bewegende Kraft P sin a. 
Die Größe derfelben ift von dem Winkel & abhängig, weshalb wir den Weg 
der Kurbelwarze während einer ganzen Umbrehung verfolgen wollen. 

a. Für einfach wirkende Krummzapfen. 

In dem Punkte A wirkt P gar nit auf Bewegung, da « = 0 if, Bon 
bier aus wachſt die bewegende Kraft Psin a, ift aber zuerft Heiner ala Q, 
bis fie für einen gewiſſen Punkt Z gleih Q wird. 

Die Lage des Krummzapfens beftimmt fih dabei durch die Gleihung: 

Pesina, =Q = 0,3183 P, 
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wotaus a, — 18° 33' 36,5" = 0,103 =. Bon L aus wird Psin« immer 
größer, erreiht in dem Punkte E feinen größten Werth gleih P, nimmt von 
bier aus wieder ab, bleibt aber 

Big. 295. zuerſt noch größer ald Q, bis es 

für ven Punkt Z’ zum zweiten Male 
gleih Q wird. Der hierzu gehörige 
Winkel; iſt das Supplementvona;: 

&g — 161°26'23,5”. 

Bei der weiteren Bewegung 
nimmt die bewegende Kraft immer 
mehr ab, biß fie in dem Buntte F 
wieder zu O wird. 

Was die Bewegung jelbft ans 
betrifft, fo wird fie zwiſchen L 
und L’ befhleunigt fein, ba bie 
bewegende Kraft Psin « den Wider: 
ftand Q überragt. Die Geſchwindig⸗ 
keit ift demnad in Z am Heinften, 
in Z’ am größten und nimmt von 
bier aus wieder allmälig ab, bis fie in Z von Neuem ihren Heinften Werth 
erreiht. Wird auf der Welle einer einfach wirlenden Kurbel ein Schwung» 
rad angebracht, fo ift hiernach das Gewicht deſſelben der Bedingung gemäß 
zu beftimmen, »daß ver Zuwachs an lebendiger Kraft für die äußerften Grenzen 
ber Geſchwindigkeit gleich der Arbeitgröße der beiden Kräfte P und Q werbe,« 
wenn bie Rurbelwarze den Weg Z EL’ over ven Weg Z’ GL zurüdlegt. 
Bezeihnen wir die größte Geſchwindigleit mit @g, die Meinfte mit @,, fo ift 
für den Weg LEL: 

2 Prosa— Qr(a—20)—} T(0?— 02)=0, 
für ven Weg L’G L dagegen: 
2 Pr(1—cose) — Qr(a—20)—4 T(,?—)—=0. 
Subftituiren wir in dieſen beiden Gleihungen den oben gefundenen 
Ber P=xQ, fo entfteht aus beiden 
Qr(a2ncooa— an +20) —4T(0?— 0)=0. 

fF Wir führen den oben für « gefundenen Werth ein, ver der deringften 
Geſchwindigkeit entſpricht, und brüden a, und @, buch bie normale Wintel: 
geſchwindigkeit w aus. Es ift 

1 
2 


ima=-, daher cos = Yı-z 
E7 x 








1 
«=0,103 x, »=0+7,0 
und 


Rıh Subtitation vieler Werte eutfcht 
Te?= 1,102 Qxar. 

b. Für doppelt wirlende Krummjapien: 

Aus dem Werthe der bewegenden Kraft P sin a erbellt, daß P in dem 
Bunfte A (Fig. 296) gar nit auf Bewegung wirt. Bon hier aus wird 
Pina größer, ift aber immer noch Heiner als der Wiverfand Q, bis beide 
für einen gewifien Punlt Z glei groß werben. 

Die Lage des Arummzapfens beftimmt fih dabei darch die Gleihung 

Psina, = Q= 0,6366 P, 
woraus 
& = 39° 3% 194" = 0,2196 =. 

Bon diefem Punkte aus wird die bewegende Kraft P, sin a immer größer, 
bis fie in E ihr Marimum P erreicht; von bier aus nimmt fie ab, bleibt aber 
noch größer al3 der Widerſtand Q, bis zum zweiten Male in L', Psina — Q 
wird; der hierzu gehörige Winkel a, ift das Supplement von a, 

a, = 140° 27’ 40,5". 
Die bewegende Kraft nimmt bei der weiteren Bewegung immer mehr ab, 
und wird in dem Punkte F 
Fig. 296. zu Rull. Während ver zwei: 
ten Hälfte der Umdrehung 
wiederholt ſich das Spiel von 
Neuem. Im Punkte Z” für 
a, = 219° 32’ 19,5” ik 
Psna=Q, in @ wir 
Psina—P, in L" wir 
P sin a zum legen Male =Q 
für «,=320°27'40,5”, und 
endlich wird bie bewegende 
Kraft, zum Ausgangspuntte A 
zurüdgelehrt, wieder zu Null. 

Bas die Bewegung felbit 
anbetrifft, fo ift fie zwiſchen 
L und Z’ beicleunigt, zwi— 
ſchen L’ und L“ verzögert, 
zwifhen Z” und L“ beſchleunigt und zwiſchen L’” und L verzögert, fo daß 
fih in Z und L” die geringfte Geſchwindigkeit, in Z’ und Z"” die größte 
Geſchwindigleit findet. 

Soll demnah auf der Welle eines boppelt wirkenden Krummzapfens ein 
Schwungrad angebraht werden, fo ift deſſen Gewicht der Bebingung gemäß 
zu beftimmen, daß ver Zuwachs an lebendiger Kraft für die Grenzen der Ges 
ſchwindigleit gleih der von P und Q verridteten Arbeit werde, wenn die 
Aurbelwarze den Weg L EL! over U’ FL" over L"G@L" over L" AL 
zurudlegt. 
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Legen wir dieſelben Bezeihnungen wie oben zu Grunde, fo erhalten wir 
für die verfchiedenen Wege die beiden Gleichungen: 
\ 2Prosa— Qr(a—20)—4T(a?— 0,2) =0 
2 Pr(1— cos) —2Qre—} Ta? — 0) =0. 


Subftituiren wir hierin den oben gefundenen Wert} P= z Q, fo ent⸗ 


fteht aus beiden: 
Qr(acsa — x +20) — 4 T(0?— 2) =0. 


Der Winkel a ift gleih 0,21966 m zu nehmen, ina— a daher 








cosa= Yı Br Wird auh noch die normale Winkelgeſchwindigkeit @ 
eingeführt, fo entfteht: 
To?= 0,2105 Qxar. 

Die Anzahl der zu übertragenden Pferveftärten ſei N, die Anzahl der 
Umdrehungen in einer Minute fei gleich u, fo ift in den gefundenen Formeln 
Qr = 1716 Eu fegen. 

Erfegen wir weiter co durd 0,1047. u und benugen für das Trägheits- 
moment T' den in Aufgabe 20 entwidelten Werth 1,1 * R®, unter A das 


Gewicht des Schwungringes, unter R deſſen mittleren Halbmeſſer verftanden, 
jo ergiebt ſich: 
a. Für einfah wirkende Krummzapfen: 


4 1102. 716.=.981 N 





N 
11.010079 ° u0m5 = 2020000 0 a 


b. Für doppelt wirkende Krummzapfen: 
A 0,2105 .716.%.9,81 a N N , 
1,1.0,1047? u’ R? u®R? 

Für Dampfmafcinen pflegt man durchſchnittlich a = 32 zu nehmen. 
Fir Hammerwerke ift a= 5; für Pumpen und Schneidemühlen ift «= 11 
bi3 25; für Mahlmühlen ift == 30; für Webeftühle und Papiermafchinen 
ift a= 35 und für Spinnereien ift a — 40 biß 100 je nad ber Feinheit 
der berzuftellenden Gewebe in Rechnung zu bringen. 

31. Eine Dampfmaſchine fol 25 Pferveftärten übertragen und die Be: 


trieböwelle dabei 30 Umdrehungen in einer Minute machen. Welches Gewicht 
erhält der Schwungring bei 3,8” mittlerem Halbmeſſer? 
25 
4A = 385200 .32 38.308 790%. 
32. Die Anziehung zwiſchen zwei Körpern geht von allen Punkten aus, 
und zwar find die einzelnen anziehenden Kräfte parallel zu denten, fo daß ber 











385200 @ 
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Angrifispunft ihrer Rejultante in dem Schwerpuntte ver Körper liegt. wo man 
auch zugleich die Mafie de3 Körpers vereinigt denlen muß. Stellen wir uns 
zwei Körper von den Mafien M und m vor, die eine Iugeliörmize Geftalt und 
deren Mittelpunlte die Entfernung B haben, jo ift die Anziehung =. 5. 121 
Raſſe mal Acceleration) 

zu beredinen. 

Der Körper von der Mafie m ertheilt dem anderen eine Acreleration, die 
der allgemeinen Gravitation zufolge gleich 

Im 

fein wird, unter f einen conflanten Factor verflanden, den wir noch beftimmen 
müſſen. 

Ebenſo iſt die Acceleration, die der Mafje m ertheilt wird, gleich 

M 
IB 
Die gegenfeitige Anziehung ſelbſt, 2 die Anziehungskraft, iR baber: 
Mf = oder m I J 

Sehen wir den Körper von der Maſſe Aals feſt an, fo wird der andere 
eine Acceleration erhalten, die gleih der Summe ver oben angegebenen Ace: 
lerationen ift, gleich 

Zwutm, 
Iſt M die Maſſe der Sonne und m die eines Planeten, fo ift dieſet 


Werth der Acceleration gleih dem in Nummer 46 der Uebungen des zweiten 
Abſchnittes gefundenen zu fegen: 








7 _4ntas 
mut Sr 
urn -iEt. 


Hiernady ſcheint fi das durch das dritte Keppler'ſche Geſetz beftimmte 
2 
Verhaltniß = bei den verſchiedenen Planeten zu ändern. Die Aenderung 


verſchwindet jevod für die Beobadtung, da die Maſſe m eines Planeten ver- 
ſchwindend Hein gegen die Maſſe M ver Somne iſt. 

33. Zur Beſtimmung de3 conftanten Factors f wenden mir die lehte 
Formel auf die Bewegung eines Körper von ver Mafle [ gegen vie Erde, 
deren Mafje m fein mag, an und berüdfichtigen, daß für biefen fall die 
Acceleration durch Beobachtungen gleih g gefunden worden ift. Bezeichnen 
wir den Halbmeſſer der Erve mit r, die Entfernung des Körper von der 
Ervoberflähe mit e, fo haben wir hiernach: 


— 
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In diefem Ausdrude ift 1 gegen m, e gegen verſchwindend Hein, fo daß 
— 
geſetzt werben lann. 
Hieraus folgt der conſtante Factor f, der für alle Bewegungen im Welt: 
foltem zur Anwendung kommt: 


JE 


Iſt hiernach g’ die Acceleration an der Oberfläche irgend eines Planeten, 
defien Maſſe m, und deſſen Halbmefier r, fein mag, fo haben wir: 


34. €3 it da Verhältniß der Maſſe m der Erde zu der M ver Sonne 
zu beflimmen, wenn der Halbmefjer der Erde gleih r,, die halbe große Achſe 
der Erdbahn glei a, die Zeit einer vollftändigen Bewegung gleich £ ge: 
feßt wird: 











m zrR 
M 4a gr? 
m gr 
m 22 
HT ime_grnt 
Die Mafien find den Gewichten proportional, fo daß die Formel benupt 
werden Tann, das Gewicht und bie Größe der Sonne zu beftimmen, 


35. Die Maffe m, irgend eines Planeten zu beftimmen, wenn m bie 
Maſſe der Erde, r deren Halbmeffer, M vie Mafje der Sonne, a, die halbe 
große Achſe der Planetenbahn und t, die Zeit eines Umlaufes des betreffen- 
den Planeten ift: 








47? a 

sam 

r? _ 4ma° 

1, Y+m)= De) 

42°? a 
HM. 


86. Ein Planet von der Mafje m, habe einen Trabanten, deſſen Maſſe 
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gs fein fol. Die halbe große Achſe der Trabantenbahn ſei @, bie Zeit einer 
vollftändigen Umdrehung 7; man foll die Mafie pe des Trabanten beftimmen: 








4220 
Im+n= 
r? 4220 
a +9= = 

422 0° 
tea 
4 æ 

ana me 


37. Im den bis jept entwidelten Formeln handelt e3 ſich befonders um 
die Mafje der Erbe, da biefe durch den conftanten Factor f überall auftritt. 

Sehen wir die Erde ald eine volllommene Kugel vom Halbmeſſer r an, 
für die wir überall eine mittlere Dichtigkeit annehmen wollen, fo ift die Maſſe 
m der Erde, unter ⸗ das mittlere fpecififhe Gewicht verftanden: 


5 
m dar 1000 & = 710004 


9 

wenn P das Volumen der Erde bezeichnet, da 1 Kubilmeter Waſſer 1000 Kilo: 
gramm wiegt. 

Zur Beftimmung von s benugt man wieder dad Geje der allgemeinen 
Gravitation, indem man die Ablenkung, melde 
Fig. 297. ein Bleiloth durch eine große Maſſe, 3. 8. 
einen benadbarten Berg erleivet, durch 
Beobachtung zu beftimmen ſucht. Die Anz 
ziehung P (Fig. 297) des Berges denken 
mir von deſſen Schwerpunkte aus nad hori⸗ 
zontaler Richtung wirtſam, die Anziehung S 
der Erde wirkt in verticaler Richtung. Hier: 
nad haben wir: 





P 
tangy =: 


Iſt 7, das Volumen des Berges, s, fein mittleres ſpecifiſches Gewicht, 
d die Entfernung der Bleikugel vom Schwerpunkte des Berges, w bie Maſſe 
der Bleitugel, fo haben wir: 


_,, 911000, 
Pu oT 

771000 & 
S=uf * 


und 


Aus dieſer Gleichung läßt ſich bei genauer Beobachtung von y der Werth 
von s beftimmen, wodurch aljo die Mafje ver Erde, ſowie die Mafje der 
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Sonne und die der übrigen Planeten und Trabanten gefunden werden Tann, 
wenn die anderen Größen a, a, t, r u. f. w. befannt find. 

Mastelyne hat in Schottland durch diefe Methode für s eine Zahl zwiſchen 
4 und 5 gefunden. Genauere Verſuche haben das mittlere fpecifiihe Gewicht 


der Erde gleih 


ergeben. 


56 


38. Cine Stange A B (Fig. 298) von der Länge Z und fehr Meinem 
conftantem Querſchnitte, fo daß fie als Linie aus materiellen Bunkten beftehend 


Fig. 298. 





gedacht werben Tann, drehe fih mit conftanter 
Winlelgeſchwindigleit @ um eine feſte Achſe ZZ’. 
Die Linie AB liege mit derfelben in einer Ebene, 
und ihre Endpunkte haben bie Entfernungen @ 
und 5 von der Achſe. 

Es find die Größe der Gentrifugaltraft F 
ſowie die Coorbinaten ihres Angriffspunttes zu 
beftimmen. . 

Die Drehachſe fei die 2-Achſe, der End» 
punft B der Linie Tiege in ver X YEbene, 
dad Gewicht der SLängeneinheit ver Linie fei 
q Rilogramm. 

Die Centrifugalträfte find einander parallel, 
daher befteht eine Mittelkraft, deren Werth F 
ſich n. F. 129 findet: 





J F=Mra® 
u=4,-:3 +2 , baber 
F= alq at, 


Der Angriffspunkt beftimmt fi durch die Entfernung 2’: 


!= 


& if: 


q 
Zm a2 _ ma A 











Zmz iga+b 
„2? 
_ na 
narb 


y=a+tAsina 
2 =Acosa 


do 


— — 


2 2 Z(aAcosa+A?sinacosa) 
a-+b5 


a@+ (aZA-+sina« 212). 
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a fein fol. Die halbe große Achſe der Trabantenbahn fei @, bie Zeit einer 
vollftändigen Umdrehung 7; man foll die Mafie ge des Trabanten beftimmen: 


3 
Im +n= IE 


4m? 





2 
„m +m= 


37. In den bis jegt entwidelten Formeln hanvelt e3 fi) befonder® um 
die Mafje der Erde, da diefe durch den conftanten Factor f überall auftritt. 

Sehen wir die Erde als eine volllommene Kugel vom Halbmefier r an, 
für die wir überall eine mittlere Dichtigkeit annehmen wollen, fo ift die Mafie 
m ber Erbe, unter 8 daß mittlere fpecififhe Gewicht verftanden: 


s 
m 4er: _ 7 1000, 


9 

wenn 7 das Volumen der Erbe bezeichnet, da 1 Kubilmeter Waſſer 1000 Kilo: 

gramm wiegt. B 
Zur Beftimmung von s benupt man wieder das Geſetz der allgemeinen 
Gravitation, indem man die Ablenkung, melde 
Sig. 297. ein Bleiloth durch eine große Maſſe, 3. B. 
einen benachbarten Perg erleidet, durch 
Beobahtung zu beitimmen ſucht. Die Anz 
siehung P (Fig. 297) des Berges denken 
mir von deſſen Schwerpunfte aus nad horis 
zontaler Richtung wirkſam, die Anziehung S 
der Erde wirkt in verticaler Richtung. Hier: 
nad) haben mir: 





P 
tangy= 
Iſt 7, das Volumen des Berges, s, fein mittleres ſpecifiſches Gewicht, 
d die Entfernung der Bleitugel vom Schwerpunkte des Berges, gu die Mafie 
der Bleifugel, fo haben wir: 





_ V, 1000 &, 
P=uf - 7a 
V’1000 8 
sau a 
und v. 
rt 8 
my=ya, 


Aus diefer Gleichung laßt ſich bei genauer Beobachtung von y der Werth 
von 8 beitimmen, wodurch alfo die Maſſe ver Erbe, fowie die Maſſe ber 
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Sonne und die der übrigen Planeten und Trabanten gefunden werden Tann, 
wenn die anderen Größen @, a, £, 7 u. f. w. befannt find. 

Mastelyne hat in Schottland durch diefe Methode für s eine Zahl zwifchen 
4 und 5 gefunden. Genauere Verſuche haben das mittlere ſpecifiſche Gewicht 


der Erbe gleich 


ergeben. 


5,6 


38. Eine Stange A B (Fig. 298) von der Länge Z und fehr Meinem 
conftantem Querſchnitte, fo daß fie als Linie aus materiellen Punkten beftehend 


Fig. 298. 





gedacht werden Kann, drehe fih mit conftanter 
Winkbelgeſchwindigleit © um eine feſte Achſe ZZ’. 
Die Linie AB liege mit derfelben in einer Ebene, 
und ihre Endpunlte haben die Entfernungen @ 
und b von der Achſe. 

Es find die Größe der Gentrifugalfraft F 
fowie die Coorbinaten ihres Angriffspunktes zu 
beftimmen. 

Die Drehachſe fei die 2. Achſe, der End⸗ 
puntt B der Linie liege in der X Y-Ebene, 
das Gewicht der Längeneinbeit der Linie fei 
g Kilogramm. 

Die Centrifugaltäfte find einander parallel, 
daher befteht eine Mitteltraft, deren Werth F 
ſich n. 3. 129 findet: 








' F=Mro® 
M= 24, +, daher 
F= iq +2 
Der Angrifjspuntt beftimmt fih vun die Entfernung 2’: 
1 Zm az za a 
"OT Zma igatd 
g 2 
PER 22a, 
onarb 
& if: 
y=atäisina 
2) =Acosa 
vo 2 Z(aRoosa-+ARsinacosa) 
n ar 
_ 20080 
naar Zrr mai), 
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Für A haben wir nad und nad zu ſehen: 
ı 2 ı 3 Ü ı 
7 27 War 


daher iſt für n als ſehr große Zahl: 
za= ty; z2= 5m 





Hiernad liegt der Schwerpunkt des Paralleltrapezes ABCD in ver 
Richtung der Gentrifugaltraft, nicht aber der Schwerpuntt der Linie felbft. 
Das Teptere findet ftatt, wenn die Linie parallel der Drehachſe oder normal 
zu derſelben gerichtet ift. 

39. Wie ändern fi) die Ausbrüde für Fund z’ in ver vorigen Aufgabe, 

a. wenn der Endpunlt A der Linie in der Drehachſe Liegt, 

b. wenn die Mitte M der Linie AB in ver Drehachſe liegt, 

c. wenn die Linie in einem beliebigen Punkte N von ver Drehachſe ge: 
ſchnitten wird. 





ig b 

=. 

a. F=o 7 
Heos c 

b. F=0, 

iq b—a 

=. 

« F=o 3 

b—2a 

!=tloosa — 


40. Wir nehmen jeht den allgemeineren Fall, daß die Linie AB zur 
Drehachſe windſchief fei. Der Punkt A liege in der X YsChbene und habe 
die Coordinaten =’ und y’, der Punkt B liege in ver X Z=Chene und habe 
vie Cooroinaten =”, z. Die Linie bilde mit der 2-Achſe den Winkel a: 

v_ 2m a und zu — Zu Yı a 





Zm Ar Zmyı 
_ = 
!=}lcosa — 
"= $loosa. 
Die aus den Gentrifugalträften refulticenden Drude find: 
ı E24 a" 
D=oZmn= . 


Werden dieſe an den Schwerpunkt verfept, fo erhält man die Reſultanle 
F aus allen Gentrifugalfräften: 


Fe NEHHR 
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vr bilden ſich zu gleicher Zeit * Kräftepaare: 
210) 
DIg—d= ey 


Wir fehen 4! al die gemeinſchaftliche Breite der beiden Kräftepaare an 
und vereinigen die beiden Paare zu einem, wobei zu berüdfihtigen ift, daß 
die Paarebenen auf einander rechtwinkelig ftehen. 

Das neue Paar ift: 


HAeUV@zeRF 


eo⸗ = 








y 
wenn g den Neigungswinkel der neuen Paarebene mit der Ebene desjenigen 
Paares bezeichnet, welches in einer zur X Z=Cbene parallelen Ebene liegt. 

41. Cine dünne Stange von 3,3” Länge und 0,375* Gewicht ſchwingt 
um einen ihrer Enbpunfte, 

In welder Entfernung findet ih der Schwingungsmittelpunft? 

Wie viel Zeit gehört zu einer Schwingung? 





t == 1,003 = 1,488 Secunden. 

42. Ein feiner Draht von 2” Länge, der an feinem Ende eine Kugel 
von 4 Silogramm. Gewicht von dem ‚Halbmefier 0,02” trägt, wird als Pendel 
benutt 

In welcher Entfernung vom ufhängepuntte findet fih der Schwingungss 
wittelpunft? 

Die viel Schwingungen werden in 10 Secunden gemacht? 

Um wie viel’ift der Draht zu verlürjen, damit es ein Secunden · 
pendel werde? 

Der Schwingungsmittelpunkt fallt nahezu mit dem Wittelyuntit der 
Augel zufammen, 

* 7 Schwingungen 
Um, 1” circa, 

43. Gin Pendel befteht aus einem parallelepipebifhen Stabe mit recht⸗ 
edigem Querſchnitt und einer aus zwei congruenten Kugelabſchnitten cons 
fruirten Linſe. Der Stab hat eine Länge von « — 1,412", eine Breite von 
5 = 0,026" und eine Dide von c—= 0,007”. Der Kugelhalbmeſſer ſei 
r—= 0,157", die Höhe eines Abſchnittes à 0,039", der Aufhängepunft 
liege 0,065” von dem einen Ende, die Mitte der Linfe 0,092” von dem 
andern Ende des Stabes entfernt. Das ganze Pendel fei aus Stahl gefertigt. 

BWernide, Rechanit. 1. Zweite Aufl. 22 


In welder Gutiernung vom Aufblngeyunlie Erg ver Gimingun:- 
wittdyunhı? 

Bie viel Schwingungen werben in 5 Winzien gemacht? 

An welde Eicle des Stabes ik wie Linfe zu jcichen, Damit des Penkel 
ein Serunbenpenbel werbe? 

Serichnen wir wit M, vie Maike eines Rugelabiämitts eb mit M, vie 
Waffe der Stange, je iR: 

n=2M | ar et) + as 








® 
+ ſis ter + (19? — 0065)'] 
Bar— B 
4=}2 er )r, M=° ., 
Mr=22,.1255 + 0,(14® — 0060), 
T,__ 00023208 
= Do ν 
5.60 = 270 Schwingungen 
1,003V1,226 
a=ın 


Um das ieince Ament Me — Ss eines Aörperd, der um eine 


Abe C (Fig. 299) ſqhwingt, auf praltiſche Weiſe zu finden, verfahre man 
folgendermaßen: 
— Der Körper werde durch ein Geil 
Be. 29. ABD, das über eine fee Rolle B ge 
führt it, aus feiner Gleichgewichtslage CV’ 
gebracht, und in ber neuen Lage duch 
Gewichte P am Ente des Geiles erhalten. 
Für diefe Annahmen ift: 
P.CN—G.CH=0. 
Bezeihnen wir den Winkel 9 CS mit 
a, den Arm CN von P mit p und bie 
Entfernung CS des Schwerpumltes F von 
der Drehachſe C mit s, fo iſt hiernach: 


Pp—Gs.sna=0, 





und 
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44. Das vorige Pendel gebraude zu einer Schwingung 14 Secunden, 
und der Schwerpunft liege 0,785” unter dem Aufhängepuntte. 
Wie groß ift das Trägheitsmoment des Pendel? 


1000..7,8 da 1 Aubitmeter Wafler 1000 Kilo: 
10 E_ 102| 


M s = 0,001282 gramm wiegt, 


ı \2 . 
n,= (5) Ms=— 2,28 auf die Schwingungsadjfe, 
T = 2,28 — M.0,185° —= 1,48 auf die Schwerpunltsachſe. 


45. Die Verbindung zweier gleiher Gentrifugalpenvel mit der ſtehenden 
Belle liefert den bei größeren Maſchinen in Anwendung gelommenen Regu: 
lirungsapparat: 


den Gentrifugals oder Schwungkugel-Regulator. 


& fei P und m (Fig. 300) das Gewicht und die Maffe einer Kugel, 
g der Widerftand in der Hülfe B, der Aberwunden werben muß, wenn der 
Apparat aus ber mittleren Winkelgeſchwindigleit c in eine andere @, verſett 
wird. Zwiſchen co und a, befteht vie Relation: 
o=(Utno, 
wobei n gewöhnlich „A, nicht überfteigen ſoll. Weiter fei: 
AC=1, AD=a; BD=b; AE=d; BE=b. 


ig. 300. Man zerlege g nah Richtung der 
beiden Berbindungsftangen BD und B.D' 
in die Geitenträfte q’, denke diefe in den 
Punkten D und D’ wirkfam und zerlege 
fie nochmals in zwei Componenten, von 
denen die eine g”’ nad) verticaler Richtung 
wirffam, die andere in Richtung von CA 
und CO’ A liegend durch den feiten Punkt A 
aufgehoben wird. Die Componente g” vers 
f&ieben wir endlich parallel ihrer Richtung 
in den Mittelpunft der Kugel, und es 
wirken dann hier die beiden verticalen Kräfte 
mg mb g”’, wobei zu bemerken, daß 
beim Steigen der Kugeln, d. h. bei einer 
Vergrößerung der Winkelgeſchwindigleit, das 
Gewiht mg um gq”” vergrößert, beim 
Niederſinken ver Kugeln dagegen um g”" vermindert wird. 


6 iſt: 





m, 
=17 90 


22* 


Jene ver Angdn win im Bebarmungszuhende fein, 2. L. fie wire fein 
Beizeben der Berämzerung ibter Lage haben, jebalı ver Moment der lich: 


2) @, dagegen a, Tür wie Heinke zuliikge Wintelgeichwinbigleit 





a,=( 
,=(1—a)a Für dieje Annahmen erhalten wir jelgende deri Gleichungen: 
mlotcosa =mg+g", 
mie? coa mg, 
„lat, =mg—d”. 
Hieraus eigiebt fi: 





u 
oder amnähernd, wenn wir die Gofinns der drei Wintel gleich groß mehmen, 
s?—=w?(1 42x) um = o?(1— 2) jegen, das Gewidt einer 


Angel: nı=P= Lg" uud die zuläfige Geiheinbigfeittänderung: 


Für gewöhnlich wird vie Stangenverbindung AD BD’ als Rhembus 
conſtruirt, fo daß a5 und für alle Lagen a’ — 5’ if. Im biefem Fall 
_ a 
=7t 

Rennen wir die Entfernung A B ver Hülfe von dem feiten Bunte, den 
drei Wintelgefhwindigfeiten ©, , @, @, entjpreihend A,, A, Ay, fo * 


wg 4g — 
hı=2acosa, mia T oder annähernd = 2a 103 





g 


h=2acosa 207 











— ug 
A. 24 cos a 24 ober annahernd = 2a 7 
Hieraus ergiebt fih: 
— 2ag — 41 2n 249 
J vr! irn) ira te 











hy el 1 ı) 2n 2ag 


Tat lı —2n Ian Ir 
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Die Entfernungen A—r, und ka—h können wir durch die — 
als gegeben anſehen, und demnach den ſich daraus ergebenden Ber I ra 
Berechnung von g’”, reſp. P benugen: 
1+ 2n Li = — 2n o® 














Pl EM EP Een 2 Eee 
—— aaa me, hg: 


Bei den vorigen Unterfuhungen ift auf das Gewicht ver einzelnen 
Stangen nicht Rüdfiht genommen worden, und ift deshalb in dem Gewichte 
P das der Stange AC, und in dem Gewichte g das der Ih fahen Stange 
BD mit inbegriffen zu venten. 


46. Man hat fi bemüht, den vorftehenden Regulicungsapparat fo zu 
verändern, daß die Winkelgeſchwindigleit ver Maſchine bei den verfchiedenen Lagen 
der Kugeln diefelbe bleibe, und zu dem Ende vielfache Eonftructionen angegeben. 
Die einfahfte, vom Profefjor Großmann herrührend, findet fih unmittelbar 
aus den oben aufgeftellten Gleichungen. Wir hatten: 


mim?coa =mg-+ d"=mg+g- 
Benugen wir dabei noh A, = 2a cosa,, fo ergiebt fih: 


in welcher Gleihung o, und A, veränderlih iſt. Denkt man dagegen q und A, 
veränderlih, fo ift es möglich, die Aenderung von g jederzeit fo groß zu 
nehmen, daß der rechts ftehende Quotient 
Fig. 301. bei einem Erheben der Kugeln trogdem 
conftant, und dadurch die Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit co felbft conftant bleibe. Dies 
wird erreicht durch die Neigung des mit 
dem Gewichte @ (Fig. 301) im Abs 
ftande EF beſchwerten Armes BE. 
& fi BE=b, EF=c, mp 
der Winkel, um den fih der Aım BE 
in dem Drehpuntte E, bei Berände: 
rung der sRugellage, hebt over fenkt, 
dann ift die Aenderung von A, mit AA, 
und die von g mit Ag bejeichnend: 











°p Ag © 
Ah, 69; Aı=7 G, daher Ah, 5 
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Nach der obigen Annahme foll aber 
ı 
"77 +97 mot +g+ a9 


ae, „FaAh 
fein, d. h. aber 











ı 
Aa _ "at 2 
i8 
oder mit Benutung des entwidelten Werthes 
42 
2 em" 39% 
2 Go=4n(t a, 


woraus fi G, das zugleich das halbe Gewicht des ‚Armes EF enthält, 
beredinen läßt. Gin Schwungkugel:Regulator, für den bei jeder Kugellage 


Fig. 302. 


die Winlelgeſchwindigkeit conftant 
bleibt, heißt ein aftatijher Re: 
gulator, im Gegenfag zu denen 
mit veränderliher Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit, welche ftatiiche genannt 
werben. 

47. Der parabolifhe Re: 
gulator von Frante (Fig. 302) 
ift ebenfalls aſtatiſch, da für ven: 


felben oa} ift, unter p 


den Parameter der Parabel ver: 
Randen (Rr. 66 der Webungen 
des zweiten Abſchnitts). 

& ſei P=mg (Fig. 303) 
das Gewicht einer Schwungtugel, 
g der Widerſtand an ver Hülfe B, 
a die normale Gntfernung ber 
Aequidiftante von der Parabel, 
5 vie Länge ver Berbindungd: 
ftange einer Kugel mit der Hülfe, 
die den Winkel B mit der Dreh: 
achſe bilden mag; den Erhebung: 
wintel bezeihnen wir durch a, 
die Länge einer Normale zur 
Parabel bis zum Durchſchnitt mit 
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der Drehachſe durch A, fo ift für bie Gleichgewichtslage einer Kugel: 
Acsa=}p 


__4I 
Rcosa”’ 





und o®? 


unter @ die normale Winkelgeſchwindigkeit verftanden. Diefe gehe in die zu: 
läfigen Grenzen (1 Hr) über. Man zerlege die Centrifugaltraft F und 
das Gewicht mg einer Kugel fowie den Wiberftand g’ in einer Verbindungs: 
fange nad Richtung der Normale und Tangente der Parabel. Die eriteren 
Componenten werben durch die fefte Leitſchiene aufgehoben, während die tangen: 
tialen Kräfte unter fi im Gleichgewicht fein müffen. 

Fig. 303. 





Die Gleichgewichtsbedingung ift: 
m(1-E.n)? @? cos aA sine —mgsing F g’sin(e +) = 0, 
ftatt ©? A cos lönnen wir g ſchreiben, man erhält hiernach: 
\ ‚sin (a + B) 
meter — 
a? Tonnen wir gegen 2n enautae. a iſt daher: 
1 ‚sn(@-+P) 
ler ie Te 
Segen wir weiter aus 
gq=2gcosß 
den Werth von g’ ein, fo entfteht: 
1 n(@+Pß) 


ITnT cosß 


1 
m9=7,4(1 + tang Bcotg a). 


34 Drüter Aofdwitt. Em —— 
bei ver normalen Wintelgeitwinrigteit @, Re frunem temmak ni: zepebem au: 
geſehen oter and dard Lingenbejichungen beitimmı werten. 

Jür den mermalen Ganz ivr Muitine mus ie fie mil eine I: 
ftimmte Stellung haben, da mit werielben vie Sctuffizee ı Being yo 
iept wird. Segen wir @ al⸗ belanat verami, ie heben mir: 

beiaß=U— o)sine 
P _ 
gu 3) « 
=}iptenga— 2arne) 





cosß = 45° — (ptaga— 2esnaıt 
Ptanga — 2asna 





eldetyr — ——V 
eotg a tang gß — p—2ecse 





Var —(piege— ermer 
Eubfituiren wir dicies Werth in tem Huitınd fir tes Gewüht P einer 
Shwungtuzel, je eutitcht: 


1 
Pohl ee error 

Ta die Führung ver Kugeln in einer Parabel mit Schwierigleiten ver: 
bunden ik, je bat mm tem gewübnlihen Centrirujıl:Regulıter Daremb in 
einen aftstiiden zu vwermuntelm geindt, dub man tie Arikingepwafe der 
Kugeln wicht im tie Drehutie legte, icndern auf ver ten Rugela euigegengeichten 
Seite anerbuete. Es sei, Fig 304, A der Hurbingeruait, jene Extiermung 
vom der Trebadie ZZ gleich e, tie Lange AC ver Augeikunge bis zum 
Nitielpuutte glei 1, une warb Cj. C, C, ieiem tie hüchlke, mittlere und 
wietrigite Lage der Augelmittelpuwakte argeitelt, Yan iR der Merausiepung gemäß 

lcosa, —ecolga, = lcosa— ecotgae— lose, — ecolge, 


glei einem cenſtanuten Werth, ber unter ver Annahme, ka vie Pantıe 
GC, C, emnäherne in einer Parabel Degen, gleih 2. iR, wofür wirnd 


Re. 66 der Uehugen des zweiten Mjdmitts SI fepen Prien, unter — die 


verlangte Umbrehungszabl im eimer Minute verſtanden. us dem obigen 
Seihungen ergiebt fh, ſebald vie Winkel der Couſtructien gemäß ange: 


Pp—2«eose 

















nommen werben: 
ec —Cisa; 
U colge, — colgaz 
un L BR 1 
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48. Ein Eylinver (Fig. 305) ift um feine geometrifhe Achſe drehbar 

und wird vermöge eines Gewichtes P auf einer horizontalen Ebene in rollende 
Bewegung verfegt. Es fei dad Gewicht des Cylinders mit Zubehör Q, ber 
Halbmefjer deſſelben R; der Halbmefjer ver Rolle r, deren Zapfenhalbmefier o: 


"Fig. 304. Fig. 308. 








das Gewidt ver Rolle V, der Goefficient der rollenden Reibung p und ber, der 
Zapfenreibung p,. Die Acceleration 5 von P ift glei ver von Q und auch 
glei der entgegengefegten .drehenden Beidleunigung ı RB, am Umfange 
des Cylinders, fo lange das Rollen des Körpers ftattfindet. Für diefe 
Annahme ift daher J= — ı R. 


Zur Berechnung der Seilfpannung S beftimmen wir j auf zweifache 
Weiſe, nad den Formeln 121 und 125 und erhalten: 


P— (Sta VSF@FM) 





P+Q, N 
+2 
und ferner 
SR— 
- 240 7, 


worin T daS Trägheitämoment des vollenden Körper und T, das der Rolle 
bezeichnet. Aus dieſen Gleihungen erhält man durch Glimination von S 
die Acceleration j, und dadurch die übrigen nothwendigen Größen für bie 
entſprechende Bewegung. 


Anftatt des Gewichtes P nehmen wir eine an dem Geilende wirkſame 
Kraft P an, wobei das Seil zur Horizontalebene eine horizontale Lage haben 
und die Rolle in Wegfall kommen fol, 
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Die beiden Winkel a und B beziehen ſich auf die Stellung des Apparats 
bei ver normalen Winkelgeſchwindigkeit @, fie tönnen demnach als gegeben an: 
gejehen ober aud dur Längenbeziehungen beftimmt werben. 

Hür den normalen Gang der Mafhine muß die Hülfe nämlich eine be: 
ftimmte Stellung haben, da mit derſelben die Zuflußflappe in Verbindung ge: 
fegt wird. Segen wir @ als belannt voraus, jo haben mir: 

beinß= (A—a)sina 
=(-—2_—_.) 
u G cos a «) ma 
=}(ptange — 2asina) 
cos ß 5 V45? — (ptanga — 2 asina)? 

"ptanga— 2asina 

V4b? — (ptang a — 2 a sin 0)? 
p—2acosa 5 
Va — (ptang a — 2 a sin.a)? 

Subftituiren wir diefen Werth in dem Ausdrud für das Gewicht ? einer 

Schwungtugel, fo entfteht: 


1 
P= lit 


tang ß = 


cotg atang ß ⸗ 











P—20008& ) 
v4? — (ptang a— 2 asin a)? 

Da die Führung der Kugeln in einer Parabel mit Schwierigkeiten vers 
bunden ift, fo hat man den gemöhnlihen Gentrifugal-Regulator dadurch in 
einen aftatifhen zu verwandeln gejuht, dab man bie Aufhängepuntte ver 
Kugeln nicht in die Drehachfe legte, fondern auf der ven Kugeln entgegengefepten 
Seite anorbnete. Es fei, Fig. 304, A der Aufhängepunkt, feine Entfernung 
von ber Drehachſe ZZ’ glei e, vie Länge AC der Rugelftange bis zum 
Mittelpuntte gleih 2, und vurh C,, C, Cz feien die höchſte, mittlere und 
niedrigfte Lage der Kugelmittelpunfte vargeftellt, dann ift der Vorausſetzung gemäß 

lcosa, —ecotga, =Llcosa— ecotga—=1cos a, —ecotg a, 
gleich einem conftanten Werth, der unter der Annahme, daß die Punkte 


02, C, C, annähernd in einer Parabel liegen, glei z ift, wofür wir nah 








Nr. 66 der Uebungen des zweiten Abſchnitts 3 feien dürfen, unter u die 


verlangte Umbrehungszahl ‘in einer Minute verftanden. Aus ven obigen 
Gleichungen ergiebt fih, fobald die Winkel der Conftruction gemäß ange 
nommen werben: 


© _ 008 6 — 608 da 
U cotge, — colgey 
und 1-8. 1 


e 
c08& 7 cotg 
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48. Ein Eylinder (Fig. 306) ift um feine geometrifhe Achſe drehbar 
und wird vermöge eines Gewichtes P auf einer horizontalen Ebene in rollende 
Bewegung verfegt. Es fei dad Gewicht des Cylinders mit Zubehör Q, der 
Halbmeſſer deſſelben R; der Halbmefjer ver Rolle r, deren Zapfenhalbmefier o: 


Big. 304. Fig. 308. 








das Gewidt der Rolle P, der Coefficient der rollenden Reibung ꝙ und der, der 
Zapfenreibung a. Die Acceleration j von P ift glei der von Q und aud 
glei der entgegengefegten .drehenden Beidleunigung ı R, am Umfange 
des Cylinders, ſo lange das Rollen des Körpers ftattfindet. Fur diefe 
Annahme ift daher 5= — ı. R. 


Zur Berehnung der Geilfpannung S beftimmen wir j auf zweifadhe 
Weife, nad den Formeln 121 und 125 und erhalten: 


P— (Sm EVFFEFR) 


; P+Q, 2 
+3 


SR—Qy 
T 


worin T daS Trägheitämoment des vollenden Körpers und 7, das der Rolle 
bezeichnet. Aus diefen Gleihungen erhält man durch Elimination von S 
die Acceleration j, und dadurch die übrigen nothwenbigen Größen für bie 
entfprechende Bewegung. 


Anftatt des Gewichtes P nehmen wir eine an dem Geilende wirkfame 
Kraft P an, wobei das Seil zur Horizontalebene eine horizontale Lage haben 
und die Rolle in Wegfall kommen ſoll. 








und ferner 


R, 
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Die beiven Winkel a und B beziehen fih auf die Stellung des Apparats 
bei der normalen Winkelgeſchwindigleit @, fie fönnen demnach als gegeben an: 
gefehen oder auch durch Längenbeziehungen beftimmt werben. 

Für den normalen Gang der Maſchine muß die Hulſe nämlich eine bes 
ftimmte Stellung haben, da mit berfelben die Zuflußllappe in Verbindung ger 
fegt wird. Sehen wir & als befannt voraus, fo haben wir: 

bsinßB=(A—a)ein« 


=-(—2-_—.o) si 
= ( «) on. 
=}(ptange— 2asina) 

0 =, VER Wianga Tarmaji 


“ptanga— 2asina 


ZT 


p—2acosa 





cot, tan; = * 
vernaß Va b® — (ptang a— 2a sin a)? 
Subftituiren wir diefen Werth in dem Ausdrud für das Gewicht P einer 
Schwungtugel, fo entfteht: 
1 p—2acose 
P (4 * 
TR (Diana ame) 

Da die Führung der Kugeln in einer Parabel mit Schwierigkeiten ver: 
bunden ift, fo hat man ben gemöhnlihen CGentrifugal:Regulator dadurd in 
einen aftatifhen zu verwandeln geſucht, daß man die Aufhängepunkte der 
Kugeln nicht in die Drehachfe legte, fondern auf der ven Kugeln entgegengefegten 
Seite anorbnete. Es fei, Fig. 304, A der Aufhängepuntt, feine Entfernung 
von der Drehachſe ZZ’ glei e, die Länge AC ver Rugelftange bis zum 
Mittelpunkte gleih 7, und durch C,, C, Cy feien vie höchſte, mittlere und 
niebrigfte Lage der Kugelmittelpunfte vargeftellt, dann ift der Vorausfegung gemäß 

lcosa, —ecotga, = lcosa — eootgn = 1cos a, —ecotg a, 
gleih einem conftanten Werth, der unter der Annahme, daß die Punkte 
0, C, 0, annähernd in einer Parabel liegen, gleich 3 iſt, wofür wir nad 
Nr. 66 der Uebungen des zweiten Abſchnitts 3 fein dürfen, unter u die 
verlangte Umdrehungszahl ‘in einer Minute verflanden. Aus den obigen 
Gleichungen ergiebt fih, fobald die Winkel der Conftruction gemäß ange 
nommen werben: 

















© _ 08 — 080, 
U cootga, — colgaz 
und i= 855, 1 
u 


⸗ 
c08 “—Teoige 
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48. Ein Cylinder (Fig. 305) ift um feine geometrifhe Achſe drehbar 
und wird vermöge eines Gewichtes P auf einer horizontalen bene in rollende 
Bervegung verjegt. Es fei das Gewicht des Cylinders mit Zubehör Q, der 
Halbmefjer deſſelben R; der Halbmefier der Rolle r, deren Zapfenhalbmefier o: 


Fig. 304. Fig. 308. 








das Gewicht der Rolle V, der Eoefficient der rollenden Reibung ꝙ und der, der 
Zapfenreibung u. Die Acceleration j von P ift glei der von Q und aud 
glei) ver entgegengefegten .drehenden Beichleunigung ı R, am Umfange 
des Cylinders, ſo lange das Rollen des Körpers ftattfindet. Für biefe 
Annahme ift daher 5= — ı R. 


Zur Berehnung der Seilfpannung S beftimmen wir 5 auf zweifache 
Weiſe, nad den Formeln 121 und 125 und erhalten: 


P— (Stu 2VSHEFM) 
P+Q,N 
+ = 


SR— 
j= STAR n, 





j= 


und ferner 


worin 7 da3 Trägheitömoment bes vollenden Körpers und 7, das ber Rolle 
bezeichnet. Aus diefen Gleihungen erhält man durch Glimination von S 
die Acceleration j, und dadurch die übrigen nothwendigen Größen für die 
entſprechende Bewegung. 


Anftatt des Gewichtes P nehmen wir eine an dem Geilende wirkſame 
Kraft P an, wobei das Seil zur Horizontalebene eine horizontale Lage haben 
und bie Rolle in Wegfall kommen fol. 


Die der Beihleunigung j entfprehende Geſchwindigleit am Umfange des 
Körpers fei zu einer beftimmten Zeit v, die Wintelgeihwindigleit & ift dann 


I daher die dem Körper inne wohnende lebendige Kraft: 
-,% eo). 
ueterırke) 


Hört die Kraft P plöglih auf zu wirken, fo verlangjamt fi die Be: 
wegung allmälig und der Körper kommt nah 2 Secunden, refp. u Um: 
drehungen zur Ruhe: 





Die vorfiehenden Formeln vereinfachen fih, wenn wir T— ‚2 ®, 
nad der Tabelle in $. 58, fegen. 


49. Es find die Bewegungsverhältnifie bei der Verbindung einer loſen 
mit einer feften Rolle (Fig. 306) zu unterfuhen. 

Fig. 306. Das Gewicht Q an. der loſen Rolle EG foll durch 
das Gewiht P gehoben werden. Der Halbmeſſer der 
Iofen Rolle fei r,, das Gewicht derfelben mit Zubehör V, 
das Trägheitgmoment T,. Der Halbmeſſer ver feſten 
Role AB fei r,, das Gewicht verjelben mit Zubehör 

W, das Trägheitämoment 7,. ' 
Für die parallele Lage der Seilenden haben mir 
unter 5 die Acceleration des fintenden Gewichtes P, unter 
Jı die Acceleration der auffteigenden Laſt Q-+ P, unter 
a die Acceleration der drehenden Bewegung am Umfange 

Qq der Iofen Rolle verftanden: 
J=shtie 

Segen wir voraus, daß das Geil auf dem Umfange ber lofen Rolle 
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nicht gleiten Tann, fo ift die Acceleration 5. „ver drehenden Bewegung gleich 
der Acceleration j, der fortihreitenden, daher: 

j=2j. 
Es jei S, die Spannung des Seilendes BE, fo hat man: 


a) 





Bezeihnen wir die Spannung des Seilendes GH mit Sy, fo ift bie 
Arceleration u der drehenden Bewegung in ber Entfernung 1 vom Mittels 
punkt der loſen Rolle gleich: 


SG —Ss)r, 
T, 
Hieraus folgt: 
_ 2 5 
ai... 


Andererfeit3 ift für bie auffteigende Bewegung der Laft Q + V diefelbe 

Acceleration j,, gleih: 
ats urn ......® 

a+rV 2 
9 

Aus dieſen Gleichungen läßt ſich 5,51, 5, und Sy entwideln. Aus (2) 

und (3) erhalten wir: 

Qa+r 




















DEE re Deren 
und aus (1): 
PT; 
een) 
deshalb iſt: 
T, Qa+vV P T; ” 
(ar Hr lrHa2)=er- rn, 
P—_ 2 
—— Sn? 
72° Ir,® 
"r T; 
were 3) 
_ AHV, HfaHV_N, 
le Es ine)! 


Die übrigen Größen v und 3 der Bewegung für die Zeit & ergeben ſich 
nun auf leichte Weife. 
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Andere Anfldinng. 
Berichnen wir den in der Zeit £ von dem Gmihte P purädgelegien 
Weg wit 5), den in derſelben Zeit von Q + V zurüdgdiegien Beg mit s, 


fo ik: 
„=4j®, 
sth. 
Hieraus folgt, da j— 2j, iR: 
4=2% 


Die von dem Gewidt P verrihtete Arbeitgröße während ber Zeit £ it 
Ps), ie von der Laß V verridtete dagegen 
-Q+Nz 


— 10 4 4 
Die Arbeitgroͤße L ver ganzen Maſchine iſt daher: 
_ Qa+V 
L= (? 4 ) Pr 
Andererjeits beftimmt fi) die Arbeitgeöße der ganzen Maſchine n. 5. 131: 
L=4M0°+40o®7T. 
Der erfte Summand beftimmt bie Arbeit des finkenden Gewichts P und 
Die der auffteigenden Laft Q-+ V, ver zweite Summand dagegen die Arbeit 
der drehenden feften und loſen Rolle. 
Das Gewicht P habe die Geſchwindigkeit oz, fo if, unter a, bie Wintel: 
geſchwindigleit der feften Rolle verſtanden: 
%»=1,0- 
Ebenjo ift für die Geſchwindigleit o, ber Laft Q4V und die Wintel: 
geſchwindigleit a, der loſen Rolle: 


oder: 





yene- . 
Aupervem aber haben mit, da 9. =jt, = un ,=% il: 
= 29. 


Nach diefen Vorbemerkungen ift, ftatt vz, v gefeht: 

P 2,,Q+Yfo\? vo) o\2 
124004, @) +1(2) 14 4(5) 1a 

P Q+V 7 T, 
u dar +5 Hast)‘ 
Segen wir die beiden entwidelten Werthe der Arbeitgröße einander 
gleich, fo entſteht: 

Qa+V P Q+V IT T, 

F 2 Jr + 49 Hat): 
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2 
As = 5 ergiebt ſich die Acceleration des ſinlenden Gewichts P: 


PH 
JS —grrV nr 
tete 


Die übrigen Beftimmungen finden fih, wie in der erften Auflöfung. 


50. Auf einer ſchiefen Ebene vom Neigungswintel & befinde fih ein 
Körper vom Gewicht P, der die vorgelegte Bahn rollend durchläuft. Es find 
die Bewegungsverhältnifie zu ermitteln, 

So lange die rollende Bewegung nicht aufgehoben ift, wird die Acceles 
ration 5 der fortireitenven Bewegung gleich der, ber entgegengejegten drehenden 
am Umfange des rollenden Körpers fein. 

Für diefe Annahme ift: — — R, wenn die Acceleration in ber 
Entfernung 1 von ber Drehachſe bezeichnet, für den vollenden Körper vom 
Halbmefier R. 

Der Körper ruhe in Zapfen vom Halbmefler r, ver Reibungscoefficient 
für die Zapfen fei m, der für die wälzende Reibung @, fo ift, unter X die 
Kraft am Umfange des Körpers verftanden, welche die walzende Ber 
wegung erzeugt: 

Pena—(K+ u Pcosa) 
j = — ———— 9 


——— 


R, 

da die gleitende Bapfenreibung die Acceleration der fortſchreitenden Bewegung, 
die wälzende Reibung aber die der drehenden Bewegung vermindert. Aus 
diefen beiden Gleihungen folgt: 


T . r T p 
Fa gs an a - nal PS) 








Sina — cal + F 
Die Kraft K darf die gleitende Reibung des Korpers auf der ſchiefen 


Ebene nicht überwinden, wenn nicht ein gleitendes Rollen eintreten foll, 
für welches nicht mer Jj= —ı R it. 
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Segen wir in den obigen Ausprüden X glei der gleitenden Reibung 
K=uPeosa, fo erhalten wir den Grenzfall: 


j= (ine e[1+ 3] oe) D 


und die Acceleration ı R der drehenven Bewegung, am Umfange des gleitend 
rollenden Körpers: 





PR 
ıR= mal $)- 


51. Aus den in der vorigen Nummer erhaltenen Refultaten ergeben 
ſich folgende, wenn ver Körper nicht in Bapfen ruht und bie wälzende Rei: 
bung vernachläffigt wirb: 

a) Für einen vollenden Eylinder: 


j=tgeina; 
b) » eine rollende Kugel: 
j=hgeina; 


ce) » einen gleitend vollenden Cylinder: 
j=9(ein a—u cos «), 
ıR=2ugcosa; 
d) » eine Kugel, die gleitend rollt: 
j=g(eina—u cos a), 
ıR= 2,5 ugcose. 


52. Cin 2000 Kilogramm ſchwerer Wagen mit Rädern von 0,63” 
Halbmefjer rollt auf einer ſchiefen Ebene von 161” Länge und 33° Neigung 
berab. Der Halbmefler der Radachſen fei 0,04”, das Trägheitömoment des 


Wagens 134, 1 = 0,07, 3 = 0,02. In welcher Zeit legt der Wagen den 
Weg auf ver ſchiefen Ebene zurüd? Mit welcher Geſchwindigkeit erreicht der 
Bagen die Horizontalebene? 
sin 33 — cos 33 (0,07 4 + 0,02) 
9 134 2000 
ro g 











029 








t= = 12,81 Secunden 


v=jt= 2,13". 


53. Eine maffive Kugel rollt gleitend von einer ſchiefen Ebene, deren 
Neigungswintel 53° ift, herab. 

Welche Größe hat der Goefficient der gleitenden Reibung, wenn die Acce⸗ 
leration des Fortſchreitens gleich der doppelten drehenden Wcceleration auf 
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der Oberflache der Augel ift, und von der walzenden Reibung abgejehen 
werben ſoll? 

gleina—uecosce)=5ugcos«a 
ttanga=u 

u= 0221. 

54. Eine maffive Kugel bewegt fi volllommen rollend auf einer 
ſchiefen Ebene, deren Neigung 20° fein mag. 

Welche Größe hat der Coefficient der gleitenden Reibung? 

Mit welcher Geſchwindigkeit erreiht die Kugel die Horigontalebene, und 
melde Länge hat die geneigte Ebene, wenn die Bewegung 3O Secunden dauert? 

Die Bedingung des Rollen ift, abgefehen von der wälzenden Reibung: 








9 ain cx 
—— <uPecosa 
14: — 
+ 7 
7-04 m 
tanga < Zu, d. b. u > 0,104. 
ji=9 TB = Am; o= 728; 01080". 
HT 


55. Ein Cylinder vom Gewichte Q wird rollend eine fdiefe Ebene von 
ver Neigung a, dur ein Gewicht P heraufgezogen. Das letztere ift am 
Ende eines Geiles angebracht, das parallel ver fchiefen Ebene liegend über 
eine feſte Rolle geführt it. 

Wie groß ift die Acceleration jdes finfenden Gewichtes P? 

Wie groß ift die Spannung S des Geiles? 

Bezeihnen wir den Halbmeſſer des Cylinders mit 2, und den Coeffi- 
cienten der wälzenden Reibung mit 9, fo iſt: 


P—Qteina+$ co) 





P+0+22 
Sejhr+ Ze 


56. Auf einer fhiefen Ebene vom Neigungswinkel & (Fig. 307, a. f. ©.) 
befinde fi ein Eylinder vom Halbmeſſer Z, welcher durch ein umgeſchlagenes 
Seil, das, über eine feite Rolle geführt, an feinem Ende ein Gewicht P 
trägt, in Bewegung gejegt werben fol. Iſt die Acceleration des finkenden 
Gewichtes P, j1, die des anfteigenven Cylinders vom Gewicht Q, ja, fo ift die 
am Umfange des Cylinders auf Drehung wirkende Heceleration 5, =jı — jr 


E03 Tome Url Bert Euul. 


Yemen wir ze Zyumewanz zu Sale 3 men Tier mem Be finner 
jez zer Bewegung ıi. u &: 





Dierans az ñd: 
smf&_rr2_sr2_sıt url 
77 ⸗ , , 





S(PGQBP + TQg+ TPg9=PQUTg+PUTsrn« 








. 1+saa Ts 
al 75 , 1, PR 
g 9 
IHpptom 
_ Tg 1+sra B 
vrlann 72 7") 
tpmtem 


Bei einem Eyfinder vom Halbmefier R it T— Mt, für den vr 
uegenden Zall ik T alfo tm. Gubfituiren wir dieſen Werth, fo ent: 


Set) | 
2P 
sesltie;prn 


a=sl1-04 map) 
, P PB B 
n=slgp gg t md me). 
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57. Es werde dieſelbe Aufgabe mit Hülfe des d'Alembert'ſchen 
Princips geldſt. 
Bir gebrauchen außer den Gewichten P und Q aud ihre Maſſen m, 
und mg. Die beivegenden Kräfte find, unter j,, ja und j, die Acceleration 
verftanden: 


ag T, 
di da und za 


T 
Die Gegenträfte — m Ju, — My ja und — 5 möüffen mit den ur⸗ 


fprünglich angebrachten Kräften im Gleichgewicht fein, d. h. ſowohl für fort ⸗ 
ſchreitende, als aud für brehende Bewegung. Für die lehtere ift zu be 
merfen, daß wir es mit einer veränberlihen Drehachſe zu thum haben, indem 
die aufliegende Seite des Cylinders die jedesmalige Drehachſe wird. 

Für das vorhandene Gleichgewicht beftehen folgende Bedingungen, wobei 
daran zu denken, daß ja in Bezug auf j, negativ zu nehmen ift und daß 
der Maſſenwiderſtand Zi im Umfange des Cylinders, die übrigen Kräfte 
und Wiverftände aber im Schwerpunkte des Körpers wirkſam gedacht 
werben muſſen. 

P—-Qsine— mi —mia=0 T 

PR+QBena—m ji B+ mia R— za 2 R=0. 

Außerdem ift jı = ja +Js, daher: 

P— Qesina= (m, + ma) — Mmgjs r 

P+Qsma= (m — m) + Mad +2 Gar 

Multipliciren wir die erfte der Gleihungen mit m, — my, die zweite 
mit m, + my und fubtrahiren bie erfte von ber zweiten, fo entfteht: 

(P+ Qein a) (m; + ma) — (m — ms) (P— Qsina) 

T 
= (mm Hm) +2 m +) + m) 
242 ma 
be 
T 
Iıtartmm 
oder, ftatt der Maſſen die Gewichte eingeführt: 
1+sina 
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4 


are 


e=Pm—m,. 5 ine: 








? *A 
2F 
* 
a ara, 
3P+4Q 


Tie Acceleration j, wire patitim bleiben, wean P fiat, je wur kim 
Steigen um P uegatiu um endlich Rull, wenn P jeineu Det behuplel. 
Tiefer legte Zall tritt auch eim, mens has Seilende, amfkatt üher tie jehe 
Wolle geführt pa werten, tuzıh ingent eine uuft fehgehalten wirt. 

Segen wer 0, fe ik: 

P=}2Q 


a=-ip) no 
weis Uran 
s=4Q 
Für Viefe Anmahıme iR alfe wie Acceleratien der fecljehueitenien De: 
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Cylinders. Derfelbe bewegt fih vaher vollfommen rollend in ſenk— 
rechter Richtung aufwärts, mas fih ohne Aufhören wiederholen wird, 
wenn man nad) dem Ablaufen des Cylinders die Kraft 4 Q ftet? von Neuem 
wirken läßt, 


58. An den Duerarm AA der Schraube E (Fig. 309) werde eine 
gewiſſe Arbeitgröße Z übertragen, woburd fi die Schraube aus dem ruhenden 
Zuftande allmälig in Bewegung ſetzen 
Fig. 309. und endlich die Geſchwindigleit o, bei 
einer gleichzeitigen Winkelgeſchwindigkeit 
@ erlangen mag. Es find die Bewes 
gungäverhäftniffe zu ermitteln. 
Bezeihnen wir mit T das Träg- 
heit3moment der Schraube nebſt Zus 
behör, mit r den mittleren Halbmefjer 
der Schraube und mit A deren Gangs 
höhe, fowie mit Q und M das Gewicht 
und die Mafje der, bei der Bewegung, 
nieberfinfenden Theile, fo ift die von 
der Maſchine aufgenommene lebendige 


Kraft: 
4M 0? +4 Tor. 
. —— 
Es iſt ferner Freier) und 
deshalb dieſe lebendige Kraft: 
T (2rm? 
rl) 


T 
oder wenn wir die auf den Umfang rebucirte Mafie 7 der fi drehenden 
Körper mit M, bezeichnen: 


sr) 
Der im Umfange ver Schraube zu überwindende Wiberftand P, ift nad 
Nr. 15 der Webungen des dritten Capitels: 
h 4n2r? + A8 
A=4Q Barren 
Iſt der von P, während der Bewegung zurüdgelegte Weg, im Sinne 
der Richtung von P, gemefien, gleih =, und ber Weg von Q gleih s, wo: 
bei z und s fi durch die Proportion 5 = — beftimmen, fo iſt Az 
die von dem Wiverftande verrichtete Arbeitgröße: 


— 4n®r? 44 
——— 
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Beridfdtigt man, daß bei der Bewegung die Arbeitgröße Qs die an 
die Maſchine übertragene Arbeitgröße L wmterftüpt, und daß demnad nur 
die Arbeitgöße der Reibung umd ber Maſſenwiderſtände zu erzeugen iſt, fo 
ergiebt ſich als Endgleihung: 

FELEI DW Orx 

L+ (tn 4er, ET) 
aus welder fih v beredinen läßt, jobald s als befannt vorausgejegt wird. 
Die Beihleunigung j der nieverfintenden Theile findet ih dann aus ber 

* 
Gleichung 25 und die Wintkelbeſchlennigung beſtimmt fih durch die 
iR h_53, 
BProportion: 32”"T7 

Wird die Bewegung durch das eigene Gewiht Q des Apparate allein 

hervorgerufen, jo ergeben fih als Beſchleunigungen, wenn wir ®=tang @, 
” 


⸗ a B=tang® jegen: 
Quang a 9 (e—8) m 


Mtanga® + M, 








J 


= 1 jcot 
= jeotge. 


Big. 310. 59. Bei der Unterfu: 
hung der Bewegungsverhalt⸗ 
niſſe der Krummzapfen, in 
Nr. 30 diefer Webungen, iſt 
die Borausfegung gemacht 
worden, daß bie Lenlerſtange 
während ver Bewegung ihrer 
urfprünglihen Richtung pas 
rallel bleibe, und andererſeits 
ift die Maſſe dieſer Lenfers 
ftange ganz vernadhläffigt wor: 
den. Die dort für doppelt 
wirkende Krummzapfen aufge 
ftellte Gleihung foll in Bezug 
auf diefe beiden Punkte ver⸗ 
vollftändigt werden. 

Es fei (ig. 310) P die 
in Richtung der Stange C, CC, 
wirtende Betriebökraft, und die 
durch diefe Stange geradlinig 
zu bewegende Maſſe M; Q 








Uebungen. 357 
fei der auf den Nurbeltreis reducirte Widerftand und T, das Xrägheitd: 
moment der um den Wellenmittelpuntt O rotirenden Maſſen; OB=r 
Länge ber Kurbel, BC= I Länge ver Lenkerftange, und M, deren Maffe. 
Die Bewegung verfolgen wir von einem ber tobten Punkte A aus, zu welder 
Zeit das Ende C des Lenkers fih in C, befunden, und die rotirende Welle 
die Winkelgeſchwindigleit @, gehabt haben mag. Nach Drehung der Kurbel 
um den Winkel & fei dieſe Geſchwindigleit gleih we; Q ift aljo während bed 
Bogen? AB zu überwinden gemwejen, und P hat den Weg C, C dabei zu: 
rüdgelegt. 

Ürbeitgröße vn Q=Qra 
Arbeitgröße von P=P.C, C. 


Es ift aber 
GC=40— AG =AC—I=r(1—cosa) + VR— (r sin a)?— I 


=r(1—cosa) +1 Yı _ 


rad) +1[1-4 1 





und annähernd: 








(r sin «)? 
2: 
Die für die Bewegung nutzbare Arbeitgröße ift deshalb, wenn wir noch, 
der Theorie des doppelten Krummzapfens gemäß, a=!r fegen: 


=r(1— cos) — 





r 
22 
Die lebendige Kraft der rotirenden Maſſen ift 4 7 (0? — @,?). 


Zur Beſtimmung der lebendigen Kraft für die Mafie M, müflen wir 
zuerft die Geſchwindigkeit v de3 Punktes C aus der Geihwindigleit r @, des 
Bunttes B berechnen. Die Geſchwindigkeiten verhalten fih wie die Differenzen 
der in zwei aufeinanberfolgenden Beitmomenten zurüdgelegten Wege: 


Pr ii — 000a— in u . 








r@ au—e) 
= 
v i — 0000, —1 + 0000} — Inq finay? — sin a 
u—a 


Le P « 4— 
cos a — 0084 — 7 (ein a, + ein) (sina, — sin «) 


u—a 
ne Zen ein TE 








2sin Are, 





cos 


E 0} Dritter Abjchaitt Biertes Capitel 
Geht man im dieſen Ausdrud zur Grenze über, d. h. läbt man a immer 
mehr wun mehr vom Bertte a, gieih merken, jo ik für dem Grenial 








wu mn Racheem dies geſchehen und 


7 2 
wer Facter 0, — m weggeheben, jepen wir a, — a ab erhaltm: 
Im 1 
— Tone 
ine— Zjin2e 


r 


e=ralime— 2,6220) 
mx die Ichentige Kraft der Muffe M,, für weiche in dem Buntte C,, e=0if: 
IM (ren)? (in ._Zm 2.) 


Die einzelnen Punkte der Senlerange BC bewegen fid) in wericiebenn 
Irummen Linien und haben vemgemäb auch verjchiedene Geſchwindigkeiten. 
Aus dem Grunde muß man bie ganze Mafie M, dieſer Stange auf die ein 
zeaen Punkte vertheilt denlen, für jedes Maſſentheilchen das Trägheitämoment 

und erhält dann in der Summe biejeß lepteren das Trägheild 
moment der Gejammtmafje M. Die aufeinanderfolgenden Lagen ver Lenter: 
Range lönnen n. $. 53 durch Drehungen um beftimmte Punlte der Ebene er⸗ 
halten werben, welde von Moment zu Moment ihren Ort ändern. Da man 
für vie beiden Endpuntte B und C ver Lenterftange die Wege kennt, fo lift 
ſich fir jede Lage derjelben das Momentancentrum durch Conftruction finden. 
Tür vie in ver Figur gezeichnete Lage iR M, der Durchſchnitt der in C zu 
C, G errichteten Rormale und der Verlängerung von BO, daS augenblid 
liche Drehungscentrum, d. h. alle Punkte der Lenlerſtange beſchreiben im 
nädjften Augenblide umendliche Heine Kreisbögen um M als Mittelpunft, 
welde unenbli Heinen Wege zugleich ven betreffenden Geſchwindigkeiten pro⸗ 
portional find. Bezeihnen wir den unendlich Heinen Mittelpunktäwintel bei 
dieſer augenblidlihen Trehung mit z, fo if der Weg von C gleih MC.s 
der von B gleih M B.e und der des beliebigen Punktes V glei MV.e 
Nennen wir daher die Geſchwindigleit des Punktes V, o,, fo üt: 


au_4MVe_ MV 
v MC. MC 











MV _MV, (m rm? 

ur Ta Ze ee T e) j 
FR MC_ sinß 

@ iR: Tin 


MV?2= MO + CV?—2MC.CVoosy. 
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Für die in der Praris vorkommenden Gonftructionen kann man y an: 
nähernd gleih 1 R und B=« nehmen, dann ift sinu = 00sß = o0sa 
und daher MC? — (Itang «)? und MV®= (Itang a)? + x®, wenn wir 
CV mit x bezeichnen. Hiernach ift: 


vl ao? (ein na — 7,502.) alien. e]) 
und bie lebendige Kraft der im Punkte 9 vereinigten Maſſe “ glei: 
% “ a”. 


Die Summe diefer Ausprüde giebt die lebendige Kraft der Lenkerftange 
für den Drehungswinfel « der Kurbel. Zu dem Ende müffen wir in dem 
Ausdrude für o, . einander flatt = ſchreiben: 

ni 


24 adult... 


Die ganze lebendige Kraft ift demnach: 
Era) ("r a— gm? .)‘ fa +) A24+2243°4. 09} 





=4M, (ro)? mem (14+$cotg e®). 


Segen wir bierin annähernd a sin2a—0, was allerdings blos für 
eine unenbli lange Lenkerftange richtig ift, fo ift die lebendige Kraft verfelben: 
4 HM, (r 05)? vn a? + $cotg a?) 
+2 ® 
= tee 
=43M (r0)?+3-4M, (ro ein a)? 

Der erfte Summand fagt, daß man $ der Maſſe ver Lenterftange der 
rotitenden Maſſe hinzufügen, der zweite dagegen, daß man bie geradlinig bes 


wegte Maſſe M, um % der Lenkerftange vermehren muß, wenn man das 
Tragheitsmoment der lepteren vernadhläffigen will. Wir fegen demnach: 


Z=T+444,r wM=M+3M 
und erhalten als Ausgangsgleihung: 





Prfi—osa— Fön — Zu} 


= 4709) + 4 ont (ine Zun2e)" 


Hieraus laßt ſich @g für jeden beliebigen Ausfhlagwintel « der Kurbel 
berechnen. Aus dem Fruheren ift bereits befannt, daß a, ben Minimalwerth 
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Geht man in dieſem Ausdruck zur Grenze über, d. h. laßt man « immer 
mehr und mehr dem Werthe a, gleich werden, fo ift für den Grenzfall 








sin TE A und cos ATZE 1. Nachdem dies gefhehen und 
der Factor &, — @ mweggehoben, fegen wir =a und erhalten: 

10, 1 

au —, 

v j rn. 

eine — ein 24 

I — — ” ein? 
ober v=r@|(: zen ) 


und die lebendige Kraft ver Mafje M,, für welche in dem Punkte C,, vSO if: 
3 
yM, (0)? (er a Zen 2«) . 


Die einzelnen Punkte ver Lenterftange BC bewegen fi in verſchiedenen 
krummen Linien und haben vemgemäß auch verſchiedene Geſchwindigkeiten. 
Aus dem Grunde muß man bie ganze Maſſe M, diefer Stange auf die ein: 
zelnen Punkte vertheilt denken, für jedes Maffentheilden das Trägheitgmoment 
beftimmen, und erhält dann in der Summe dieſes legteren das Trägheits-⸗ 
moment der Gefammtmafle My. Die aufeinanverfolgenden Lagen der Lenker: 
ftange fönnen n. $. 53 durch Drehungen um beftimmte Punkte der Ebene er: 
halten werben, melde von Moment zu Moment ihren Ort ändern. Da man 
für die beiden Endpunkte B und C ver Lenterftange die Wege kennt, fo läßt 
ſich für jene Lage derfelben das Momentancentrum durch Gonftruction finden, 
Für die in der Figur gezeichnete Lage ift M, der Durchſchnitt der in C zu 
C, Cy errichteten Normale und der Verlängerung von BO, das augenblid- 
lihe Drehungscentrum, d. h. alle Punkte ver Lenkerſtange beſchreiben im 
nädjften Augenblide unenvlie Heine Kreisbögen um M als Mittelpunkt, 
melde unendlich Heinen Wege zugleich ven betrefenven Geſchwindigkeiten pro: 
portional find. Bezeichnen wir den unendlich Heinen Mittelpunktäwintel bei 
diefer augenblidlihen Drehung mit &, fo ift der Weg von C gleid MC.z, 
der von B gleich M B.s und ver des beliebigen Punktes 9 gleih MV.e 
Nennen wir daher die Geſchwindigkeit des Punktes V, v,, fo ift: 








Me u "" 
IIBBB ” ein 2.) 
een lm mäen 
on. MC_ sinß 
a a 77 


MV2= MO? + CV? —2MC.CVoosy. 
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Für die in ber Pragis vorkommenden Gonftructionen kann man y ans 

nähernd gleid 1 R und B=.« nehmen, dann ift sina = cosß = 00s« 

und daher MC? = (Itang a)? und MV*?= (Itang a)? + x°, wenn wir 
CV mit x bezeichnen. Hiernach ift: 


= (r 0)? (na _ jr 2 9 (1 +[5 cotg .]) 
und bie lebendige Kraft der im Punkte V vereinigten Maffe “ gleich: 


Die Summe dieſer Ausdrude giebt die lebendige Kraft der Lenkerſtange 
für den Drehungswinkel & ver Kurbel. Zu vem Ende muſſen wir in dem 
Ausprude für v, nad einander ftatt = fhreiben: 

ı ı ı 4 nl 


2,34... 
nn’ n’n n 


Die ganze lebendige Kraft ift demnach: . 
® 2 
‚= eo) ( am? e) Hl ®) A494 3°4 9} 





=4M, (ro)? me) (1+ 3 eotg a®). 


Segen wir hierin annähernd Er sin2a=0, was allerdings blos für 
eine unendlich Lange Senterftange richtig ift, fo ift bie lebendige Kraft derſelben: 
3 M, (r @2)? (ein a® + % cotg a®) 
1 ino® 
A lid 
=4:4M, (r@)?+3-4M, (ro, sin a)? 

Der erſte Summand fagt, daß man } der Mafje ver Lenkerftange ver 
rotitenden Maſſe hinzufügen, ber zweite dagegen, daß man bie gerablinig be 


wegte Maſſe M, um $ ver Lenkerftange vermehren muß, wenn man das 
Tragheitsmoment der lepteren vernadjläffigen will. Wir fegen demnach: 


n=T444 rw M=M+3M 
und erhalten als Ausgangägleihung: 


Me ers) 


=}T, (9?:—0o,?) +4 M' (ro)? (ine gi 22)" 


Hieraus laßt fih oo, für jenen beliebigen Ausſchlagwinlel & ver Kurbel 
berechnen. Aus dem früheren ift bereits befannt, daß az den Minimalmerth 
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Berüdfihtigt man, daß bei der Bewegung die Arbeitgröße Qs die an 
die Maſchine übertragene Arbeitgröße L unterftügt, und daß demnach nur 
die Arbeitgröße ver Reibung und der Maffenwiverftände zu erzeugen it, fo 
ergiebt fi als Envgleihung: 

4227? +12 )). 

Era) = ar [9] 
aus welder fih v beredinen läßt, fobald s als befannt vorausgefegt wird. 
Die Beihleunigung j der nieverfintenven Theile findet fih dann aus ber 


2 
Gleichung ‚= und bie Mintebefälemigeng u beftimmt ſich durch die 
Proportion: = 


Bird die Bewegung dur das eigene Gewicht Q des Apparates allein 


hervorgerufen, fo ergeben fih als Befchleunigungen, wenn wir, =tang c 


ve 
una =tang jegen: 


Qtang a 19 (a —®) „„, 
= Mtang a® + M, 


24 1. 
ı= cotg a 


Sig. 310. 59. Bei ver Unterfu: 
*4 Yung der Bewegungsverhält⸗ 
niffe der Krummzapfen, in 
Nr. 30 diefer Webungen, ift 
die Vorausfegung gemacht 
worden, daß die Lenterftange 
während der Bewegung ihrer 
urfprünglihen Richtung pa⸗ 
tallel bleibe, und anbererjeits 
ift die Mafle dieſer Lenker: 
ftange ganz vernadhläffigt wor⸗ 
den. Die dort für doppelt 
wirkende Krummzapfen aufge: 
ftellte Gleichung fol in Bezug 
auf diefe beiden Punkte vers 
vollftändigt werden. 

& fei (Fig. 310) P die 
in Richtung der Stange 0, CC, 
wirkende Betriebökraft, und die 
durch dieſe Stange geradlinig 
zu bewegende Maſſe M.; Q 





Uebungen. 357 
fei der auf den Kurbellreis rebucirte Wiverftand und 7, dad Trägheits- 
moment ver um ben MWellenmittelpuntt O votirenden Mafien; OB=r 
Länge der Kurbel, BC= 1 Länge ver Lenkerftange, und M, deren Maſſe. 
Die Bewegung verfolgen wir von einem der tobten Punkte A aus, zu welder 
Zeit das Ende C des Lenters fih in C, befunden, und die rotirende Welle 
die Winkelgeſchwindigleit co, gehabt haben mag. Nach Drehung der Kurbel 
um den Winkel & fei dieſe Geſchwindigkeit gleich c; Q ift alſo während des 
Bogens AB zu überwinden geweſen, und P hat den Weg C, C dabei zus 


rüdgelegt. 
Arbeitgeöfe von Q=Qra 
Arbeitgeöße von P=P.Cj C. 


Es ift aber 
GC=40— AG =AC—I=r(1—cosa) + VP—(r sine? — I 


r(1 ty ı By I, 


Sra—wa+1[1-} "=])-: 








und annähernd: 


(r sin «)? 
20° 


Die für die Bewegung nugbare Arbeitgröße ift deshalb, wenn wir nod, 
der Theorie des doppelten Krummzapfens gemäß, Q= =r fegen: 





=r(1— cos) — 


r 2 
_ — Sein a — —al: 
Pr 11 — cos zn 7* 


Die lebendige Kraft der rotirenden Maſſen ift 4 7 (02? — m?). 


Zur Beitimmung der lebendigen Kraft für die Maſſe M, müflen wir 
zuerſt die Geſchwindigleit v des Punktes C aus ber Gejhwinbigfeit r 0, des 
Punktes B berechnen. Die Geſchwindigkeiten verhalten ſich wie die Differenzen 
der in zwei aufeinanverfolgenden Zeitmomenten zurüdgelegten Wege: 





70, (u —a) 
v Pf — ea 14 ea} fin — eine 
u—a 


— — 
cos a — 008 — 57 (sine, + sina) (sine, — sin «) 


u—a 

8 +0 
2sin cos 2sin Socos . 

L 2 2 2 2 














—— 
2sin. 7 ‚sin- 3 3 
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Geht man in dieſem Ausdrud zur Grenze über, d. b. läßt man « immer 
mehr und mehr dem Werthe «, gleich werben, fo ift für den Grenzfall 











am cos A—® — 1. Radivem dies geſchehen und 
der Factor &, — a weggehoben, fegen wir —a und erhalten: 
r._ 1 
7 ma me 
ana — [3 
rn. 
oder o=ro,((ina— z; #n20) 


und bie lebendige Kraft ver Mafie M,, für welche in dem Punkte C,, v=0 if: 


2 
4M, Can? (mn «Zain 2e) . 

Die einzelnen Punkte der Lenkerftange BC bewegen fi in verſchiedenen 
krummen Linien und haben vemgemäß auch verſchiedene Geſchwindigkeiten. 
Aus dem Grunde muß man bie ganze Mafie My diefer Stange auf die ein 
zelnen Punkte vertheilt denken, für jedes Mafjentheilhen das Trägheitgmoment 
beftimmen, und erhält dann in der Summe dieſes legteren das Trägheitd: 
moment der Geſammtmaſſe My. Die aufeinanderfolgenden Lagen der Lenter: 
fange Fönnen n. $. 53 dur Drehungen um beftimmte Punkte ver Ebene er: 
balten werben, welde von Moment zu Moment ihren Ort ändern. Da man 
für die beiden Endpunkte B und C ver Lenterftange die Wege kennt, fo läßt 
fih für jede Lage verfelben das Momentancentrum durch Conftruction finden. 
Für die in der Figur gezeichnete Lage ift M, der Durchſchnitt der in C zu 
C, Ca errichteten Normale und der Verlängerung von BO, das augenblid: 
liche Drehungscentrum, d. h. alle Punkte ver Lenkerftange befchreiben im 
nädften Augenblide unenvlihe Heine Kreisbögen um M als Mittelpunft, 
welche unendlich Heinen Wege zugleih ven betreffenden Geſchwindigkeiten pro- 
portional find. Bezeichnen wir den unendlich Heinen Mittelpunktötintel bei 
diefer augenblidlihen Drehung mit s, fo ift der Weg von C gleih MC.s, 
der von B gleid M B.e und der des beliebigen Punktes 7 gleih MV... 
Nennen wir daher die Geſchwindigkeit des Punktes P, v,, fo iſt: 


v _MV: MV 














7 #6 und 
vꝛr rm (ir « — 
m. MC_ enß 
“iR: TT enn 


MV2= MO? + CV? —2MC.CV oosy. 
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Für die in ber Pragis vprfommenden Gonftrucionen kann man y an: 
nähernd glei 1 R und B=« nehmen, dann iſt sinu = cosß = o0s« 
und daher MC? = (Itang a)? und MV*= (ltang a)? + x*, wenn wir 
CV mit x bezeichnen. Hiernach ift: 


= Font (na Z,m2 ) (1 Hier: e]) 


und bie lebendige Kraft der im Punkte V’ vereinigten Mafle 2 glei: 


Die Summe diefer Ausprüde giebt die lebendige Kraft der Lenkerftange 
für ven Drehungswintel & der Kurbel. Zu dem Ende müffen wir in dem 
Ausdrude für v, nad einander ſtatt x fchreiben: 

I ı ı ı ni 
nt 


Die ganze lebendige ei ift demnach: 
322 ont (sn 0 zn 2a) jn+(@® 7 424394. 


=44M, (r 0,)? —— (1. + }eotg a®). 


Segen wir hierin annähernd En sin2a=0, was allerdings bios für 
eine unenblid Lange Lenkerſtange richtig ift, fo iſt die lebendige Kraft verjelben: 
LI, (r oo)? (ein a® + }cotg aꝰ) 


it 
=: M, (ro)? +3-4M, (r os sin a)?. 
Der erſte Summand fagt, dab man $ ver Mafie ver Lenterftange ver 
rotirenden Maſſe hinzufügen, der zweite dagegen, daß man die gerablinig be— 


wegte Maſſe M, um % der Lenterftange vermehren muß, wenn man das 
Tragheitsmoment der legteren wernadhläffigen will. Wir fegen demnach: 


Z=T44 4, rw M=M+4M, 
und erhalten als Ausgangsgleihung: 


Prii—oma- inet —Zaf 


= 47,00) + 4 ray (ine — Z,un20)" 


Hieraus läßt ſich @, für jeven beliebigen Ausihlagwinfel & ver Kurbel 
beredinen. Aus dem Früheren ift bereits befannt, daß @, den Minimalwerth 


ahält fir « = 39° 32’ 19,5" = 0,2196 =, uma ven Warimaknerih reiht 
für « = 140° 27’ 40,5" = 0,7804 =. 


Tiefe beiden Pinfel wit =, und a,, jcwie tie tum gebörigen BWintel: 
geſchwindigleiten mit @, want @, bejeidmet, lañen wir für tie tedten Punlie 
ber Auıbenene vie winter Binkdgekiwinnigleit a zu, una meinen an vo 


vie Tifferen; diejer Orenzgeihwinrigleiten A ven der miles beirage. Dam 








in — — — — 13 daher 05? — annãhemnd 
I — — ——— 
a a 
Bei Benugung viefer Subftitutionen erhalten wir folgende zwei Gleichungen: 
Pr (1-00, — za 2.) 


= ja {rel AICE Zm2a) in], 





Pr(i—em nm u) 
= ja! fer(1+2)(ma5; zn) +42 


Diefe beiden Gleichungen werden von einander fubtrahirt, nachdem wir 





Pr=Qr3; ein a in cꝛ: 0080, ——C08 0, ; Sin 2, =— in 2a; —a—a, 
und (ra tz +3 sin 24). =sina, (1 +2— Tensah) gefegt. 
Qr ( 008 a—x+2m)=jo* far rzsinay* (4 eos, +)+22l 


@ in 
2 =0,21966 €; sin, 2 000 = iyRi=oma, daher 


02105 Qrz= o® [04053 Mr (a2 + ) + ı T| oe: 
O2llQrz=(r o)|(0637, +0414) (a +336) +16 +44). 


Diefe Gleihung laßt fi zur Berechnung bed Trägheitgmomentes 7 der 
totirenden, Maſſen, und fomit zur Berechnung des Gewichtes eines Schwung: 
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tinges benupen. Zu vem Ende jegen wir Qr= 7162; o=0,1047 u; 
T 
= M und erhalten: 
N r 1 1 
41944, = (03 z +0412) (Mi +3) +2(a+ 3): 


Für Dampfmafhinen ift durchſchnittlich « — 32 und I = 0,2, wodurch 
die vorftehenbe Gleihung übergeht in: " 


A314 5 = O1 AM + 0103 My + ya, 


worin M vie auf ven Kurbelkreis reducirte Mafje der rotirenden Theile, M, 
die Mafje der Kolbenftange und des Kolben, M, vie Mafje der Lenterftange, 
N vie Anzahl der zu übertragenden Pferdeſtärlen, u die Anzahl der Um: 
drehungen in einer Minute und r vie Kurbellänge bezeichnet. 


60. Das Gewicht des Schwungringes für eine Dampfmaſchine von 

25 Pferbeftärlen zu berehnen, deren Schwungradwelle 30 Umdrehungen in 
der Minute macht, und bei welcher die Haupttheile folgende Abmeſſungen haben: 

Kurbellänge 

Mittlerer Schwungring » Halbmeffer 

Kolbendurchmeſſer 

Kolbenhöhe 

Länge der Kolbenftange 

Mittlerer Durchmeſſer der Kolbenftange 

Länge der Lenterftange 

Mittlerer Durhmefler der Lenkerftange 





Mafie des guheiſernen Kolbens, beim fyeciiicen Gewicht 7,25 un, 
Mafie ver gußftählernen Kolbenftange beim ſpecifiſchen Gewicht 7,8 = wer, 
daher M = 110,344, 
g 
Waffe M, der gufftählernen Senterftange vom fpecifiihen Gewicht 7,8 — mon. 
(0,14 M, + 0,108 M,) r? = — 
392,34 





1 N 

ZA = 

0,4964 A 
⸗ 
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Fünftes Capitel. 
Bon der Elaftichtät und Feftigfeit. 


Bei den bisherigen Unterfuhungen haben wir Körper vorausgefept, bie 63 
unter allen Umftänden den auf fie einwirkenden Kräften zu miberftehen ver: 
mochten, die alfo weder in ihrer inneren Structur noch in ihrer Form duch 
die äußeren Kräfte irgend welche Veränderungen erlitten. Die Erfahrung 
lehrt jedoch, daß es für vie Widerftanbsfähigfeit der inneren Kräfte eine Grenze 
giebt, und daß nad Ueberwindung berfelben durd die äußeren Kräfte eine 
Bertheilung ver Körper die Folge if. Bei Verwendung der verſchiedenen 
Materialien im Bau: und Majhinenwefen darf nun viefe Zertheilung nie⸗ 
mals eintreten, bie Belaftungen der Körper find deshalb fo gering zu wählen, 
daß die inneren Kräfte nod jederzeit hinreichende Widerſtandsfähigkeit befigen, 
um nicht allein vie Bertheilung des Korpers durd die äußeren Kräfte zu vers 
hindern, fondern auch noch gewiſſe Sicherheit gegen das Gintreten dieſes 
Grenzfalles zu gewähren. Bor der Bertheilung des Körpers erfährt derfelbe 
eine Formänderung, die von ber Größe der daran wirkſamen äußeren Kräfte 
abhängig ift. Die Fähigkeit der inneren Kräfte, eine derartige Formänderung, 
nachdem die äußeren Kräfte entfernt worden find, wieder aufzuheben, vie ver« 
ſchobenen Moleküle des Körpers in ihre urfprüngliche Gleichgewichtslage zus 
radzubringen, beißt Glafticität, der Widerſtand dagegen, den der Körper 
vermöge feiner Cohäfiongkraft der Bertheilung entgegengefegt, wird Feſtig⸗ 
teit genannt. 

Meberfteigt die Wirkung der äußeren Kräfte eine gewille Größe, fo wird 
die durch biejelbe hervorgerufene dFormanderung, nah Wegnahme ver Kräfte, 
ganz oder theilweife eine bleibende fein, es wird babei der urfprünglich 
vorhandene Gleihgewichtäzuftand nicht wieder hergeftellt, vielmehr nehmen die 
Moleküle des Körper eine neue Gleichgewichtslage an, die hervorgerufene 
Formänderung ift alfo zugleih mit einer Volumenänderung verbunden, d. b. 
die Zertheilung des Körpers beginnt bereits. Der Uebergang von ber wieder 
verſchwindenden zur bleibenden Formänderung heißt die Glafticitätsgrenze, 
und Tönnen die Körper, jo lange die Belaftungen bei denſelben dieſe Grenze 
der Glafticität nicht hervorrufen, als volltommen elaftifh angefehen were 
den, bie Körper find dagegen unvollkommen elaftifh für Belaftungen, 
welche nur theilweife verſchwindende Formänderungen erzeugen. 
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— — in ielgende Unterabibeilxagen: 

1) Lañen 5 tie arreren Kröte für jetem Daerjchnitt zu einer Reful- 
ante vereinigen, die im Stwerpuntie deñelben wıh Hufen ziehend wirft 
und ven Cueritnitt rektwinfelig ichneidet, ie erribtt der Körper eine Ver— 
längerung und wird ent lich zerriien (Fin. 311). Zer Widerſand des Körpers 
hiergegen heißt vie „abiolute oder Zug3:Glafticität und Feſtigkeit“. 

Fig. 311. Fig. 212 


Se zr 


2) Benn dieſelbe Rejultante dagegen nad) Innen drüdend wirkjam ift, 
fo entfteht eine Verkürzung und endlich ein Zervrüden des Körpers (Fig. 312); 
der Widerftand wird in diefem Falle „rüdwirfende over Drud:Glafticität 
und Feftigleit” genannt. 

3) Lafjen fih die äußeren Kräfte für jeden Duerjchnitt zu einer Res 
fultante vereinigen, welche durch deſſen Schwerpunkt geht und in ver Duers 
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ſchnittsebene liegt, fo fann der Körper in feinen Querſchnitten verjhoben und 
endlich abgefhnitten werben (Fig. 313). Man nennt den Widerftand, den 
R Big. 318, der Körper hierbei leiftet, die „Schub: 
oder Scheer:Glafticitätund Feſtig— 

teit“, 
J 4) Reduciren ſich die äußeren Kräfte 

A B für jeden Querſchnitt auf ein Kräfte 

D paar, deſſen Ebene normal auf ber 

Querſchnittsebene fteht, fo erfährt der 

'p Körper eine Biegung, die bei Weber» 

ſchreitung der Glafticitätsgrenze den Bruch zur Folge hat (Fig. 314). Der 

Körper leiſtet hierbei durd feine relative ober Biegungs-Glafticität und 
Feſtigkeit Widerftand. 

5) Sind endlich die äußeren Kräfte durd ein Paar zu erfegen, deſſen 
Ebene dem zu unterfuhenden Querſchnitt parallel läuft, jo erfahren die Mole— 
füle des Körper eine Verdrehung um die Achſe, und der Körper wird 
ſchließlich abgedreht oder abgewürgt (Fig. 315). Der fi einer derartigen 
Zerftörung des Körpers entgegenftellende Wiverftand heißt Drehungs:- 
Glafticität und Feſtigkeit. 

Fig. 314. Fig. 315. 
R 


4 B 


Q 
? 


Bei der Formänberung eines Körpers nehmen die materiellen Punkte 
deſſelben andere Lagen ein, bie Abftände derfelben find alfo einer Veränderung 
unterworfen, welhe in Bezug auf beftimmt angenommene Richtungen als po— 
fitiv oder negativ aufgefaßt werden Tönnen, und welche bei einer befannten 
Belaftung des Korpers in den einzelnen Punkten, fowie nad ven verfchies 
denften Richtungen verſchieden fein können. In der Verbindungzlinie AB, ver 
beiven benadbarten Punkte A und B eine Körpers (Fig. 316 a. f. ©.), möge 
durch die äußere Belaftung die innere Kraft p hervorgerufen werben, und babei 
die Linie 4 B, gegen den zu A gehörigen Querſchnitt F in geneigter Lage an— 
genommen, bie Längenveränderung AB, erfahren haben. Man zerlege p 
in vie beiden rehtwinfeligen Componenten p, und pa, von denen p, normal 
zur Querſchnittsebene F, pa dagegen in Richtung derſelben wirkſam fein 
mag. Zugleich damit zerfällt die Längenveränderung AB, in die beiden 
Componenten AC, und A D,, während die entſprechenden Componenten von 
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365 Trier Abichnit· Fanfıre Tapiecl 
AB dutb AC m AD turzeiellı werten inler Begrihern wir noch 
ven Flacheniahalt es um zen Bund A berumlzgeunen Zheikes wer Euer 
Fig, 218. icdnitttetene P’ wir /, je wire ber Grenz 
wert; 203 Earizuie PL, won y is auf 
eine wsenCh Erine Grite abnimmt, die 
Rormalisznnung des Körpers im Bunlte 
A genzunt mt im Ber Felge durch 6 
bezeiSnet. Zraieich beit wer Grenjwerth 
vet daciens F} uner Vrjeben Donau 





171 A —  iepmg wie Zangentialijpaunung des 
Körpers im Bunte A und joll dieje durch 
= wiedergegeben werven. Bahrend tie Tunzentiulipammungen abiolute Grö- 
en ſind, münen vie Rormalipanmungen, unter Boranijegung, daß die Gin- 
wirkung der Rörpertheilhen auf ven Panlt A vom der Seite CB her er⸗ 
folgt, in abjolute (Zug:) und rüdwirtende (Drad-) Epanmungen ober 
in eigentlihe Spanuungen und Brejjungen umieridieden werben, je 
nachdem p, die Richtung von 40 orer tie von CA zeigt. —— 
dieje Unierſcheidungen wird die Zugipammung im der Zolge durch a’, bie 
Drudipanzung durch 6” bezeichnet werben. Sind die Rormal: oder Tan⸗ 
gentialjpaunungen, für vie einzelnen Puntte des Körperqueridmitts gleich groß, 
fo varf man f beliebig groß wählen, mb zwar jept man baum für / bie 
dlacheneinheit, welche in ven folgenpen Unterjudungen dad Duabratcentimeter 
fein ſoll. 

Die normal zum Querſchmitt F vurd) die Einwirkung der äußeren Kräfte 
entftandene Längenveränderung AC, vertheilt ſich auf die Strede AC und 
es wird ber Grenzwerth des Duntienten 3, wenn AC bis auf eine un⸗ 
endlich Heine Länge abnimmt, die Ausdehnung des Körper im Punlte A 
genannt und mit & bezeichnet. Je nachdem p, nah AC over CA wirkfam 
ift, wird die Längenveränderung in einer wirflihen Ausdehnung oder in einer 
Bufammendrüdung beftehen, .wofür wir zur Unterjheidvung die Bezeihnungen 
€ und E” wählen wollen. Der von dem Punkte A in ber Querſchnittsebene 
F zurüdgelegte ®eg AD, ftellt dagegen die Verſchiebung des Punktes A 
in feinem Querſchnitt vor. Denken wir zur weiteren Unterjudung berfelben 
den mit F in unendlich Heiner Entfernung parallel laufenden Querſchnitt F. 
und bezeichnen den, im unbelafteten Zuftande des Korpers, normal über A 
gelegenen Punkt mit A,, fo geht durch die Verſchiebung die normale Linie 
4, A in die ſchiefe Au! Di über. Hiernach nennen wir fpecieller den Grenz: 


werih des Duotienten 4 a fir AA, als unenvlid Heine Größe, die Ber- 
ſchiebung der Ebene Fr im Punkte A und bezeichnen diefe mit y, welder 








Modul der Elafticität. 367 


Bruch ohne jegliches Zeichen in Rechnung zu bringen ift. Gefährt die Linie 
AC in allen ihren Punkten viefelbe Ausvehnung, reſp. Zufammenbrüdung, 
fo tann man AC beliebig groß nehmen, und zwar wählt man in biefem 
Falle dazu die Längeneinheit. Ebenfo darf man bei der Verjhiebung A A, 
gleich ver Längeneinheit nehmen, wenn die zwiſchen ven Ebenen Fund A, 
damit parallel gedachten Ebenen in ven Durchſchnittspunkten mit der Linie 
AA, dieſelben Verſchiebungen der Größe und Richtung nad) erfahren. 


Die ver Glafticitätgrenze entfprechenden Außvehnungen und Verſchie⸗ 
bungen, die alſo durch bie Belaftungen in ver Praxis, an teiner Stelle her- 
vorgerufen werben bürfen, vielmehr als die Marimalwerthe volllommener 
Glafticität gelten, mögen mit (e’), (e”), (y) bezeichnet werden. Diefe Maris 
malwerthe können im’ Allgemeinen in einem belafteten Körper von Punkt zu 
Bunkt, reſp. von Querſchnitt zu Querſchnitt veränderlic fein, fie können ſich 
aud, was die Außbehnungen und Zufammendrüdungen anbetrifft, in Bezug 
auf die zu Grunde gelegte Richtung, ob normal oder chief zum Querſchnitt, 
als veränderlih ermeifen. Bei homogenen Körpern, d. h. Körpern, die in 
allen Punkten dieſelbe Beichaffenheit haben, wozu wir die verjchiedenen Hölzer 
rechnen, find (e’) und (e”) vom Material und von ber Richtung, in der die 
Längenveränderung vor fi geht, (y) dagegen vom Material, von ver bes 
trefienden Ebene und deren Schubrichtung abhängig. Bei ifotropen Kör- 
pern, d. h. folden, welche in ven einzelnen Punkten nah allen Richtungen 
als homogen angefehen werden bürfen, wozu die gegofienen Metalle unbevingt, 
vie gefhmiebeten und gewalzten dagegen annähernd gehören, find die Marimal- 
werthe (5), (5) und (y) nur vom Material abhängig. 

Die duch äußere Belaftung eines Körpers in demſelben hervorgerufenen 
Normal: und Tangentialfpannungen müſſen, fo lange die Elaſticitätsgrenze 
dabei nicht überfchritten wird, bei Wegnahme der äußeren Belaftung die ent 
ſtandenen Ausvehnungen e und Verſchiebungen y vollftändig wieder aufzus 
heben im Stande fein, es muß alfo für jeven Punkt des belafteten Körpers 
zwiſchen 6 und &, fowie zwiſchen z und y eine gewiſſe Beziehung beftehen, 
die aber nur durch Verſuche feftgeftellt werden Tann. Die Erfahrung lehrt 
nun, daß bie in .einem Punkte des Körpers auftretende Spannung 6 von 
einer beftimmten Ausdehnung e in Richtung ver Spannung begleitet ift und 


daß der Quotient < innerhalb ver Glafticitätägrenze, für pofitive 


und negative Werthe von a und & einen conftanten Werth bat, den man 
den Elafticitätsmodul des Materials nennt und mit E bezeichnet. 
In gleiher Weife entjpriht einer beftimmten Tangentialfpannung z eine ber 
ſtimmte Verſchiebung y, beide auf denſelben Punkt der Ebene und dieſelbe 
Schubrichtung in verfelben bezogen, wobei ſich wiederum der Quotient * 


als conftant herausgeſtellt hat, welcher Werth mit C bezeichnet und Schub⸗ 
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elsticititmernl geummt won. Als Grmmiiormein Wir Die Glafntit 


ergeben fh biernach 
⸗ 
— u BE (132) 
z=! Pa (133) 


müen wie bier zuitretennen Sroruumupen al: vie plimgen Rarimalmwerthe 
angeieben werten. Tieielben heisen Trızmerul für Zug, Tund um Ber: 
ibiebung zud werten anılıy dem Srüberen mit (0), (6”,, (r) bezeichnet. 


“)=Eie)) 

W=EN!......-.. (134) 

G)=C@) 
Elakictätsgrenye binıms hart die Ammwenbarfeit der obigen 
bis 134 auj und mühen den Unterinchungen über wie Ber 
Körper wieder audere Berjude zu Grunde gelegt werben. Die: 
Berthe von o 6” amt x, welde der Zertheilung des Korpers ent: 
dued) Jerreißen, Zerbräden oder Beridjichen wor ſich gehen lann 
eRigfeitsmodnl des Materials und werben im ber Folge 
un T beeidinet. 
folgenven Tabelle I find vie Werbe von E, (0), (0”), K', 
T für vie im der Praris bauptiihlih zur Berwenbung kommenden 
Materialien zujommengefelt, und beziehen ſich diejelben auf das Kilogramm 
als Nrafteinheit und das Luabrateentimeter als Flacheneinheit. In ber 
Tabelle II ift diefen Werthen dagegen das preußiſche Pfund gleich } Kilo: 
gramm als Krafteinheit, und der Quadratzoll als Hlädeneinheit zu Grunde 
gelegt. 


r, Hl 
g net 5 fi 
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368 Dritter Abſchnitt. Fünfte Capitel. 


elafticitätsmodul genannt wird. AS Grundformeln für die Glafticität 
ergeben fih hiernach: 


— 
Gehen. ... . . .... 00) 
A . . . . . . .. (ss 
7 (133) 


Die vorftehenden Formeln find zur Berechnung der Spannungen zu be 
nugen, fo lange fi der Körper noch innerhalb der Glafticitätögrenge befindet, 
fie behalten aber auch noch für diefe Grenze felbft annähernd Gültigkeit, und 
müffen die hier auftretenden Spannungen als vie zuläfigen Marimalwerthe 
angefehen werben. Diejelben heißen Tragmodul für Zug, Drud und Ber 
ſchiebung und werden analog dem Fruheren mit (0'), (6”), (7) bezeichnet. 
Es ift hiernach alfo: 





. . (134) 
(7) 06) 

Ueber die Glafticitätögrenze hinaus hört die Anwendbarkeit der obigen 
Formeln 132 bis 134 auf und muſſen den Unterfudhungen über die Ber: 
theifung der Körper wieber andere Verſuche zu Grunde gelegt werden. Die 
jenigen Werthe von 0’, 0” und r, welde ber Zertheilung des Körpers ent: 
ſprechen, die durch Zerreißen, Zerdrüden oder Verſchieben wor fih gehen kann, 
beißen die Feftigfeitsmodul des Materials und werden in der Folge 
durch X, K” und T bezeichnet. 


In der folgenden Tabelle I find die Werthe von E, (0’), (0), X, 
K" und T für die in der Praxis hauptfächlic zur Verwendung kommenden 
Materialien zufammengeftelt, und beziehen ſich diefelben auf das Kilogramm 
als Krafteinheit und das Duabratcentimeter als Flächeneinheit. In ver 
Tabelle IT ift dieſen Werthen dagegen das preußiſche Pfund glei J Kilos 
gramm als Krafteinheit, und der Duabratzoll als Zlächeneinheit zu Grunde 
gelegt. . 


Elafticitäts- und Feſtigkeits ⸗Modul. 
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30 Dritter Abſchnitt. Biertes Capitel. 


erhält für « — 39° 32' 19,5" = 0,2196 x, und ven Marimalmerth erreicht 
für @ = 140° 27’ 40,5" = 0,7804 x. 

Diefe beiden Winkel mit «, und az, fowie die dazu gehörigen Wintel- 
geſchwindigleiten mit @, und @, bezeichnet, laſſen wir für die todten Bunfte 
der Aurbelwarze die mittlere Wintelgefhwindigleit @ zu, und nehmen an, daß 


die Differenz diefer Grenzgeſchwindigleiten 4 von ber mittleren betrage. Dann 
= alı + zu) =a (Ü — — daher 52 — @* annähernd 
1a und 9?—o?= Be @. 
a a 

Bei Benugung diefer Subftitutionen erhalten wir folgende zwei Gleihungen: 
a 
2: 

1\/. rn. 2» 1 

tja {url AICE — nl, 


Pr (1 y— na ah) 





Pr(i—eem— nm 0) 
= jo! Jaer(i +4) (manga 2 “) ++ n|- 


Diefe beiven Gleihungen werden von einander fubtrahirt, nachdem wir 





T, . r * . 
Pr=Qr-; sina,=sina;; 0080. =— 008 0, ; sin 2, =— sin 20,0, =r—, 


2 
und (“ 4% en sin 2 ai) = sin a,? ( +2 . cos ) geſetzt. 
2423. 
Qr (« 008.0; +24) =}o? Kö rzeina,* (4To000, +)+tzn| . 


Es iſt 


© =0,21966 x; eina=2,cos = io, daher 
02105 Qr== a? [005 ar » („5+4)+tn| ober: 
r 1 1/7 
0211 9r2=(0)|(0657 40415) (2 +32) +2 (3 +426)]- 


Diefe Gleihung läßt ſich zur Berechnung des Trägheitgmomentes T' ver 
rotirenden, Mailen, und fomit zur Berechnung des Gewichtes eines Schwung- 


Uebungen. 361 
tinges benugen. Zu dem Ende fegen wir Qr= 1162; o=0,1047 u; 


T 
a- M und erhalten: 


1319447 3= (063 7 40412) (a +12,) +4-(ar+420,)- 


Für Dampfmafchinen ift durchſchnittlich a = 32 und T = 0,2, wodurch 
vie vorftehende Gleihung übergeht in: 


N 
431943 = 014 Mı 40,108 M, + Ya Ms 


worin M die auf den Kurbelkreis rebucirte Mafje ver votirenden Theile, M, 
die Mafje ver Kolbenftange und des Kolbens, M, die Maſſe der Lenkerftange, 
N vie Anzahl der zu übertragenden Pferdeſtärlen, die Anzahl ver Um— 
drehungen in einer Minute und r vie Kurbellänge bezeichnet. 


60. Das Gewiht des Schwungringes für eine Dampfmaſchine von 


25 Pferbeftärten zu berechnen, deren Schwungradwelle 30 Umbrehungen in 
der Minute macht, und bei welcher die Haupttheile folgende Abmeffungen haben: 














Rurbellänge r= 0,471" 
Mittlerer Schwungring⸗ Halbmeſſer R= 3,8” 
Kolbendurchmefler = 0,445” 
Kolbenhdhe = 0,078" 
Länge der Kolbenſtange = 105" 
Mittlerer Durchmeſſer der Kolbenftange = 0,059" 
Länge ver Lenkerftange = 2,355" 
Mittlerer Durhmefler der Lenkerftange = 0,065" 
Maffe des gußeiſernen Kolbens, beim ſpecifiſchen Gewicht 7,25 = = 52, 
Maſſe der guftählernen Kolbenftange beim ſpecifiſchen Gewiht 7,8 = — 
daher M = 110,344. 
’ 4 
Maſſe M, ver gufftählernen Lenterftange vom fpecifiihen Gewicht 7,8 — on. 
(0,14 M, + 0,103 M,) r? = a 
Logs N go 39234 
g “ g A 
BUr-AT TR at 


_ 387,52 


4= 0,4964 


= 7808. 


360 Dritter Abſchnitt. Biertes Capitel. 
erhält für «= 39° 32’ 19,5" = 0,2196 x, und den Marimalwerth erreicht 
für @ = 140° 27’ 40,5" = 0,7804 m. 

Diefe beiden Winkel mit , und &z, fowie die dazu gehörigen Wintel: 
geſchwindigleiten mit @, und @, bezeichnet, laſſen wir für vie todten Punkte 
der Kurbelwarze die mittlere Winlelgeſchwindigleit om zu, und nehmen an, daß 


die Differenz diefer Grenzgeſchwindigkeiten 4 von der.mittleren betrage: Dann 








ft 0, = o(t + 5) ‚y=0®o (i _ za) daher ©? — @? annähernd 
= 1 2 3_ 602 — — Eu ‚2, 
=7 o? und @ı oa Fi 
Bei Benugung diefer Subftitutionen erhalten wir folgende zwei Gleichungen: 
rn. 2 
Pr — —— ⸗in e1? — z ai) 


vo ſurn ſi —V —— il, 








= nt ) 
pr(t 008 0 — ein as Fi) 
=}o® Jar 1+ 2) (sin. sin 2 44 J 
77 A uhr Tree) nr 


Diefe beiven Gleihungen werden von einander fubtrahirt, nachdem mir 





Pr=Qr2,; SNAZ—EINnG,; 0080, =— 008 0; Sin Zn, =— sin 2a; —a—n, 
’ nr. = r 
und (or 4% ze 2 “) = sin a? ( +2 eos ) geſetzt. 
J 2 2 \ 
Qr (r cs - 2«,) =}o? Jar rzeina2 (450000, + 3) +z2| 
Es if \ 
© =0,21966 %; sindy— 2 „00 = — 4=0,77121, daher 
r 1 1 
02105 Qrm= a? [04053 ar r» —E I +4) +ızı| me: 
2 r 1 1/T =. 
0211Qrz=(ro) los5 40414) (# +336) 26 + ) 


Dieſe Gleichung laßt ſich zur Berechnung des Trägheitsmomentes 7 der 
votirenden, Maſſen, und ſomit zur Berechnung des Gewichtes eines Schwung- 





Uebungen. 361 
’ N 
ringes benugen. Zu dem Ende fegen wir Ir=1n16T; o=0,1047 u; 


z =M und erhalten: 
119143 = (083 5 40412) (Mm +32) +4(ar42)- 


Für Dampfmaſchinen ift durchſchnittlich = = 32 und I = 0,2, wodurch 
die vorftehende Gleihung übergeht in: 


N 
43194 75 = 014 Mı + 0,105 4, + Ya Ms 


worin M die auf den Aurbelfreis reducitte Mafje ver rotirenden Theile, M, 
die Mafje der Kolbenftange und des Kolbens, M, die Mafie der Lenterftange, 
N vie Anzahl der zu übertragenden Pferveftärten, u die Anzahl ver Um— 
drehungen in einer Minute und r bie Kurbellänge bezeichnet, 


60. Das Gewiht des Schmwungringes für eine Dampfmafdine von 
25 Pferveftärten zu berechnen, deren Schwungrapmwelle 30 Umdrehungen in 
der Minute macht, und bei welcher die Haupttheile folgende Abmefjungen haben: 








Rurbellänge r = 0,471m 

Mittlerer Schwungring » Halbmefjer R= 3,8" 

Kolbendurchmeſſer 0,445" 

Kolbenhohe ‚= 0,078” 

Länge der Rolbenftange = 1,05" 

Mittlerer Durchmeſſer der Kolbenftange = 0,059" 

Länge ver Lenkerftange = 2,355” 

Mittlerer Durchmeſſer der Lenkerftange = 0,065" 
Maſſe des gußeifernen Kolbens, beim fpecifiihen Gewiht 7,25 31,952, 
Maſſe der gußftählernen Kolbenftange beim ſpecifiſchen Gewicht 7,8 = men, 

daher M, = mean, 
P J 60,954 
Maſſe M, ver gußftählernen Lenterftange vom ſpecifiſchen Gewiht 7,8 = ——- 
(0,14 M, + 0,103 M,) = — 
_. 392,34 


1 N 
Fi 43194 ._ 
0,4964 A 

g 








AMr=y 7=g.11$ BR 


_ 387,52 _ 


0,4964 Tao. ‚ 


380 Dritter Abſchnitt. Viertes Capitel. 


erhält für & = 39° 32’ 19,5" = 0,2196 x, und den Marimalwerth erreicht 
für & = 140° 27’ 40,5” = 0,7804 . 


Diefe beiden Wintel mit «, und &z, fowie die dazu gehdrigen Winkel: 
geſchwindigleiten mit @, und @z bezeichnet, laſſen wir für die todten Punkte 
der Kurbelwarze die mittlere Winkelgeſchwindigleit @ zu, und nehmen an, bak 


die Differenz dieſer Grenzgeſchwindigleiten 4 von der.mittleren betrage; Dann 








iſt o2 (& + zu): =o (i _ zn) daher @2? — wm? annähernn 
1. und 9?—o?= BIS @®. 
@ a 
Bei Benugung diefer Subftitutionen erhalten wir folgende zwei Gleichungen: 


Pr (1-00: ai⸗ na, 20) 


⸗ 
dor ſurn ſu 2) (im gm 2 a) _ 1 m}. 








2 
Pr(t—00s as 2,52 au) 
=}a® Jar 1+ 1) (mein 20) +17, | 
a 21 ir a! 


Diefe beiven Gleihungen werden von einander fubtrahirt, nachdem wir 











Pr=Qr2; no, EIN AI; 0080, =— 008 0; Sin Jr, =— sin 2a; —a—a, 


2 
und (* + sing “) = sinay? ( +2 00 “) gefeht. 


Qr (« 008 0 —2+20)=}0° Na rzeinay*(4F eos, +2)+22]; 


Er 


Es it 
&ı =0,21966 x; ein =2, 00 = IV—4=07T121, daher 


02105 Qrz= a? onoss Mr (vs2:5+4) +4 z| oe: 








0,211Qrz coyſ(oes — +0,41 +) (“+ N 336) 4 + 1G 5 + Ha)" 


Diefe Gleichung läßt fih zur Berechnung des Trägheitsmomentes 7’ ver 
totitenden, Maſſen, und fomit zur Berechnung des Gewichtes eines Schwung: 


Uebungen. 361 
ringes benußen. Zu dem Ende fegen wir ar=1162; o= 0,1047 u; 


T 
= M und erhalten: 


114 = (03 5 +0412) (m +32) + (a + 424). 


Für Dampfmaſchinen ift durchſchnittlich a — 32 und I = 0,2, wodurch 


die vorftehende Gleihung übergeht in: 

N 

= O4 MM, + 0,108 My + Ya, 

worin M die auf den Kurbelkreis reducirte Mafje ver votirenden Theile, M, 
die Mafje ver Kolbenftange und des Kolbens, M, die Mafje der Lenkerftange, 
N vie Anzahl der zu übertragenden Pferbeftärken, u die Anzahl ver Um— 
drehungen in einer Minute und r die Kurbellänge bezeichnet. 


60. Das Gewicht des Schmwungringes für eine Dampfmafdine von 

25 Pferbeftärken zu berechnen, deren Schwungradwelle 30 Umdrehungen in 
der Minute mat, und bei welcher die Haupttheile folgende Abmeffungen haben: 

Kurbellänge 

Mittlerer Schwungring⸗ Halbmeſſer 

Kolbendurchmeſſer 

Kolbenhohe 

Lange der Kolbenſtange 

Mittlerer Durchmeſſer der Kolbenſtange 


43194 








Länge der Lenterftange 2,355" 

Mittlerer Durchmeſſer der Lenterftange = 0,065% 
Maſſe des gufeifernen Kolbens, beim fpecifiiden Gewiht 7,25 > ; 
Maſſe der guftählernen Kolbenftange beim fpecifiiden Gewicht 7,8 = wen, 

daher MA. = 110,344, 
9 
Waffe My ver gufftäblernen Lenkerſtange vom ſpecifiſchen Gewicht 7,8 = won. 
(0,14 M, + 0,103 M,) = = 


Lu N g- 22 
9 u 9 


0,4964 A 
g 





AM 7-15 R= 


_ 387,52 


= Saga — 18%. 


Zur Beitimmung ver Abmefjungen des Schwungringes beuupen wir die 
Gulvin’ihe Regel (3. 43) umb nennen / ven Luerfdmitt deſſelben, fo it 
für Oußeifen: 

. 2x B.1000.7,2 = 780 
/= 4414 0*. 

Geben wir dem Duerfhnitt die Form eines Rechtedes, mit den Eeiten 
5 und k, wobei 5 ver Wellenachſe parallel fein fol, und nehmen k— 1,55, 
fo it 5=5,5= und k— 8,25=. 


Funftes Capitel. 
Bon der Elaſticität und Feſtigleit. 


Bei den bisherigen Unterfuhungen haben wir Körper vorausgefegt, die 63 
unter allen Umftänden ven auf fie einwirkenden Kräften zu widerſtehen ver- 
mochten, die alfo weder in ihrer inneren Structur noch in ihrer Form durch 
die Außeren Kräfte irgend welche Veränderungen erlitten. Die Erfahrung 
lehrt jedoch, daß es für die Wierftandsfähigkeit der inneren Kräfte eine Grenze 
giebt, und daß nad Ueberwindung derfelben durch die äußeren Kräfte eine 
Zertheilung der Körper die Folge if. Bei Verwendung der verſchiedenen 
Materialien im Bau: und Maſchinenweſen darf nun dieſe Bertheilung nies 
mals eintreten, die Belaftungen der Körper find deshalb fo gering zu wählen, 
daß die inneren Kräfte noch jeberzeit hinreichende Widerftandsfähigteit befigen, 
um nicht allein die Zertheilung des Körpers durch die äußeren Kräfte zu vers 
hindern, fondern auch noch gewiſſe Sicherheit gegen das Cintreten dieſes 
Grenzfalles zu gewähren. Vor ver Zertheilung des Körpers erfährt derſelbe 
eine Formänderung, die von der Größe der daran wirkſamen äußeren Kräfte 
abhängig ift. Die Fähigkeit der inneren Kräfte, eine derartige Formänderung, 
nachdem die äußeren Kräfte entfernt worden find, wieder aufzuheben, die ver— 
ſchobenen Molelüle des Körpers in ihre urfprünglihe Gleichgewichtslage zu: 
radzubringen, beißt Glafticität, der Widerftand dagegen, den der Körper 
vermöge feiner Cohäfionskraft der Zertheilung entgegengefegt, wird Feſtig⸗ 
teit genannt, " 

Ueberfteigt die Wirkung ver äußeren Kräfte eine gewiſſe Größe, fo wird 
die durch diefelbe hervorgerufene\Formänderung, nah Wegnahme der Kräfte, 
ganz oder theilweife eine bleibende fein, e3 wird dabei ver urfprünglich 
vorhandene Gleichgewichtszuſtand nicht wieder hergeftellt, vielmehr nehmen die 
Moleküle des Körpers eine neue Gleichgewichtslage an, vie hervorgerufene 
Formänderung ift alfo zugleih mit einer Volumenänderung verbunden, d. h. 
die Zertheilung des Körper beginnt bereits. Der Uebergang von ber wieder 
verſchwindenden zur bleibenden Formänderung heißt die Elafticitätögrenze, 
und konnen die Körper, ſo lange die Belajtungen bei venfelben dieſe Grenze 
der Glafticität nicht herworrufen, al volltommen elaſtiſch angejehen wer 
den, bie Körper find dagegen unvolltommen elaftifh für Belaftungen, 
melde nur theilmeife verſchwindende Formänderungen erzeugen. 


Br} Tre Arte Ars Cop 

Tie Ferminterin:, weite tuch ou: mei Belrtems eines ünpers 
veraalait wirt, icwie tie fein eirmenme Zerkiemg webelben Iingt bei 
einer bekimmizn Ferm te} Kirzer: com ter Au zur Were ab, wie bie 
irseren Kite ai tem Kine emriter Bir ziehen Tem gerate Rab: 
färwige Nörper m Barıtk, vos Kar site, miie terk Die Bewegung 
einer im Alsemeizen verixzerliten eva Hite Lie eizer geraden Linie 
im wer Were nrizuren sercht werten, ob tie Slihe rem der Linie in 
jerer Lıge vetzrizteliz im itrem Siremenhe gölzzım wirt. Diele gerade 
Linie in tie Mittellinie, tie Atie bes Arrers, jeder nermile Schnitt 
zur Minelinie wire ein Crerikzitt des Kerrere genmm Tie auf den 
Körper wirtizmen üuberen Sıöite Item RS, wie muhgewirien, water allen 
Umiinten zu einer ini 
webei nikt ausgeitlenem ik, Dub eim cter das andere tiefer Glemente ju 
Null were. Der Erertintenzmismgsrunft, t.i der Angrfpuuh von R, üt 
bei ver Zuiammeniegung ter Kräfte belieiz zu wählen, famn aljo für jeden 
Cuerichnitt des Körpers im Schwerpunkt deñelben angenommen werben. Die 
Krait RB, welche zum Zuerikrin eime beliebige Lage baben kann, läßt ih in 
zwei Compenenten zerlegen, von denen vie eine B, normal zum Querjchnitt 
gerichtet, tie andere ZB, in Richtung reiielben wirfiam if. Tas Kräftepaar 
Qg, in beliebiger Sage zu den veritievenen Uuerihnitten gedacht, läht ſich 
ebeniall3 in zwei auf einander normal jtebente Kräftepaarcomponenten Q, 9ı 
und Qz 92, jerlegen, von denen tie Ebene bes erſteren normal auf der 
neridmittzebene jtebt, tie des letzteren mit ver Querjchnittsebene zufammen: 
fallen jol. Reduciren ji die äußeren Kräfte auf eine ver beiden Kräfte 
RB, und B, oder auf eins ber beiven Kräftepaare Q, q, und Qr 92, To ift 
der Körper auf einfadhe Elafticität und Feſtigkeit in Anjprud genom: 
men, im anderen Falle haben wir es tagegen mit zujammengefeßter 
Glaficität und Feftigleit zu tfun. Die einjahe Glafticität und Zeftigleit 
zerfält hiernach in folgende Unterabtheilungen: 

1) 2afien fi die äußeren Kräfte für jeden Querſchnitt zu einer Reful: 
tante vereinigen, die im Schwerpunlie deſſelben nad Außen ziehen wirkt 
und den Querſchnitt rechtwinlelig ſchneidet, fo erfährt der Körper eine Ver— 
längerung und wirb endlich zerrifien (Fig. 311). Der Widerftand des Körpers 
biergegen heißt die „abfolute over Zug:Glafticität und Feſtigkeit“. 

Fig. 311. Fig. 312. 














2) Wenn diefelbe Rejultante dagegen nah Innen drüdend wirkjam ift, 
fo entfteht eine Verkürzung und endlich ein Zerbrüden de Körpers (Fig. 312); 
der Widerftand wird in diefem Falle „rüdwirkende oder Drud»Glafticität 
und Feſtigkeit“ genannt. 

3) Laſſen fi die äußeren Kräfte für jeden Querſchnitt zu einer Res 
fultante vereinigen, welche durch deſſen Schwerpunkt geht und in ver Duer- 


Einfache Elafticität und Feſtigkeit. 365 
ſchnittsebene liegt, fo kann der Körper in feinen Querſchnitten verſchoben und 
endlich abgefhnitten werden (Fig. 313). Man nennt den Wiverftand, den 

R Big. 313. der Körper hierbei leitet, die „Schub⸗ 
oder Scheer-Glafticitätund Feſtig- 
teit“, 

4) Rebuciren ſich die äußeren Kräfte 

A B für jeden Querſchnitt auf ein Kräfte: 

D paat, defien Ebene normal auf der 

Querſchnittsebene fteht, jo erfährt der 

'p Körper eine Biegung, die bei Ueber— 

f&hreitung der Glafticitätägrenze den Bruch zur Folge hat (Fig. 314). Der 

Körper leiftet hierbei durd feine relative oder Biegungs:Glafticität und 
Feſtigkeit Widerftand. 

5) Sind endlich die äußeren Kräfte durd ein Paar zu erſetzen, deſſen 
Ebene dem zu unterfuchenden Querſchnitt parallel läuft, fo erfahren die Mole: 
Eule de3 Körpers eine Verdrehung um die Achſe, und der Körper wird 
ſchließlich abgevreht ober abgemürgt (Fig. 315). Der fih einer derartigen 
Zerftörung des Körpers entgegenftellende Wiverftand heißt Drehungs: 
Glafticität und Feſtigkeit. 

Fig. 314. Sig. 315. 
R ıP 






e 


? 


Bei der Formänberung eines Körpers nehmen die materiellen Punkte 
deſſelben andere Lagen ein, die Abftände derfelben find aljo einer Veränderung 
unterworfen, welde in Bezug auf beftimmt angenommene Richtungen als pos 
ſitiv oder negativ aufgefaßt werben Tönnen, und melde bei einer befannten 
Belaftung des Körper? in ven einzelnen Punkten, fowie nad den verſchie— 
denften Richtungen verſchieden fein können. In der Verbindungzlinie A B, ver 
beiven benachbarten Punkte A und B eines Körper? (Fig. 316 a. f. S.), möge 
duch die äußere Belaftung die innere Kraft 2 hervorgerufen werden, und dabei 
die Linie A B, gegen ven zu A gehörigen Querſchnitt 7° in geneigter Lage an— 
genommen, die Längenveränderung AB, erfahren haben. Man zerlege p 
in die beiden rechtwinkeligen Gomponenten p, und pa, von denen p, normal 
zur Duerihnittebene F, pz dagegen in Richtung derſelben wirkſam fein 
mag. Bugleih damit zerfällt die Längenveränderung AB, in die beiden 
Componenten AC, und A D,, während die entſprechenden Componenten von 
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3 Ice Kran Aare Capiteil. 

AP zuch A’ una AD ıacweitele merien inlen Bezrihmen wir no 
ven Audemabur des am den Bantt 2 herumisgensen Theile: wer Quer⸗ 
’hmrzebene F mir f, ie wire der Grenz 


Ag 31. 
2 cam A . 
ca Di zes 13 Lariene "7, wem / ES auf 


ee menGh Meine Geiie abnimmt, die 
Rırmılaımzuny des Körpers im Punlte 
A genauut mn iz der Gele durch 6 
begusmet Zugieich beißt wer Grempmwerth 
Vet Tumieuzen FR uuter denelten Soraus- 
BT TTTTTT Temp wie Zamgextialip ng be 
KAöyers im Taufe 4 mn jell dieje durch 
z wiedergegeben werten. BRabreno vie Ymgewnılimammmmgen abiolute Grö: 
ben Kuo, müien vie Rormiiransnıgen, unter Teranijegung, dab die Cin- 
wirtung der Körperiheilten anf nen Pauntt A mom der Seite CB her er⸗ 
folge, im abjoluıe (3u3:) wu rütmwirtenne (Drud-) Spannungen ober 
im eigentihe Spannungen zun Prejiumgen wmieridieben werben, je 
nachden p, die Rıkumy von AC are vie ven CA zeigt Ja Bezug auf 
dieje Umteriheidumgen wird tie Zuzipammmm im der Folge durch 0’, die 
Zrudipannung turh 0” beziitun wernen Sims wie Nermals oder Tan⸗ 
gentialipannungen, für Wie Enpelnen Bazlır de Ricpermerimins glei go, 
fo darf man / beliebig groß wählen, una zwar jept man dann für / bie 
Flächeneinheit, welhe in ven felgeaden Unterjuchungen das Ouabratcentimeter 
fein fell. 
Tie normal zum Querjchnitt F durd vie Einwirkung der äußeren Kräfte 
enttaupene Längenveränderung AC, vertheilt fich auf bie Strede AC und 
08 wi der Örenpoerh bes Lastiexten 4, mern AC His auf eine un 


endlich Heine Länge abnimmt, die Ausdehnung des Körpers im Punkte A 
genannt und mit & bezeichnet. Je nachdem p, nah AC oder CA wirtſam 
ft, wird die Längenveränderung in einer wirklichen Ausdehnung oder in einer 
Bufammenbrüdung beftehen, wofür wir zur Unterjheivung bie Bezeihnungen 
€ und €” wählen wollen. Der von dem Punkte A in der Duerſchnittsebene 
F qurüdgelegte ®eg AD, flellt dagegen die Verſchiebung des Punktes A 
in feinem Duerfhnitt vor. Denken wir zur weiteren Unterfuhung berfelben 
den mit F in unendlich Heiner Entfernung parallel laufenden Duerfhnitt A, 
und bezeichnen den, im unbelafteten Zuftande des Körpers, normal über A 
gelegenen Punkt mit A,, fo geht durd die Verfhiebung die normale Linie 
4, A in vie jchiefe A, D, über. Hiernach nennen wir fpecieller ven Grenz: 


werth des Duotienten am für AA, als unendlich Heine Größe, die Ver⸗ 
1 
fhiebung der Ebene F im Punkte A und bezeichnen dieſe mit y, welcher 
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Bruch ohne jegliches Zeihen in Rechnung zu bringen ift. Erfährt die Linie 
AC in allen ihren Punkten viefelbe Ausvehnung, refp. Zufammenbrüdung, 
fo kann man AC beliebig groß nehmen, und zwar wählt man in dieſem 
Falle dazu die Längeneinheit. Ebenſo darf man bei der Verſchiebung A A, 
glei ver Längeneinheit nehmen, wenn die zwifhen den Ebenen F und F, 
damit parallel gedachten Ebenen in den Durchſchnittspunkten mit der Linie 
4A, dieſelben Verſchiebungen ver Größe und Richtung nad erfahren. 


Die der Glafticitätögrenze entfprehenden Ausvehnungen und Verſchie- 
bungen, die alſo durch die Belaftungen in der Pratis, an feiner Stelle her 
vorgerufen werben dürfen, vielmehr als die Marimalwerthe volllommener 
Elafticität gelten, mögen mit (e’), (x), (Y) bezeichnet werden. Diefe Marie 
malwerthe Können im’ Allgemeinen in einem belafteten Körper von Punkt zu 
Bunkt, reſp. von Querſchnitt zu Querſchnitt veränderlich fein, fie können ſich 
aud, was die Außvehnungen und Zufammendrüdungen anbetrifft, in Bezug 
auf die zu Grunde gelegte Richtung, ob normal oder ſchief zum Querſchnitt, 
als veränderlih ermeifen. Bei homogenen Körpern, d. h. Körpern, die in 
allen Punkten dieſelbe Beichaffenheit haben, wozu wir die verſchiedenen Hölzer 
rechnen, find (2’) und (e”) vom Material und von der Richtung, in ber die 
Längenveränverung vor fi gebt, (Y) dagegen vom Material, von ver bes 
treffenden Ebene und deren Schubrichtung abhängig, Bei ifotropen Kr: 
pern, d. h. folhen, welche in den einzelnen Punkten nah allen Richtungen 
als homogen angefehen werden dürfen, wozu die gegofienen Metalle unbedingt, 
die geſchmiedeten und gewalzten dagegen annähernd gehören, find vie Maximal⸗ 
werthe (2), () und (y) nur vom Material abhängig. 


Die durch äußere Belaftung eines Körpers in demſelben hervorgerufenen 
Normal: und Tangentialfpannungen müfjen, fo lange die Glafticitätsgrenze 
dabei nicht Aberfäritten wird, bei Wegnahme ver äußeren Belaftung die ent 
ftandenen Ausvehnungen s und Verſchiebungen y vollftändig wieder aufzu— 
heben im Stande fein, es muß alſo für jeden Punkt des belafteten Körpers 
zwiſchen 6 und &, fowie zwiſchen z und y eine gewiſſe Beziehung beftehen, 
die aber nur durch Verſuche feftgeftellt werden Tann. Die Erfahrung lehrt 
num, daß die in einem Punkte des Körpers auftretende Spannung 0 von 
einer beftimmten Ausdehnung e in Richtung der Spannung begleitet ift und 


daß der Duotient 2 innerhalb der Elafticitätsgrenze, für pofitive 


und negative Werthe von 6 und s einen conftanten Werth hat, den man 
den Glafticitätsmodul des Materials nennt und mit Z bezeichnet. 
In gleiher Weiſe entfpricht einer beftimmten Tangentialfpannung z eine ber 
ſtimmte Verſchiebung y, beide auf benjelben Punkt der Ebene und diefelbe 


Schubrichtung in derfelben bezogen, wobei fih wiederum der Quotient r 
als conftant berausgeftellt hat, welcher Werth mit C bezeihnet und Schub⸗ 
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368 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 
elafticitätömobul genannt wird. Als Grunpformeln für die Glafticität 
ergeben fih hiernach: 
‘cd 
FemmB....cccree. (1) 


. . ...... (183) 


= 


Die vorftehenden Formeln find zur Berechnung der Spannungen zu be: 
nugen, fo lange fi) der Körper noch innerhalb der Elafticitätögrenge befindet, 
fie behalten aber auch nod für diefe Grenze felbft annähernd Gültigkeit, und 
muſſen bie hier auftretenden Spannungen als vie zuläfiigen Narimalmerthe 
angefehen werben. Diefelben heißen Tragmodul für Zug, Drud und er 
ſchiebung und werben analog dem rüheren mit (0'), (0), (x) bezeichnet. 
Es ift hiernach aljo: 





()=E() 
Ee)} 222220. (134) 
G)=C6@) 


Ueber die Clafticitätsgrenze hinaus hört die Anwendbarkeit der obigen 
Formeln 132 bis 134 auf und muſſen den Unterfuhungen über die Zer— 
theilung der Körper wieder andere Verfuche zu Grunde gelegt werben. Die— 
jenigen Werthe von 0’, 0” und v, melde ver Zertheilung des Körpers ent: 
ſprechen, die durch Zerreißen, Zerbrüden ober Verjchieben vor ſich gehen kann, 
beißen die Feſtigkeitsmodul des Materials und werben in der Folge 
durch X’, K" und T bezeichnet. 


In der folgenden Tabelle I find die Werthe von E, (0’), (0”), K', 
K” und T für die in der Praris hauptfählih zur Verwendung kommenden 
Materialien zufammengeftelt, und beziehen ſich diefelben auf das Kilogramm 
als Krafteinheit und das Duabratcentimeter als Flacheneinheit. Im der 
Tabelle IT ift diefen Werthen dagegen das preußifhe Pfund gleih "2 Kilo: 
gramm als Krafteinheit, und der Duabratzoll als Flächeneinheit zu Grunde 
gelegt. J 
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370 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel 

Die Zahlenwerthe vorjtehender Tabellen find als Wittelwerthe vielfäl- 
tiger Berfuhe an Materialien der verjchiedenſten Tualität anzujehen und des: 
halb mit Borfiht zu benugen. Bei wichtigen Bauauzjührungen müflen daher 
die zur Verwendung lommenden Materialien, in Bezug auf ihre Clafticität 
und Feftigleit einer Prüfung unterworjen werben. Die Zahlen der Tabelle I 
liefern durch Wultiplication mit 13,681 die der Tabelle II. 

Ueber ven SchubsGlafticitätsmodul C liegen directe Verjuhe nicht vor; 
aus genaueren theoretiihen Unterjuhungen über die Schub-Glafticität, mit Be 
nugung der von den bebeutenditen Phyſilern angeitellten Verſuche, ift für 
ifotrope Materialien, alfo für Metalle, folgende Beziehung zwiihen C und E 
in Anwendung zu bringen: 

C=(035UEOM)E. 2... . (185) 

Für Hölzer kann diejer Schub» Clafticitätsmodul nur aus birecten Ber: 
fuchen ber die Drehfeftigleit derjelben entnommen werben, und bat fih 
darnad im Durchſchnitt ergeben für: 

Einheiten: Kilogramm und Einheiten: Pfund und 


Quadrateentimeter. Dnadratzoll. 
c c 
Kiefernholz 7000 96000 
Eichenholz 8000 109450 
Buchenholʒ 12000 164200 


66 Die Belaſtungen eines Körpers bürfen bei praktiſchen Ausführungen nie 
mals fo groß gewählt werden, daß in irgend einem Punkte die Spannungen 
die, in der Formel 134 angegebenen, Marimalwerthe erreihen, vielmehr müflen 
diefe Spannungen jederzeit viel Heiner bleiben. Die erfahrungsmäßig zus 
läffigen Spannungen wollen wir Sicherheitsmodul nennen und mit 
K',K" und t bezeichnen, deren Gröhe gewöhnlich als aliquoter Theil vieler 
Marimalwerthe, oder wo diefelben fehlen follten, als aliquoter Theil ver 
Feſtigleitsmodul angegeben wird. Cine feſte Regel läßt ſich hierfür nicht auf: 
ftellen, da praltiſche Rüdfichten mandherlei Art hierbei maßgebend find, und 
dem Gonftructeur deshalb in den betreffenden Fällen die geeignete Wahl über: 
laſſen bleiben muß. Zür gemwöhnlid benugt man zur Beſtimmung von k 
für Zug und Drud folgende Angaben: 

k= (0,75 biß 0,25) (0) 
k=(035568#006)Kf| "0° 1136) 
Was die zuläffige Tangentialipannung & anbetrifft, fo läßt ſich viele 
blos zu dem Seitigleitsmodul 7 in Beziehung bringen, da der Marimalwerth 
derjelben (7) nicht bekannt ift. Andererſeits läßt fi in Folge theoretiſchet 
Unterfuhungen über die Schubfeftigkeit eine Beziehung zwiſchen k und t ab 
leiten, melde, unter %& den Heinften ver beiden Werthe A’ und &” des ber 
treffenden Materials verftanden, durch folgende Gleichungen wiedergegeben wirt: 
t=(02355800)7] .. . dm) 
t = (0,75 bis 0,8) k . 
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In der folgenden Tabelle (entnommen aus Scheffler: „Theorie der Ger 
wölbe, Juttermanern und eijernen Brüden“) find die in der Praris zus 
* 


Täffigen Werthe von & -£ und &” -+ mit Rüdfiht auf die Verwen⸗ 


dung der Materialien im Bau: und Maſchinenweſen zujammengeftellt, welche 
Zahlen für beide Maßfyfteme gleihmäßig Verwendung finden: 













Bei Rafhinen in ber 

mwegten und Erfätte 

tungen unterworfenen 
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Bei ruhiger Belaftung 


in Gebänden. Vel Bräken. 


Material, 














Schmiebeeifen . 1:2577 
Gußeifen .. . 1:1143 
Hartes Holz. . 1:2698 
Weiches Holz . 1:3939 


Aus dieſer Tabelle ergeben fih z. B. für die im Mafhinenbau zur Ver: 
wendung kommenden Materialien, bei Benupung der aus der eriten Tabelle 
entnommenen Werthe für ven Elaſticitätsmodul Z, folgende Belaftungen 
k' und * pro Flächeneinheit: 








Br Sn | AH eva ug it 
en BE 
I 
a BR LI) 


dig. 317. Bug-Glafticität und Feſtigkeit. Ein 67 
prismatiſcher Körper von der Länge J werde 
am Ende (Fig. 317) dur eine Kraft P, 
welde in Richtung der Achſe wirkſam ift, 
auf abjolute Feſtigkeit in Anſpruch genom⸗ 
men. Der Querſchnitt des Stabes ſei F, 


p & die Längenveränderung DD, = 4 und die 
Belaftung fei fo gewählt, daß die Forms 
a änderung nod unterhalb der Glafticitätss 


grenze liege. Unter diefen Vorausſetzungen 
werden die Normalfpannungen a in den 
24* 


370 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 


Die Zahlenwerthe vorftehender Tabellen find als Mittelmerthe vielfäl- 
tiger Verſuche an Materialien der verſchiedenſten Dualität anzufehen und bed: 
halb mit Vorficht zu benugen. Bei wichtigen Bauausführungen müffen daher 
die zur Verwendung kommenden Materialien, in Bezug auf ihre Clafticität 
und Seftigleit einer Prüfung unterworfen werden. Die Zahlen der Tabelle I 
liefern durch Multiplication mit 13,681 die der Tabelle IL. 

Ueber den ShubsGlafticitätsmodul C liegen directe Verſuche nicht vor; 
aus genaueren theoretiſchen Unterjuhungen über die Schub-Glafticität, mit Be: 
nugung ber von den bebeutenbiten Phyſilern angeftellten Verſuche, ift für 
ifotrope Materialien, alfo für Metalle, folgende Beziehung zwiſchen C und Z 
in Anwendung zu bringen: 

C=(0375680A)E. -...... (13) 

Für Hölzer kann dieſer Schub-Elaſticitätsmodul nur aus birecten Ver: 
ſuchen über die Drehfeftigfeit verfelben entnommen werben, und hat fih 
darnach im Durchſchnitt ergeben für: 


Einheiten: Kilogramm und Einheiten: Pfund und 
Duadratcentimeter. Quadratjoll. 
c c 
Kiefernholz 7000 96000 
Eichenholz 8000 109450 
Buchenholz 12000 164200 


66 Die Belaſtungen eines Korpers dürfen bei praltiſchen Ausführungen nie: 
mals fo groß gewählt werben, daß in irgenb einem Punkte die Spannungen 
die, in der Formel 134 angegebenen, Maximalwerthe erreihen, vielmehr müfien 
diefe Spannungen jederzeit viel Meiner bleiben. Die erfahrungsmäßig zus 
läffigen Spannungen wollen wir Sicherheits modul nennen und mit 
%,Kk" und t bezeichnen, deren Größe gewöhnlich als aliquoter Theil dieſer 
Marimalwerthe, oder wo diefelben fehlen follten, als aliquoter Theil der 
Seftigfeitgmodul angegeben wird. Cine fefte Regel läßt fi hierfür nicht auf: 
ftellen, da praltiſche Rüdfichten manderlei Art hierbei maßgebend find, und 
dem Conftructeur deshalb in den betreffenden Fällen die geeignete Wahl über: 
laſſen bleiben muß. Für gewöhnlich benugt man zur Beſtimmung von k 
für Zug und Drud folgende Angaben: 

=). ...... (80) 
k= (0,25 bis 0,06) K 
Was die zuläffige Tangentialipannung t anbetrifft, fo läßt fi Diele 
blos zu dem Feſtigkeitsmodul T in Beziehung bringen, da der Marimalwerth 
verfelben (r) nicht bekannt ift. Andererſeits läßt fih in Folge theoretifher 
Unterfuhungen über die Schubfeftigleit eine Beziehung zwiſchen k und £ abs 
leiten, welche, unter % den kleinſten der beiden Werthe %’ und &” des be: 
treffenden Materials verftanden, durch folgende Gleihungen wiedergegeben wird: 
t = (0,25 bis 0,05) 7 
t = (0,75 bis 0,8) k aan 
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In der folgenden Tabelle (entnommen aus Scheffler: „Theorie der Ges 
wolbe, Futtermauern und eifernen Brüden“) find die in der Praris zu— 
* 
laſſigen Werthe von e= * ud = E mit Rudſicht auf die Verwen⸗ 
dung der Materialien im Bau: und Maſchinenweſen zujammengeftellt, welche 
Zahlen für beive Maßſyſteme gleihmäßig Verwendung finden: 
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Bei ruhiger Belaftung FIRE 
in Gebanden Bei Brüden. 


Material. 













Ausbehnung) —— 





Auedepnung]| Bananen“ 





Schmiedeeiſen. 
Gußeiſen ... 
Hartes Holz. . 
Weiches Holz . 


= 
5 


Aus dieſer Tabelle ergeben fih z. B. für die im Mafhinenbau zur Vers 
wendung fommenden Materialien, bei Benupung der aus der eriten Tabelle 
entnommenen Werthe für den Elaſticitätsmodul EZ, folgende Belaftungen 
K' und &” pro Flacheneinheit: 
=e' E=520 Kilogr. pro "= 8000 ®fo. pro Zoll 


K 
Zür Schmiebeeifen Fu =" E80 » > =10630 » „ 


j ke E10 » » =190» » 
» Gußeifen k'=r" E=880 » » =12000 » » 
= E= 50 » » = 670» » 

» Holz, hart =" E= 4 » » = 610 » » 
=! E= 4 » » 630 » » 

» Holz, weich — 'E= 33 » » = 450 » » 


Big. 317. Bug-Glaftieität und Feſtigkeit. Ein 


priamatifcher Körper von der Länge J werde 
am Ende (Fig. 317) durd eine Kraft P, 
welche in Richtung der Achſe wirkſam ift, 
auf abfolute Feitigkeit in Anſpruch genom⸗ 
men. Der Querſchnitt des Stabes fei 7, 
p G die Längenveränderung DD, = A und die 
Belaftung fei fo gewählt, daß die Forms 
änderung noch unterhalb der Glafticitäts: 
grenze liege. Unter diefen Vorausfegungen 
werben die Normalfpannungen 6 in den 
24* 


370 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 


Die Zahlenwerthe vorſtehender Tabellen find als Mittelwerthe vielfäl— 
tiger Verſuche an Materialien der verſchiedenſten Dualität anzuſehen und des— 
halb mit Vorfiht zu benugen. Dei wichtigen Bauausführungen müflen daher 
die zur Verwendung kommenden Materialien, in Bezug auf ihre Glafticität 
und Fetigkeit einer Prüfung unteriorfen werden. Die Zahlen der Tabelle I 
liefern durch Multiplication mit 13,681 die der Tabelle IL, 

Ueber den Schub⸗Elaſticitaätsmodul C liegen directe Verſuche nicht vor; 
aus genaueren theoretiſchen Unterfuhungen über die Schub-Elafticität, mit Ber 
nugung der von den bebeutendften Phyſikern angeftellten Verſuche, ift für 
ifotrope Materialien, alfo für Metalle, folgende Beziehung zwiſchen C und E 
in Anwendung zu bringen: 

C=(0375bB0A)E. : ...... (185) 

Für Hölzer kann diefer Schub: Glafticitätsmodul nur aus directen Vers 
fuchen über die Drehfeftigfeit derfelben entnommen werben, und hat fid 
darnach im Durchſchnitt ergeben für: 


Einheiten: Kilogramm und Einheiten: Pfund und 
Duadratcentimeter. Duadratzoll. 
c c 
Kiefernholz 7000 96000 
Eihenholz 8000 109450 
Buchenholz 12000 164200 


66 Die Belaſtungen eines Korpers dürfen bei praftifchen Ausführungen nier 
mals fo groß gewählt werden, daß in irgend einem Punkte die Spannungen 
die, in der Formel 134 angegebenen, Marimalwerthe erreihen, vielmehr müffen 
diefe Spannungen jeberzeit viel Heiner bleiben. Die erfahrungsmäßig zus 
läffigen Spannungen wollen wir Sicherheits modul nennen und mit 
k',k'" und £ bezeichnen, deren Größe gewöhnlich als aliquoter Theil dieſer 
Marimalwerthe, oder wo biefelben fehlen follten, als aliquoter Theil der 
Feſtigleitsmodul angegeben wird. Cine fefte Regel läßt fi hierfür nicht aufs 
ftellen, da praltiſche Rüdfichten manderlei Art hierbei maßgebend find, und 
dem Conftructeur deshalb in den betreffenden Fällen die geeignete Wahl über- 
laſſen bleiben muß. Für gewöhnlich benugt man zur Beftimmung von & 
für Zug und Drud folgende Angaben: 

k = (0,75 bis 0,25) (6) 

k= (0,25 bis 0,05) K 

Was die zuläffige Tangentialipannung t anbetrifft, fo läßt fih dieſe 

blos zu dem Feſtigkeitsmodul 7 in Beziehung bringen, da der Marimalmerth 

verfelben (7) nicht befannt ift. Andererſeits läßt fi in Folge theoretiſcher 

Unterſuchungen über die Schubfeftigleit eine Beziehung zwiſchen k und t ab⸗ 

leiten, welche, unter & den kleinſten der beiden Werthe %’ und &” des be: 

treffenden Materials verftanden, durch folgende Gleihungen wiedergegeben wird: 
t = (0,25 bis 0,05) 7 

t = (0,75 biß 0,8) k asn 


2222. (186) 
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In der folgenden Tabelle (entnommen aus Scheffler: „Theorie der Ger 
wölbe, Futtermauern und eifernen Brüden“) find die in der Praris zus 
* 


* . 
fäffigen Werthe von & =z ud "= 7 mit NRüdficht auf die Verwen⸗ 


dung der Materialien im Bau: und Maſchinenweſen zufammengeftellt, welche 
Zahlen für beide Maßſyſteme gleichmäßig Verwendung finden: 
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Aus diejer Tabelle ergeben fih z. B. für die im Mafhinenbau zur Ver: 
wendung kommenden Materialien, bei Benugung der aus ber eriten Tabelle 
entnommenen Werthe für den Cfafticitätgmodul E, folgende Belaftungen 
k' und k” pro Flacheneinheit: 


=#' E=520 Rilogr. pro ID” 8000 Bio. pro Zoll 





Für Schmiebeeifen K Pr 


s"E=780 » a =10630 » » 

» Guben k'=e E=120 » » = 1630 » » 

e k'—s" E=880 » »  =12000 » ” 

k'=e E= 50 » = Mn » 

» Holz, hart KT" E= 4 » » = 60 » » 

=#E=#6 » » = 60: » 

» Holz, weich nz s'E= 33 » » = 450 » ” 
Sig. 317. BZug-Clafticität und Feftigfeit. Ein 


priömatijcher Körper von der Länge 7 werbe 
am Ende (Fig. 317) durch eine Kraft P, 
melde in Richtung der Achſe wirkſam ift, 
auf abfolute Feſtigkeit in Anſpruch genom⸗ 
men. Der Querſchnitt des Stabes ſei F, 
die Längenveränderung DD, = A und die 
Belaftung fei fo gewählt, daß die Forms 
änderung nod unterhalb ver Clafticitäts- 
grenze liege. Unter diefen Vorausſetzungen 
werben die Normalfpannungen o in ven 
24* 


1-2] 
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32 Dritter Abfceitt. Fünites Capitel 

einzelnen Buntten eines Uueridwirtz cenſtant jeim une fich zu einer Reinfiante, 
vie im Schwerpunkte tes Cuerichnius mmE entgegengeien der Arait 2 
jam ik, zuiswwmeniegen Laien. Zugleib werten and bamit vie 5 
ausdebnungen €’ in ven einzelnen Bunften eines Querſchaitts centant aus: 
fallen mänen. Bir haben biernah für wen Gleichgewictszuiune: 


1 


pP 2 
oe -zmei=Z- 
Hieraus ergiebt ſich, bei Benafung von F. 132: 
P=ZEFl.....2.2.... . (138) 
und mit Rüdfiht auf die größte zuläffige Epamnung P: 
P=FEF.... .... .. (189) 


Rehmen wir ven Querjchmitt F des Körpers gleich 1 Duabrateentimeter 
und fegen 21, jo erhalten wir ans ven heiten Formeln: 

1) Ta Gaftictätsmovul E it vie Velaſtung in Kilogrammen, die im 
Stande if, einen prismatiſchen Körper von 1 7] Querſchnitt um feine eigene 
Länge auözubehnen, worauögejegt, daß dabei die Claficitätägrenze nicht über- 
ihritten were. 

2) Der Sicherheitsmodul P ift die Belaflung in Kilogrammen, die ein 
Körper von 1 [= Luerjgmitt mit Sicherheit zu tragen vermag. 

Im gleicher Weile ift der Tragmodul (0) die Belaftung in Kilogrammen, 
die einem Körper von 1 [J* Duerjdmitt eine Ausvehmmg beibringt, welde 
der Glafticitätögrenze entipridht, und der Feftigleitsmonul A’ diejenige Belaftung 
in Kilogrammen, die einen Körper von 1 []* Querſchnitt zu zerreißen vermag. 

Hat der Körper eine jehr beveutende Länge, fo ift daS eigene Gewicht 
@, das bis jegt vernadhläffigt wurde, in Rechnung zu bringen, und es er- 
fährt für den Fall, daß P und @ nad) verjelben Richtung wirffem find, der 
Duerjdmitt AB im Aufhängepunfte die größte Belaftung =P-+G. In 
dieſem wird daher auch wahrſcheinlicherweiſe das Zerreißen beginnen, weshalb 
man ihn ven gefährliden Duerfähnitt nennt. Für diefe Annahme 
iſt daher: 

P+G=EF. 


Was die Ausdehnung A des Körperd anbetrifft, jo ſetzt fi diejelbe aus 
zwei Längenveränderungen A, und A, zufammen, von denen bie erfte durch 
die Laft P, vie legtere durch das Gewicht G entftanven iſt. Während ſich A, 
n. 3.138 beftimmt, da P für alle Querſchnitte conftant bleibt, fo muß A, mit 
Nüdfiht darauf beredjnet werben, daß die einzelnen Querſchnitte vom Angriffss 
puntte der Kraft P an bis zum Aufhängepuntte, ver Reihe nah, die Gewichte 


h 6, 2a, 2 @... bis @ zu tragen haben. Bezeihnen wir die Dehnung 
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für die Länge - des Stabes in ven einzelnen Querſchnitten mit Ay An 
Ası Ast, fo iſt: 








1 
n-arı, 
ıTEFn 
2 
IE ICHEN 
»TEFn 
3 
- nina, 
se; pr ,tulm 
daher 
11 ze “ 1@ 
ZA=sh=: GH Hr 





d. h. die Ausdehnung des Körpers ift in Folge feines Gewichtes nur halb fo 
groß als diejenige, welche ein gleich großes, am Enbe des Körpers wirlendes 
Gewicht hervorbringen wiirde. Pie ganze Ausdehnung A ift nun: 
1 @+391 
FE 

Drad-Elaftieität und Feftigfeit. Die vorftehenven Refultate laſſen ih 
unter denfelben Borausfegungen auf prigmatiihe Körper, melde eine Kraft: P 
zufammenzubrüden verſucht (Fig. 318), unmittelbar in Anwendung bringen, 

—* 


Fig. 318. da innerhalb ver Glafticitätägrenze 5 =—=Eit. 


z Hierbei ift jedod die Länge Z der Körper fo gering an: 


zunehmen, daß ein Verbiegen berfelben unmöglid er: 
ſcheint, A beveutet dabei die ganze Verkurzung DD, 
de3 Körpers. Es ift demnach: 


P=ErFl...... (188) 
Per... 0. (139) 


Segen wir wieder F=1O" und 4S, fo if: 

1) Der Elaſticitätsmodul diejenige Belaftung in Kilogrammen, die einen 

Körper von 1 LI" Querſchnitt auf Null zufammenzudrüden vermag, voraus: 
gefegt, daß dabei die Elaſticitätsgrenze nicht Aberfchritten wird. 

2) Der Sicherheitsmodul A” diejenige Velaftung in NKilogrammen, bie 

ein Körper von 1 [J" Querſchnitt mit Sicherheit zu tragen vermag. Cbenfo 

ift der Tragmodul (0”) diejenige Belaftung, die ven Körper von 1 [J" Duers 


es 


374 Trirter Abichnitt. Fuuites Ineret. 
hnitt so veit wammentrudt, Soap Sacurd Terate Ne om: 
in, und ver Sonforzmerut Steentie Artaruna m 
einen kerver son | _ ” Tueri vnitt zu zettrugen ermea. 

Ber Nenidüi staenen vewichtes 'r erzieet I2 mM zZeumer 
Wene wie ser ser 4 Jeitiste: 











wenn P une nach derieiben Niztung virtiam fine. Der emigesemgehegter 
Riptung von Pit in ven jermein für Jua- und Trud-Elanic:tät and 
teit P over mit entgegenzeiegtem Jeicen, je nach 2er reluinen Grüße ver 
beiven träfte, in Remmung zu bringen. Aus dem Wertbe um & erñebt ch, 
va Die Seiammtausdehnung oder Perfürzung des Nörmer$ ver Belaſtung 
und ver Lange direct grororrienat, dem Lueridrnitt dagegen umgelehtt yro: 
vortional Üt, dab alie Die Jinzenveränterung mir der Zunahme der Be: 
laitung und Zänge wächit, mit 2er Junabme des Lueridmitts dagegen abmimmt. 
Schub-Elsiticität aud Teitigfeit. Reiultante P uer äußeren Kräfte 

(Fig. 319) liegt in der Ebene des Tuer.cnits F und gebt durch teilen 
Schmwermuntt Ein Zerhiegen tes 











öig. 59. Nörmers ift durch die geringe Länge I 

En denſelben unmöglich gemacht, daher 

J muß bei zu großer Belaſtung eine 
Zertbeilung es Körpers in tem 

} ji x Iueridmitt F, alfa wurd; Abſcheeren 
KIT — — — erfolgen. Jaunerhalb der Claſticitãts- 
‚grenze werben auch bier vie Tangential⸗ 


'  fpammungen # im allen Punkten des 

— Suerſchnitts gleich groß fein, ihre 

Refultante wird durch den Schwer: 

punkt ven F gehen und mit ber 

Kraft P im Gleichgewicht fein. Hieraus 

ergiebt fih auch für alle Punkte des 

Querſchnitt⸗ eine conftante Verſchie⸗ 

Fass Y, welde gleich ver Gejammt: 

us g4 = -4 gefegt werden muß. Wir haben 

hiernach ebenjo wie bei der Zug- Liaficitat und Feſtigleit, wenn wir E mit C, 
K mit vertauſchen: 





verichiebung bes 





P=crh=aErt 222. (138b) 
P=IF=ßkF 2.2.2.0... 0. (1396) 


Relative Elafticität und Feſtigleit. 375 
worin a einen Zahlenwerth zwiſchen $ und 2, ß einen Zahlenwerth zwiſchen 
3 und $ n. 5.135 und 137 bezeichnet, und & ver kleinere ber beiden für 
da3 vorliegende Material mafgebenden Sicherheitsmodul # und &” ift. 

Biegungs-GElafticität und Feftigfeit. Auf einem prismatiſchen Körper, 
der in horizontaler Lage erhalten, wirken, an verfchievenen Punkten feiner 
Achſe, Kräfte, deren Richtungen dieſe Achſe normal ſchneiden und welche mit 
Hinzure_hnung der von den Unterftügungss oder Cinflemmungspunften her⸗ 
rührenden Reactionen unter ſich im Gleichgewicht find. Die Kräfte liegen in 
einer Berticalebene, fo daß aud das Gewicht des Körpers, ala eine vertical 
abwärt3 wirlende Kraft, mit zu dem Syſteme angreifender Kräfte gerechnet 
werden muß. Der Körper erfährt durd die Einwirkung der Kräfte eine Bier 
gung, d. h. die in dem Körper normal zu den Kraftrihtungen angenommenen 
Ebenen, Faſerſchichten genannt, erhalten eine gerümmte Geftalt, und bie 
in den Faferfhichten parallel der Achſe de3 Körpers angenommenen materiellen 
Linien, die Fafern, find nah ver Biegung zu frummen Linien geworben. 
Da die durd die Kräfte an dem Körper bervorgerufenen Formänderungen aber 
bei unferen Unterfuhungen unterhalb der Clafticitätägrenze bleiben follen, fo 
ftellen wir in Betreff ver eintretenden Biegung für die gefrümmten Faſern 
und Faferfhichten folgende Borausjegungen auf, melde als Ausgangspunkt 
für die nothwendigen Rechnungen genommen werben müffen. 

1) Die Fafern des prismatifchen Körpers bleiben aud nad der Biegung 
unter fi parallel und bilven ebene Curven, in den ihnen urfprünglic zuges 
börigen Verticalebenen. Die urſprunglich ebenen Faſerſchichten gehen hiernach 
durch die Biegung des Körpers in cylindriſche, unter fich parallele Flächen über. 

2) Die Querſchnitte des Körpers ftehen vor und nach der Biegung nor: 
mal auf ven Fafern, fie bleiben genaue Ebenen und erleiden weder der Form 
noch der Größe nad) eine Aenderung. 


Es ſeien in der Verticalebene der einwirkenden Kräfte, AC und A, C, 
(Fig. 320, a. f. ©.) die Durchſchnittslinien zweier aufeinander folgender Quer⸗ 
ſchnitte F und F, mit diefer Ebene, und zwar in der Lage, nachdem die 
Biegung des Körpers vor fih gegangen. Die einzelnen Faſern in biefem 
Längenſchnitt des Körper haben theils eine convere, theils eine concave 
Krümmung bei der Viegung des Körpers erfahren, und zwar geht bie con: 
vere Krümmung von oben nah unten allmälig in die concave Krümmung 
über. Mit ver converen Krümmung ift aber eine Ausdehnung der betreffenden 
Safer verbunden, während die concav gelrümmte zufammengebrüdt worden 
ift. Da nun die einzelnen Faſern nad der oberen Begrenzung des Längens 
ſchnitts hin eine Ausdehnung, nad der unteren eine Zufammendrüdung erfahren, 
fo muß fih innerhalb des Langenſchnitts eine Faſer finden, die den Weber: 
gang zwiſchen Ausdehnung und Zufammenbrädung vermittelt, die alfo ihre 
urfprünglice Länge bei ver Biegung des Körpers behält. Diefe Faſer MM, 
heißt die neutrale Fafer, und da ſich in jedem verticalen Schnitt des 
Korpers daſſelbe zeigt, jo ift in jedem gebogenen Körper eine neutrale 
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Zaieritiht anjunchmen, welie an: Fiemm jwinmmengeiegt genadt werben 
ann, tie ibre rrar al: de Linge bei der Diegaaz des Ninpers behalten. 
Tie frumme Uinie, welbe von verjenizen mewiralen jsuier gebilxet wire, 

in dem tie Arzitrifiungen entbal: enden Berritihuin des Nürpers liegt, beißt 
elakiite Linie, une der Tut‘: Fehr 
puren AC md A,C, ik ver Arimmunzimicelpunh des Clemens MM, 
ver Asien Linie. Tie Durtieriunsinie GH zwüher wer wertzalen Safer 
ifift une tem Luerfrit F wire neutrale Atije gemamnt, während bie 











Fis 320. 





Durchſchnittslinie A C des Querſchnitis mit dem die Kraftrichtungen enthal: 
tenden Längenfhnitt, Querſchnittsachſe heißt. Die letztere enthält ven 
Schwerpunkt des Querſchnitts. In Folge der Vorausfegung, daß die Quer: 
ſchnitte bei der Biegung ebene Figuren won conftanter Größe und Form 
bfeiben follen, folgt, daß die Ausvehnungen, reſp. Zufammendrädungen der 
einzelnen Faſern ihren Entfernungen von ber neutralen Faſerſchicht proportional 
find, und daß die Punkte eines Querſchnitts, welhe in einer mit GH ya: 
rallelen Linie NL liegen, gleiche Längenveränberungen erfahren. Dafielbe 
Geſetz gilt für die in den einzelnen Faſern, refp. Punkten durch die Längen: 
veränberungen hervorgerufenen Spannungen, wobei zwiſchen ber auftretenben 
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Längenveränderung & und der zugehörigen Spannung 6 jederzeit die in 
5. 132 angegebene Beziehung 6 = Es zu benugen ift. Bezeihnen wir die 
in der oberften Faſerſchicht AA, entftandene Ausdehnung mit 8’, Die zuge: 
hörige Spannung mit 0’ und ebenfo die in ber unterften Faſerſchicht CC, 
auftretende Zufammendrüdung mit &”, die zugehörige Prefjung mit 0”, fo 
find #, €", 0',0" relative Maxima für die in dem Querſchnitt auftretenden 
Ausvehnungen, Bufammendrüdungen, Spannungen und Preflungen. 

& fei A,C, die Lage des Duerfänitt® F im umbelafteten Zuftande des 
Körpers, und es werde MA=e', MC—e", ver Krammungsradius MO=g 
und die urfprünglihe Länge MM, des Zaferelementes —= A geſetzt, fo iſt 
für jeden Punkt ver Linie NZ, in der Entfernung 7 von der neutralen 
Achſe, ze 
trafen Achſe, bei einem pofitiven 77 eine Ausdehnung, unterhalb der neutralen 
Achſe, bei negativem 7 dagegen eine Zufammenbrüdung vorftellt. Aus ver 
Figur ergiebt fih: 





die betreffende Längenveränberung &, welche oberhalb ver neu⸗ 











ER _AL_A_C 
m 7 
KRg:R_ AA: CO:R_ 1 
m ne gr > 
daher: 
s_ Ed 1 
—. . . .... . .. (40) 


woraus ſich die betreffende Längenveränderung für die einzelnen Faſerſchichten 
berechnen läßt. Die zugehörige Spannung ift: 


GEBEN... m) 


Zur Aufftellung der Gleichgewichtsbedingungen, zwiſchen den äußeren 
Kräften und den in irgend einem Duerfhnitt F hervorgerufenen Span: 
nungen und Preſſungen, denken mir den Körper in dem Querſchnitt zers 
ſchnitten und das eine Stüd de3 Körpers mit feinen vorhandenen Belaftungen 
durd Kräfte erfegt, die in den einzelnen Punkten des Querſchnitts wirkſam 
find. Es ift dabei gleichgültig, welhen Theil des Körpers mit feinen Bes 
laftungen man beibehält, da die ſämmtlichen äußeren Kräfte unter fih im 
Gleichgewicht find und daffelbe durch Einführung der an dem Duerfhnitt wirt: 
jamen Kräfte, nach Wegnahme des einen Körpertheils, wieder hergeftellt wird. 
Die bei diefer Unterfuhung beibehaltenen äußeren Kräfte heiken das Syitem 
der äußeren Kräfte für den in Betracht gezogenen Querſchnitt F 
und ift daſſelbe im Allgemeinen für die verfhiedenen Querſchnitte veraänderlich. 
Es ftelle ACPQ (Fig. 321, a. f. ©.) den durch die Belaftung gebogenen, 
mit dem Syſtem der äußeren Kräfte verfehenen Körpertheil vor, Z fei deren 
Refultante, MN vie elaftiiche Linie und 40 der in Betracht zu ziehende 
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Querjchnitt. Die an demjelben anzubringenven, das fehlende Körperftäd er: 
feenden Kräfte find a) die in Richtung der Faſern auftretenden Spannungen 
und Prefiungen, welde jämmtlid parallel find und fi zu einer Spanntraft S 
und einer Trudfraft D vereinigen 
laflen; b) die in den einzelnen 
Buntten des Querſchnitis auftretenden 
Schubträfte, die ebenfalls als parallel 
anzufehen find und durch bie ben 
Schwerpunlt des Querſchnitts ans 
greifende Refultante W erjegt werben. 
Die in Betracht zu ziehenden Aräfte 
S, D, V und R liegen in einer 
Ebene und erforbert deshalb ber 
Gleihgewihtäzuftand drei Bedingun: 
gen. Bezeidmet ꝙ den Winel, ven 
vie durch die Biegung veränderte 
Querſchnittsebene mit ihrer uriprüng: 
lien Lage bildet, ift ferner M 
der Coortinatenanfangspuntt, AC 
die Richtung der einen Achſe, fo er: 
häft man: 





1) V—-Rospg=0 
2) S-D—Reng=0 
3) Br—Ss—Dd=0. 

Von der erften Gleichung können wir glei abjehen, da fie jederzeit er⸗ 
fült ift, wenn wir, wie bier vorausgefegt wird, ben Körper lang genug 
wählen, fo daß kein Abfcheeren in dem Duerfhnitt erfolgen lann. Ferner ift 
die innerhalb der Glafticitätögrenze erfolgende Biegung fo gering, daß wir 
sin p annähernd glei Null fegen dürfen, weshalb ſich die obigen brei Gleich- 
gewichtsbedingungen auf folgende zwei rebuciren: 

Ss—-D=0 
Br—Ss—Dd=0. 

Es ift, unter /, ein Element de3 Querſchnitts 7 verftanden, S= if, 0, 

und mit Benugung von Formel 141: 


E 
= TER 


Gbenfo it D= = Z/,n, worin m fi auf die unterhalb der neu- 


tralen Achſe liegenden dlächenelemente bezieht. Die erfte der Gleichgewichts- 
bedingungen erhält vemnad die Form: 


ERN=O nn (2) 
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worin 77 mit pofitivem oder negativem Zeichen, je nach der Lage der Flächen: 
elemente, in Rechnung zu bringen if. Aus der Gleihung folgt: If, N =0, 
d. h. aber, die neutrale Achſe muß in dem Querſchnitt eine ſolche Lage haben, 
daß die algebraifhe Summe der Momente der Flächenelemente, auf dieſe 
Linie bezogen, gleih Null werde. Dies ift aber nur der Fall, wenn bie 
neutrale Achſe durch den Schwerpunkt des Querſchnitts geht. Wir erhalten 
hiernach als erſtes Gejeg: Die elaftifhe Linie ift der geometriſche 
Drt der Schwerpunkte aller Querſchnitte des Körpers, fie iſt die 
gekrümmte Adfe, die Mittellinie des Körpers. 


Bir haben weiter Ss= EZ, 0n= = Zfn?, und ebenfo ergiebt 
ſich Dda= rn Zf,n?, daher als zweite Gleichgewichtsbedingung: 
Br= Em 


worin fi 7 auf alle Flächenelemente des Querſchnitts F bezieht. Der Aus: 
deud 2/, 72 ift allein von der Querſchnittsform abhängig und mit Hülfe 
höherer Mathematik für die in der Praris vorkommenden Querſchnitte zu bes 
rechnen. Derjelbe wird dad Trägheits moment des Querſchnitts ges 
nannt und in der Folge mit J bezeichnet. Erſetzen wir no das Moment 
Rr ber Mitteltraft allgemein durch das Moment Qg des Syſtems der äußeren 
Kräfte für den in Betracht gezogenen Querſchnitt, fo ergiebt fih: 


EJ 
Qı= 
ler ve 7‘) 
oder 
eQq=EJ 


E 
worin Er das Spannungsmoment des unterſuchten Querſchnitts genannt 


wird. Beſteht der Körper aus demfelben Material und ift derfelbe, wie voraus: 
gefeßt wurde, prismatiſch, fo ift das Product EJ und damit gQg für alle 
Duerfnitte conftant. Das letztere Product gQyg befteht aber aus zwei 
veränderlihen Factoren g und Qg, die aljo in der Beziehung zu einander 
ftehen, daß einer Zunahme von g eine Abnahme von Qg und umgefehrt 
entfprit. Indem man ben Körper in Bezug auf diefe Veränderlichkeit ver 
beiden maßgebenden Zactoren in den einzelnen Duerjhnitten einer Unter 
fuhung unterwirft, kann für einen oder mehrere berjelben g ein Minimum 
und Qg dadurch zu einem Marimum werben. Diefer betrefjende Querſchnitt 
wird, da bier die elaftiihe Linie am ftärkjten gekrümmt ift, wahrſcheinlicher⸗ 
weife zuerft feinen Zuſammenhang aufgeben, in ihm wird die Zertheilung 
des Körpers beginnen, und er wird deshalb der gefährliche Querſchnitt ge 
nannt. Handelt e3 fih um die Berechnung der Dimenfionen eines belafteten 
Körpers, fo wird man, nad Aufitellung der Gleihung 143 den gefährlichen 
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Querſchnitt. Die an demfelben anzubringenden, dad fehlende Körperftüd er« 

fegenden Kräfte find a) bie in Richtung ber Fafern auftretenden Spannungen 

und Prefiungen, welche ſammtlich parallel find und ſich zu einer Spanntraft S 

Fig. 321. unb einer Drudfraft D vereinigen 

v laſſen; b) die in den einzelnen 
Bunkten des Querſchnitts auftretenden 
Schubkrafte, die ebenfalls ald parallel 
anzufehen find und dur die den 
Schwerpunft des Querſchnitts ans 
greifenbe Refultante V’ erfegt werben. 

p Die in Betracht zu ziehenden Kräfte 
S, D, V und R liegen in einer 
Ebene und erfordert deshalb der 
Gleichgewichtszuſtand drei Bedingun⸗ 
gen. Bezeichnet ꝙ den Winkel, den 
die durch die Biegung veränderte 
Querſchnittsebene mit ihrer urjprüng- 
lihen Lage bildet, ift ferner M 
der Coorbinatenanfangspunlt, AC 
die Richtung der einen Achſe, fo er- 
hält man: 





1) V—Rospg=0 
2)S-D—Reng=0 
3) Rr—Ss—Dd=0. 

Bon der erften Gleihung können mir gleich abfehen, da fie jederzeit er: 
fallt ift, wenn wir, wie hier vorausgeſetzt wird, ven Körper lang genug 
wählen, fo daß kein Abjcheeren in dem Duerfhnitt erfolgen kann. Ferner iſt 
die innerhalb der Glafticitätögrenze erfolgende Biegung fo gering, daß wir 
sin p annähernd gleih Null fegen vürfen, weshalb ſich die obigen drei Gleich: 
gewichtsbebingungen auf folgende zwei rebuciren: 

S—-D=0 
Rr—Ss—Dda=0. 

Es ift, unter /, ein Element de3 Duerfhnitt3 FF verftanden, S = if, 0, 

und mit Benugung von Formel 141: 


E 
s= En 


Ebenſo it D= * Zn, worin ſich auf die unterhalb der neu— 


tralen Achſe liegenden Flächenelemente bezieht. Die erfte der Gleichgewichts: 
bebingungen erhält demnach die Form: 


z Enn=0 von... (142) 
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worin 77 mit pofitivem ober negativem Zeichen, je nach ber Lage der Flächen: 
elemente, in Rechnung zu bringen if. Aus ver Oleihung folgt: Zfı 7 =0, 
d. h. aber, die neutrale Achfe muß in dem Querſchnitt eine ſolche Lage haben, 
daß die algebraifhe Summe ver Momente der Flächenelemente, auf dieſe 
Linie bezogen, gleih Null werde. Dies ift aber nur der Fall, wenn bie 
neutrale Achſe durch den Schwerpunkt des Querſchnitts geht. Wir erhalten 
hiernach als erſtes Gejeg: Die elaftifhe Linie ift der geometrifhe 
Drt der Schwerpunkte aller Duerjhnitte des Körpers, fie ift die 
gekrümmte Adfe, die Mittellinie des Körpers, 


Bir haben weiter Ss= Ef, on = rn Zfn?, und ebenfo ergiebt 
ih Da= rn Zfı n?, daher als zweite Gleichgewichtsbedingung: 
Br= Em 


worin fih 77 auf alle Flächenelemente des Querſchnitts F bezieht. Der Aus: 
drud 2/7? ift allein von der Querſchnittsform abhängig und mit Hülfe 
höherer Mathematik für die in ber Praris vorkommenden Querſchnitte zu bes 
rechnen. Derjelbe wird das TrägheitSmoment des Querſchnitts ges 
nannt und in der Folge mit J bezeichnet. Erſeten wir nod das Moment 
Rr ver Mittelfraft allgemein durch das Moment Qg des Syftems der äußeren 
Kräfte für den in Betracht gezogenen Querſchnitt, fo ergiebt fih: 


EJ 
Q9=— 
ler ve . . . . . . . . . (a8) 
oder 
eQq=EJ 


EJ 
worin — ba3 Spannungsmoment des unterjuchten Querſchnitts genannt 


wird. Beſteht der Körper aus demfelben Material und ift derfelbe, wie voraus— 
gefegt wurde, primatifh, fo ift das Product EJ und damit gQg für alle 
Duerfnitte conftant. Das letztere Product 9 Qg befteht aber aus zwei 
veränderlihen Factoren g und Qg, die aljo in der Beziehung zu einander 
ftehen, daß einer Zunahme von g eine Abnahme von Qg und umgefehrt 
entſpricht. Indem man den Körper in Bezug auf dieſe Veränderlichkeit ver 
beiden maßgebenden Factoren in den einzelnen Querſchnitten einer Unters 
ſuchung untertirft, kann für einen oder mehrere berfelben g ein Minimum 
und Qg dadurh zu einem Marimum werden. Diefer betreffende Querſchnitt 
wird, da bier die elaftiihe Linie am ftärkiten gekrümmt ift, wahrideinlichers 
weife zuerft feinen Zufammenhang aufgeben, in ihm wird bie Zertheilung 
des Körpers beginnen, und er wird be&halb der gefährliche Querſchnitt ges 
nannt. Handelt es fih um die Berechnung der Dimenfionen eines belafteten 
Körpers, fo wird man, nad Aufftelung der Gleihung 143 ven gefährlichen 


378 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 


Querſchnitt. Die an demfelben anzubringenden, das fehlende Körperftüd er- 

fegenden Kräfte find a) die in Nidtung der Faſern auftretenden Spannungen 

und Preflungen, welche ſammtlich parallel find und ſich zu einer Spanntraft S 

ig. 321. unb einer Drudfraft D vereinigen 

v laſſen; b) die in den eingelnen 
Bunkten des Duerfhnitts auftretenden 
Schubkrafte, die ebenfalls als parallel 
anzufehen find und durd die ben 
Schwerpunkt des Querſchnitts ans 
greifende Reſultante 9’ erjept werden. 

p Die in Betracht zu ziehenden Kräfte 
S, D, V und R liegen in einer 
Ebene und erfordert deshalb ver 
Gleichgewichtszuſtand drei Bedingun⸗ 
gen. Bezeichnet ꝙ den Winkel, ven 
vie durch die Biegung veränderte 
Querſchnittsebene mit ihrer urſprüng⸗ 
lichen Lage bildet, iſt ferner M 
der Coordinatenaufangspunkt, AC 
die Richtung der einen Achſe, fo er 
hält man: 





2) V—-Rospg=0 
2) S-D—Reng=0 
3) Rr—Ss—Dd=0. 

Von der erften Gleihung können wir gleich abjehen, da fie jederzeit er—⸗ 
fünt ift, wenn wir, wie bier voraußgefeßt wird, ven Körper lang genug 
wählen, fo daß kein Abſcheeren in dem Querſchnitt erfolgen Tann. Ferner ift 
die innerhalb der Glafticitätägrenze erfolgende Biegung fo gering, daß mir 
sin p annähernd glei Null ſetzen vürfen, weshalb fih die obigen drei Gleich: 
gewichtsbedingungen auf folgende zwei reduciren: 

S—-D=0 
Br—Ss—Da=0. 

Es ift, unter /, ein Element des Querſchnitts F verftanden, S = Zf, 6, 

und mit Benugung von Formel 141: 


E 
s= Zehn 


Ebenſo ft D= = Zn, worin 7 fi auf die unterhalb ber neu: 


tralen Achſe liegenden Flächenelemente bezieht. Die erfte der Gleichgewichts- 
bebingungen erhält demnach bie Form: 


z Ehn=0 Veen. . (12) 
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worin 77 mit pofitivem ober negativem Zeichen, je nach ber Lage der Flächen: 
elemente, in Rechnung zu bringen iſt. Aus der Gleichung folgt: 2, n=0, 
d. h. aber, die neutrale Achfe muß in dem Querſchnitt eine folhe Lage haben, 
daß die algebraifhe Summe ver Momente der Flächenelemente, auf dieſe 
Linie bezogen, glei Null werde. Dies ift aber nur der Fall, wenn bie 
neutrale Achfe durd den Schwerpunkt de3 Querſchnitts geht. Wir erhalten 
biernah als erftes Gefeg: Die elaftifhe Linie ift der geometrifdhe 
Drt der Schwerpunkte aller Duerfhnitte des Körpers, fie ift die 
gefrümmte Achſe, die Mittellinie des Körpers. 


Bir haben weiter Ss= Z/, 07 = r Zfn?, und ebenfo ergiebt 
fd Dd — Zi, n?, daher als zweite Gleichgewichtsbedingung: 
Br= zum 


worin ſich 7 auf alle Flächenelemente des Querſchnitts Fe bezieht. Der Aus: 
druck 2/7? üft allein von der Querſchnittsfotm abhängig und mit Hülfe 
höherer Mathematik für die in der Praxis vorlommenden Querſchnitte zu bes 
rechnen. Derjelbe wird das Trägheits moment des Querſchnitts ge 
naunt und in der Folge mit J bezeichnet. Erſehen wir noch das Moment 
Rr ver Mitteltaft allgemein durch das Moment Qg des Syftems der äußeren 
Kräfte für den in Betracht gezogenen Querſchnitt, fo ergiebt ſich: 


EJ 
Q4=— 
Bl... 22er. (48) 
oder 
eQq=EJ 


EJ 
worin — da3 Spannungsmoment ded unterjuhten Querſchnitis genannt 


wird. Beſteht der Körper aus demfelben Material und ift dverfelbe, wie voraus: 
geſetzt wurde, prismatiſch, fo ift daS Product ZI und damit g Qg für alle 
Querfänitte conftant. Das legtere Product g Qyg beiteht aber aus zwei 
veränderlihen Factoren g und Qg, die alfo in ver Beziehung zu einander 
ftehen, daß einer Zunahme von g eine Abnahme von Qg und umgelehrt 
entfpridt. Indem man den Körper in Bezug auf diefe Veränderlichkeit ver 
beiden maßgebenven Factoren in den einzelnen Querſchnitten einer Unters 
fugung unterwirft, fann für einen oder mehrere derſelben g ein Minimum 
und Qg dadurch zu einem Marimum werden. Diefer betreffende Querſchnitt 
wird, da bier die elaftiiche Linie am ftärfiten gekrümmt ift, wahrſcheinlicher⸗ 
meife zuerft feinen Zufammenhang aufgeben, in ihm mird die Bertheilung 
des Körpers beginnen, und er wird deshalb der gefährliche Querſchnitt ges 
nannt. Handelt e3 fih um die Berechnung der Dimenfionen eines belafteten 
Körpers, fo wird man, nah Aufftellung der Gleihung 143 den gefährlihen 


380 Dritter Abſchuitt. Fünfte Eapitel. 
Querſchnitt zu fuchen und für biefen die weitere Rechnung auszuführen haben. 
Für den gefährlichen Querſchmitt ik demnad die Ausgangsgleihung: 





EJ 
Maz gg 
Nach den Formeln 140 und 141 ift 
ıi_._10e 
e ‘Er 

ee . 
ı_f_1e 


Tat mie ar 
worin 0’ und 0’ die Spannung und Brefjung in den äuferften Faſerſchichten 
des betrefjenden Querſchnitts bedeuten. Dem Minimum von g entipricht hier 
nad das Marimum von 0’ oder 0”, je nachdem das Material dem Zuge 
oder dem Drude größere Widerſtandsfähigleit entgegenfeßt, wofür wir mit 
Bezug auf die Verwendung in ber Praris X’ oder k” fegen dürfen. Es 
iſt hiernach, Max Qg durch (Qg) bezeichnet, für den gefährlihen Querſchnitt: 


Y 4 
(29 * een. (1) 
ed 
gi 
Diefe Gleihung heißt das Widerftand&moment des Körpers in Be: 
zug auf den seiöheihen Duerfänitt, und zwar ift der Meinere der beiden 
Werthe F — ober — FEN Berechnung der Querſchnitisabmeſſungen zu 
benugen. 


Bei der Berehnung des Trägheitsmomentes / von zufammengefepten 
Querſchnitten ift es oftmal3 notwendig, das Trägheitsmoment zuerſt für 
eine mit der neutralen Achſe parallel laufende Linie zu berechnen und dann 
erſt die Reduction auf die neutrale Achſe vorzunehmen. 3 fei (Fig. 322) F 


Fig. 322. 
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ein beliebiger Querſchnitt, S fein Schwerpuntt, AB die neutrale Achſe und 
CD eine mit diefer in ber Entfernung d gezogene parallele Linie. Bezeihnen 
wir das Trägheitsmoment des Querſchnitts für CD mit J,, fo ift für die 
oberhalb A B gelegenen Zlädenelemente f1,/2, /s- +, die Entfernung von 
CD=d-+n, für die unterhalb AB gelegenen fy', Ja, Ja + dagegen 
d—n, daher: 

A=2h(d+m’+ ZA (dm? 

AZ P+Zh Pt +2) 

+24 (ZA1n-ZAm- 


Die beiden erſten Summanden liefern das auf die neutrale Achſe AB 
bezogene Trägheitgmoment J, der Factor de3 dritten Summands ift gleich der 
Summe aller Flädhenelemente, alſo gleih dem Inhalte 7 de Querſchnitts, 
und ber vierte Summand verſchwindet durd ben eingellammerten Factor, da 
die algebraiſche Summe der Momente der Flächenelemente für die Schwers 
punktzachfe Null ift. 

Wir haben hiernach: 

N=IHRF 2.2.2220. (16) 


Die Werthe von J und I ‚ unter e bie Entfernung der äußerften 


Faſerſchicht von der neutralen verftanden, find für die in der Praris in An- 
wendung kommenden Querſchnitisformen in ber folgenden Tabelle zufammens 
geftellt: 


Dreied, augleichfeitig 


RXNV 


* 





|C 


Scheck, 
regelmäßig 
x 





Näherungsformeln für 
ein reguläres Polygon, 
Anzahld.Seiten beliebig. 
F= Flacheninhalt 

r= Radius des einge.) 


= 


ſchriebenen Kreifes.l- 





105413 r* 


ir:F 


eine Seite ho⸗ 
rizontal 


eine Seite ver⸗ 
tical 


beliebig 


u. 


ir 


3 





Abk 


0,625 7? 


05413r° 


Trãgheitsmomente. 
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— — m — —— — 





10. 


11. 


12. 


13. 


Form 
des 
Querſchnitts. 


Halbkreis 


d 








Hohles Quadrat 


2 


Hohles Rechter 








Stellung des 
Berth Querſchnitts 
für . zu dem verti⸗ 
calen Drude. 





beliebig 


der Durch · 
0,00687 d* meſſer 
horizontal 








0,02454 d« | der Durch- 
meſſer verticatl 


Eure egrofie Achſe 
4 Horizontal 


leine Seite ho⸗ 
rizontal 


1 G-a 


eine Diagonale 
horizontal 


die Seiten db, 
1a (ıhı—behz®)| und d, Hari» 
zontal 








4d 


0,2878 a 


1 


Ex 


ta V2 


sh 





Wert für]. 


0,023875 d* 


0,0490875 d* 


Lab 











Beh’—k) 





#6h’t+bh) 


18. 0,091 (di 4,9) 
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Stellung des Duer- J 
ſchnittes für den Werth für e. Werth für = 
verticalen Drud. 





die beiden horizontal 
liegenden Theile können 4h 
fi nicht nähern 








der Ballen des T iR |; dh? —behe?| | (bikı?— ba ha ?)? — Abıhzbz ha (kı — Aa)? 
horizontal um—b5h, |® 5h3—b, A? 


die Mittelrippe if 


b hd — be hy? 
vertical ih er 
die Mittelrippe ift ih di ht + br ha? 
vertical * s hı 
beliebig ad 
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En Tore Erde Fannes Snmel 
„m jeigerner wier we per Bemimng mon ron ag Fre 
:2 u Irene Ixpempe 2e& gesmtügen 
Tier ve iinp Ie ameıse mr \ zubli die nt: 
mer Äcimmmeizet Jreit 0 Dem OUeTmmer zwermer. Tab tie 
di me De Teer SorgnmgLstpeziswen gt: 
a sza nd Ye sa a a une Inter weten Ve 
afınger ur 113 Bemöt '; 1e& V ns me über ne Size l gleich⸗ 
ai semieiz im sr ı Beiftizpog mpger, me wir die Be 
aſtuag ges Zingerztier ned z &2IComm onrermer. ven 7—p ließen. 
zZ. ı Te Kia una m 
zu Ex 4 wer or za nen 
> Em B me ink P ı*y 323). 
Fir zone beliebigen Cueriänitl, 
l Te zueigen Örertizutem jeine 
Scurersurtes wi 2 mb y be 
















; E geidme, aebei wur Derigemiale AC 
72 »P x: X: 4’e wur tie darch A gehende 
Taraie 3 T.⸗ Achie angenommen 


iã des Spummungdmoment: 
= oa. 
Ter Perth deielben wire für r—0 am größten, e& iR daher das 
Ziterisursmement: 
(9)=Pi+4jpr=Pi+4GI 
und ver Cxerifnitt am Ginflemmungspuntte A ver gefährliche, die Brechungs⸗ 
ebene, und deshalb die Gleichung zur Berechnung ver Abmefjungen des Körpers: 
PI+461=:2, 
e 


A ı k 
Me in en mann u a KB 
over Eu bennpen if. 


Beredinet man den Arümmungsrabius g mittelt höherer Mathematit, 
fo liefert die Gleihung für das Spannungsmoment das Mittel, die Ber 
ziehungen zwiſchen den Eoorbinaten z und y irgend eines Buntes der elaftiz 
ſchen Linie, d. h. deren Gleihung, zu finden. Es ijt diefelbe: 


2? (6P—Alr4.a?), 


EI 
v 20 








pe Ba +0 


Relative Efafticität und Feftigfeit (erfter Fall). 387 
Hieraus ergiebt ih für =] die Durdbiegung s, am Ende B, 
d. i. der Marimalwerth von y: 
_BP+}G 
am cH 
a) Iſt die am Ende wirkſame Laft P bedeutend größer alt das Gewicht 


G, fo tann man @ vernadjläfigen und wir haben dann: 
EJ 





Spannungsmoment: Pli—:)= > 
Widerſtandsmoment: Pl=k Z, 
Tragkraft: P=4 k Z, 
2 (31—. 
Gleichung der lafifgen Linie: EJy=P zum, 
Be up 
Durdbiegung: s=zE7 


b) Iſt dagegen die Laft P am Ende gegen die gleihmäßig vertheilte 
Laſt @ zu vernadläffigen, fo ergiebt fih: 


Spannungsmoment: 3p (i— 2)? = =, 
Biderftandsmoment: yG01=k Z, 
Tragkraft: G= . k Z, 
2(612— Po 
Gleichung der elaſtiſchen Linie: EIy = ee, 
. _2@ 
Durchbiegung: 35 


Eine Vergleichung der beiden Reſultate liefert für denſelben Körper: 


BVerhältniß der Durdbiegungen: a = 
s 
Verhaͤltniß der Tragkräfte: 2 =} 


<) Sind außer der gleihförmigen Laft @ mehrere Laften P,, Pa Ps‘ *-, 
in den Entfernungen a, @y, ag» von dem Einklemmungspunkte A wirt: 
jam, fo bleibt ver leptere der Bruchpunkt, und es ift deshalb für diefen das 
BWiderftandsmoment: P 


1014 a +Ba+ Ba +. =kl 


401+ ZPa=kl. 


2) Der Balten ift an beiden Enden A und B unterftügt und trägt in 
25° 


338 Dritter Abjcain. Fünfıns Sept 
ver Gntiermung a von tem Grie A. im Fiıke (ww Sk Fig 320 
Tie Reactienen ver Uzterkä ‚ehe iccen ms A zu B Ben wen: 


den, un für I—a mweilen wir 5 ifreiken. €: ie: A=45HP7 Per 





B=46 + PZ- Tie Hetizeniale wirt für ule Cam pertisea 
* 224 








ir 
A und C ala X:Atie, für die zwiihen B war C zur Unierkbeitemg als 
Z:Adyje angenommen, wihrend vie Verticalen m A uud B vie Y-Abien 
liefern, indem einmal A als Coordinaten-Anfangepunlt, für vie Unteriachung 
des Stüdes BC der elaftihen Linie dagegen, B als Anjungspuaft ange: 
nommen wird. Hiernach erhalten wir: 
Fär die Tuerſchnitte zwiſchhen AuC.! Für die Duerſchnitie zwiiden Bu.C. 
Spaunnungsmoment: Qg: Spaunungemoment: Qg: 
EJ EJ 
Bil-2)—P(a—2)-}p(l-2)? 7 AU) PB) 4plt)?= 7 
ve: NFAMæAA Ge oꝛer Paz Ha 
Der Klammerausdrud wird ein Mari- Der Alammerausprud wird ein Mari: 








mum rr=n= 


aber die Bedingung haftet, daß z, Salaber die Bedingung haftet, daß z, < 5 








jein muß, fein muß, 
16 a 
PEFIGIS, ya aie ——— — 

P —b r u P_b— J * 
Sg wobei a > bein | G<_", wobei 5 > ſein muß, 
DasBWiverftandsmomentfürdenQuers| Das Widerſtandsmoment für den Quer⸗ 

ſchnitt in der Entfernung x, iſt: fchnitt in der Entfernung z, ift: 
= = «I und für den Quer⸗ == k Eh und für den Quer⸗ 
2p e 2p e 


ſchnitt im Aufhängepuntt C ver Laft P: |jdmitt im Aufhängepunft C der Laft P: 
b J 
@9=r439Y7=42. | @n=e+9F=rT. 
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Der Brudpunkt liegt hiernach entweder in dem Aufbängepunfte C ver 
Laſt oder in dem größeren Abſchnitt des Ballens, d. h. zwiſchen C und ber 


Mitte dehelben. & fi a>d und az ſo iR in C der gefähr: 


liche Querfänitt, und & it (P-+} 6) Eu ala Widerſandsmoment bei der 
Berechnung der Querſchnittsdimenſionen zu benugen. ft dagegen — = P<e—d ẽ 
fo liegt ver gefährliche Querſchuitt in der Entfernung x, von A und es iſt 
a 

= al3 Wiverftandsmoment bei der Berechnung der Querſchnitisdimenſionen 
in Anwendung zu bringen... Der einzige Punkt größter Durchbiegung liegt 
in ber größeren Abtheilung AC, für die fih als Gleihung der elaftifhen 
Linie ergiebt, wenn wir mit @ den Winkel bezeichnen, den dieſelbe bei A mit 
der Horizontalen bilvet und wegen ver Kleinheit des Winlels tang a = arc« 
fegen: 


EJ(az—y)= ru 


Dem größten Werth von y glei s entfpredhe die Abfcifie zo, fo hat man: 
An?_ pn’ 





EJa= 3 5 
zur Berechnung von xy, und 
A px 
= 21 — I 
EJs=2, & 3 ) 


zur Beftimmung ber größten Durhbiegung 8. 
Die Winkel @ und ß beftimmen fi durch folgende Gleihungen: 
_ pab(a+25) 
EJa= — +6 7 
_ „ab(2a-+b) ® 
EIB=P os + 07 24 


Endlich ergiebt fih die Durchbiegung s’ im Aufhängepuntt der Laft, 
wenn wir in ver Gleihung ber elaſtiſchen u = a fegen und y entwideln: 


EJs' =EJan tt j ne oder 


_ a P+ab 
EIr=7 "(e+6 Fr) 
a) Sehen wir von dem Gewichte G' des Ballens, gegenüber ver Laſt P 


ab, fo erhalten wir G=0 gefept: A= P . ‚B=P4, 
die Spannungsmomente: PD.e= = = und PZ 2. 








7 


30 Dritter Abſchnitt. Fünftes Eapitel. 
Tiefe werden jür z=a oder z—b5 ein Marimum, cs liegt daher in 
C ver Brudpunlt, demnad das Widerfiandsmoment: 
_pab I, 
“@9=PT =kz: 
Gleichung der elaftiihen Linie für das Etüd A C: 
Elas—y)= ar, für das Stid BC: EI: 
die Winkel @ und ß berechnen fih aus: 


ab(a+25). ab (2a+b) 
EJa=P-T, : EIB=PI - 


Die Abſciſſe x, der größten Durdbiegung ift unter der Annahme a > b: 


Die größte Durdbiegung s, felbit aber: 
_D®A_Pb2 
FETET 3’ 
dagegen die Durdbiegung #’, im Aufhängepunkte der Laft, aljo für -— a: 
M Ad Pa 
ATeRTgEITEI ST 
"b) Rüdt die Laft P in die Mitte des Körper und nehmen wir auf das 
Gewicht defielben oder auf eine andere gleihmäßig vertheilte Laſt G Rüdficht, 
fo zeigt die elaftiihe Linie eine gleihmäßige Krümmung und e3 ergiebt ſich 
ı P+G6G 
für a-b=5: A=B= + > 
EJ 
Spannungsmoment: > Pz+$px(i—:) = rg 


Bz> 
zz 








ẽi 





Der Bruhpuntt liegt in der Mitte, für == FÜ alſo das Wider— 


ftandsmoment: 
ey. J 
aa=(r+2)4=:4- 
& iſt fene EJa=EJßB= Zeri 6), tie Gleichung zur Be⸗ 
ftimmung der Winkel « und B. 
Gleihung der elaftiihen Linie für AC ober BC: 
_P+462_  # 
EJ@e)= 575 ober 
3%: —4x Bz—2l2°+ x 
6 241 " 








EJy 
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Die größte Durchbiegung s, ift gleich der Durchbiegung #’, in der Witte 
des Baltens, aljo für = I und es iſt demnach: 


»p @ 
== ie. 


©) Vernachläſſigen wir im lehten Falle die gleichmäßig vertheilte Laft G 


gegen die Eingellaft P, fo ift fr a=b= Fun G=0; A=B =2. 
Spannungsmoment: } Pr = =, 


Wiverftandsmoment: 4Pl=k 2. 


Die Tragkraft ift in diefem Falle: 
4,J 
P=7 k u 
Weiter ift zur Berehnung der Winkel a und B: 
pr 
EJu=EJß=-5- 

— 4:3 
ein, Die größte Dur: . 
biegung 3, ftimmt mit der im Aufhängepunfte der Laft überein, es ift demnach: 

»p 


Gleichung der elaftiihen Linie EJy—=P 


d) Wird endlich von der Ginzellaft abgefehen, alfo nur die gleihmäßig 
vertheilte Laft & in Rechnung gebracht, fo ift die elaftiihe Linie ebenfalls 
gleihmäßig gehümmt, und wir erhalten, PSO gift: A=B=}@. 


Spannungamoment: Jpz(l—2)= =, 

Widerſtandsmoment: 4@l=k Z, 
8,4 

Tragkraft: G6G= T k > 
gu 


B 2 — 3 4 
Gleichung der elaftifhen Linie: EJy er ae 
so» 


Größte Durhbiegung in der Mitte: ,— Fa 


390 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 
Dieſe werden für æ — a oder 2S5 ein Marimum, es liegt daher in 
C ver Bruchpunlt, demnach das Widerftandsmoment: 
ab J 
QD=PL =k5; 
Gleichung der elaftiihen Linie für das Stid A C: 
Ar: Bz3 
EJ (a2) = z-: für das Od BO: EIB:-)= In: 
die Winkel © und ß berechnen fih aus: 
ab(a+23), ab (204-5), 
— 6 68 
Die Abfciffe zz der größten Durchbiegung ift unter der Annahıne a > b: 


= yrER_ 2er, 


Die größte Durdbiegung 3, felbft aber: 
„„wA_Pbm 
Tg EITEIT 3’ 
dagegen die Durchbiegung s’, im Aufhängepuntte ber Laft, alfo für æ — a: 
FRE CR a 
6EJ EJ 3l 
b) Rüdt die Laft P in die Mitte de3 Körpers und nehmen wir auf das 
Gewicht defielben oder auf eine ‚andere gleihmäßig vertheilte Laft & Rüdficht, 
fo zeigt die elaftifhe Linie eine gleihmäßige Krümmung und e3 ergiebt ſich 


fr a=5=2: A=B-2+8 





; EJB=P 








> 


Spannungsmoment: 3 Pr +4px(l—:) = EI. 


Der Brucpunkt liegt in der Mitte, für = =+ it alſo das Wider⸗ 
ftandgmoment: 


_=k 


Gy. J 
an-(rrHg)iet. 
Es ift ferner EJa=EJIßB= Zeri9, vie Gleihung zur Ber 
ftimmung der Winkel & und ß. 
Gleihung der elaftifhen Linie für AC oder BC: 


B2—212°+ x. 
241 
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Die größte Durchbiegung 5, ift gleich der Durchbiegung #’, in der Mitte 
des Baltens, alſo fir = + und es ift demnach: 
_._PP+36 
2B8B 
©) Vernachlaſſigen wir im Iepten Falle die gleichmäßig vertheilte Laſt G 
gegen bie Eimgelfaft P, fo it fr == um G=0; A=B= 2. 


2 


Spannungsmoment: 3 Pr= EI 


Wiverftandgmoment: 4Pl=k 2. 


Die Tragkraft iſt in dieſem Falle: 
Pp=ir.. 
[ e 


Weiter ift zur Berechnung der Winkel « und B: 
pr 
EJa=EIß=7,- 
—4.3 
—— Die größte Durch⸗ 
biegung 3, ftimmt mit der im Aufhängepunfte der Laft überein, es ift demnach: 


3 
sent. 


Gleichung der elaftiihen Linie EJy=P 


d) Bird endlich von der Einzellaft abgefehen, alfo nur die gleihmäßig 
vertheilte Laſt @ in Rechnung gebracht, fo ift die elaftiihe Linie ebenfalls 
gleihmäßig gelrümmt, und wir erhalten, P=0 gift: A=B=}6. 


Spannungämoment: Jpz(l—ı)= =, 


Widerſtandsmoment: 104* Z, 
8,7 
Tragkraft: G6= T k — 
Bintegtitung: EIJa = EIE= SR, 
2 glr at 
Gteihung ver eafijhen &inie: Ey = THE, 
sw 


Größte DurKbiegung in der Mitte: #,— SET 





15. 


16. 


17. 


18. 





Teförmiger Querſchnitt 


bi bı 
AT ” 


Doppelt T⸗ förmiger 
Querſchnitt 





Ringförmiger 
Duerjehnitt 











884 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 
* Form des Querſchnitts. Werth für J. 
Rechtecliger Ouerfänitt ohne 
Mittelrand 
ET) 
1) |, | bh) 





„ham —Ahhlh (hi)! 


uh—ım 


1a (1? h2°) 


1 bit + ehr?) 


0,0491 (4%) 
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— —— —— ——— — 


Stellung des Quer⸗ J 
ſchnittes für den Werth für e. Berth für = 
verticalen Drud. 


— —  — 


die beiden Horizontal 
liegenden Theile können ih 
fi nicht nähern 





der Balken des T ift | ;d1hı—bohr?| | (biky? — bu hg 2)? — Abıhıba he (Ak — hr)? 
horizontal u bah, | 5 6 M3—b, hy? 





die Mittefrippe ift F bh 
vertical sn ‘ [" 





bie Mittelrippe ift in aitächt 
vertical [n 

dt —d,‘ 

beliebig id 0,0982 — 
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70 Im Folgenden gehen wir zur Berehmung von Qg und (Qg) für die 
in der Braris hauptſächlich zu unterideidenden Lagerungen des prismatiſchen 
Körpers über und bezeichnen die Länge der Körperachſe mit 4, wobei die ent: 
fandenen Krkmmumgen verjelben jo gering angenommen werben, daß die 
einzelnen Theile der elafiiben Linie gleich ihren Horigontalprojeionen ge- 
fegt werben dürfen. Außer den in den einzelnen Punkten wirfjamen Be- 
laftungen wird das Gewicht G des Körpers ala eine über die Länge Z gleich: 
mäßig vertheilte Laſt mit in Berüdfihtigung gezogen, indem wir die Be: 
laftung pro Langeneinheit gleich p Ailogramm annehmen, demnach G=p I fegen. 

. 1) 2er Ballen ift an einem 
Big. 323. Ende A befeftigt und trägt am andern 
Ente B vie Luft P (Fig. 323). 
Yür einen beliebigen Querſchnitt, 
die zugehörigen Coordinaten feines 

Schwerpunftes mit z und y be 

jeidmet, wobei die Horizontale A C 

als X: Achſe und die dur A gehende 

Berticale als Y-Achſe angenommen 

wird, iR das Spannungsmoment: 





Qq -- P(l—:) + %p (i—2)*. 


Der Berth defielben wird für — — O am größten, es ift daher das 

Widerſtandsmoment: 
@d=PI+4pP=PI+4GCI 
und der Duerjhnitt am Einllemmungspunlte A der gefährliche, die Brehungs- 
ebene, und deshalb die Gleihung zur Berechnung der Abmefjungen des Körpers: 
PI+4GI= xl, 
* J * A a k' 
worin, wie ſchon oben angegeben, für z der Heinere der beiden Werthe 7 


Pr 
oder zu benugen iſt. 


Berehnet man den Krümmungsrabius g mittelft höherer Mathematik, 
fo liefert vie Gleihung für das Spannungsmoment das Mittel, die Ber 
siehungen zwifhen” den Coordinaten = und y irgend eines Punktes der elaſti— 
ſchen Linie, d. h. deren Gleihung, zu finden. Es ift diefelbe: 


— 4124-2?) 
241 





2 —. 2 
Bıyzp® ei 2), 06 


Relative Elafticität und Feſtigkeit (erfter Fall). 387 
Hieraus ergiebt fih für 22 die Durhbiegung s, am Ende B, 
d. i. der Marimalwerth von y: 
_BP+4G 
ATgTHT 
a) Iſt die am Ende wirkſame Laft P beveutend größer als das Gewicht 
G, fo tann man @ vernadläfiigen und wir haben dann: 





Spannungsmoment: P(i—.) = — 
Biderftandgmoment: 1 
1” J 
Tragkraft: P= T k z 
Gleichung der elaſtiſchen Linie: EJy= re, 
» pP 
Durchbiegung: 283 57 


b) ft dagegen die Laſt P am Ende gegen die gleihmäßig vertheilte 
Laft @ zu vernadläffigen, fo ergiebt fi: 





Spannungsmoment: yp(i— 2)? = =, 
Widerftandsmoment: 461I=k Z, 
Tragkraft: = - k Z, 
2 2_ 
Gleihung ber elaftiichen Linie: EJy= seen, 
. _PG 
Durchbiegung: = FE 


Eine Vergleihung der beiden Nefultate liefert für denfelben Körper: 
Verhaltniß der Durchbiegungen: 2= % 
3 


Verhaltniß der Tragkräfte: =} 

c) Sind außer ver gleihförmigen Laft @ mehrere Laften Pı, Pa, Ps‘, 
in den Entfernungen a, @y, ag · · von dem Einklemmungspunkte A wirk⸗ 
fam, fo bleibt ver Tegtere der Bruchpunkt, und es ift deshalb für diefen das 
Widerſtandsmoment: 

J 
10 + Ra +Ra+ Amt =kZ 
61H EPa=k 4. 


2) Der Balken ift an beiden Enden A und B unterftüßt und trägt in 
25* 
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der Entfernung a von dem Ende A, im Bunfte C, die Laſt P (Fig. 324). 
Die Reactionen der Unterftügungspunfte follen mit A und B bezeichnet wer: 


den, und für Z—a wollen wir 5 ſchreiben. Es it: A= 1@+P} und 


B=46+ PT: Die Horizontale wird für alle Querſchnitte zwiſchen 
Fig. 324. 








A und C al® X-Achſe, für die zwiſchen B und C zur Unterfheivung als 
Z:Adfe angenommen, während die Verticalen in A und B die Y+Adhyfen 
liefern, indem einmal A als Coorbinaten-Anfangspunkt, für die Unterfuhung 
des Stüdes BC der elaftiihen Linie dagegen, B als Anfangspunft ange: 
nommen wird. Hiernach erhalten wir: 
FürdieQuerfhnittezwifhen Au.C.| Für die Querſchnitte zwiſchen Bu.C. 
Spannungsmoment: Qg: Spannungsmoment: Qq: 


——— Al) PO) —p(i-)?= 








Paz+36:0—-9|=#. 


Der lammersusorut wird ein Mari: | Der Klammerausprud wird ein Marie 
Pb+461 Pa+}61 
@ @ 


ober: +roe+4 Gel = 





mum ren = ‚„ woran | mum fir 2=2, = , woran 


aber die Bedingung haftet, daß =, Sa|aber die Bedingung haftet, daß z, S 5 








fein muß, fein muß, 
1 
PL Cr <a heißt aber Per Ati < pet aber 
P P_b " B 
7 sT 7; mobi a> 5 fein muß. G= 3 *. wobei 8 > a fein muß. 
DasBiverftandamomentfürdenDuere| Das Widerſtandsmoment fürden Quer: 
ſchnitt in der Entfernung x, iſt: ſchnitt in der Entfernung z, iſt: 


4? J B® J 
(Q 9-7, = k und für den Duer: |(Q ) ⸗ Fri k — und für den Quer⸗ 


ſchnitt im Aufpängepunft C der Saft Pi | jpnitt im Aufhängepuntt C ver Laft P: 
ab 


=eHQ Perl. | (an-R+49=rl. 
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Der Brudpunft liegt hiernach entweder in dem Aufhängepuntte C der 
Laft oder in dem größeren Abjhnitt des Daltene, d. h. zwiſchen C und der 
Mitte deſſelben. Es ſei a und on FE » fo ift in C der gefäht- 
liche Duerfhnitt, und e3 it (P+4G) = als Widerftandgmoment bei der 
Berechnung der Querſchnittsdimenſionen zu benugen. ft dagegen 77 es » 
fo Tiegt der gefährliche Querſchuitt in der Entfernung ©, von A und es ift 

a 
= als Widerſtandsmoment bei der Berechnung der Querſchnittsdimenſionen 
in Anwendung zu bringen. Der einzige Punkt größter Durchbiegung liegt 
in der größeren Abtheilung A C, für die fih als Gfeihung ber elaftiihen 
Linie ergiebt, wenn wir mit c den Winkel bezeichnen, den diefelbe bei A mit 
der Horizontalen bilvet und wegen ber Kleinheit des Winkels tang a = arc a 
fegen: 
EJl(as—y)= 7,7 


Dem größten Werth von y gleih s entſpreche die Abſciſſe 22, fo hat man: 


= 4A &2? pP EM 
EJı= — 
zur Berechnung von 2, und 
A_pz 


EJe (5-23) 


zur Beftimmung der größten Durchbiegung 8. 


Die Winkel © und B beftimmen ſich durch folgende Gleihungen: 


_ pab(a+2b) 1 
EJa=PI 7 +0 


_peb@a+d), „® 
EB=- PT + 


Endlich ergiebt ih die Durchbiegung s’ im Aufhängepunft der Laft, 
menn wir in der Gleihung ber elaſtiſchen u ı= “ fegen und y entwideln: 














EJs= a ee Lu oder 
er P-+ab 
Ele= (e+® —— ar) 
a) Sehen wir von dem Oiäte G des Ballens, gegenüber ver Laft P 
ab, fo erhalten wir G=0 geiegt: A—= P — ‚B=P 5 > 


die Spannungsmomente: v4 ı= = und PT 2 = 
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der Entfernung a von dem Ende A, im Punkte C, vie Laſt P (Fig. 324). 
Die Reactionen der Unterftügungspunfte follen mit A und B bezeichnet wer: 


den, und für 2—a wollen wir 5 ſchreiben. Es ift: A =16+PZ und 
B=36+ PZ- Die Horizontale wird für alle Querſchnitte zwiſchen 
Fig. 324. 









!r 
A und C al X-Achſe, für die zwiſchen B und C zur Unterfheivung al 
2. Achſe angenommen, während die Verticalen in A und B die Y-Achjen 
liefern, indem einmal A als Coordinaten-Anfangspunkt, für die Unterfuhung 
des GStüdes BC ver elaftiihen Linie dagegen, 2 als Anfangspunft anges 


nommen wird. Hiernach erhalten wir: 


Für dieQuerſchnitte zwiſchen Au.C. 
Spannungsmoment: Qq: 


Bd-2)-P(a-2)—Jpli-)?= = 
EI 


ve: lPbe+i Gel — — 


Der Klammerausdrud wird ein Mari⸗ 
Pb+401 
@ 


mum für æ ⸗ = „woran 


aber die Bedingung haftet, daß z, Sa 
fein muß, 
Pb +4G1 
@ 
2 sp. wobei a > bfein muß. 
Das Widerſtandsmoment fur ven Quer⸗ 
ſchnitt in der Entfernung =, iſt: 
Qy= — —F und für den Duer- 
Q9=,=-t, 


ſchnitt im Aufhängepuntt C der Saft Pi 
J 





a heißt aber 


7 oder: . Paz +3@z(l— 2) = 





Für dieQuerfhnittezwifhen Bu.C. 
Spannungsmoment: Qq: 

EJ 

— 

EJ 





Der RKlammerausbrud wird ein Maris 
Pa+301 
@ 
aber die Bedingung haftet, daß z, 5 

fein muß, 
Zeriet < 5 heißt aber 
P_b— 
023° wobei 5 > a fein muß. 
Das Widerſtandsmoment fur den Quer⸗ 
ſchnitt in der Entfernung 2, ift: 
B® J 
Qgd= Er] =k z und für den Quer⸗ 
ſchnitt im Aufhängepunft C der Saft P. 


mum frz=2, = , woran 








“rel 


an=e+9® =}. 


Relative Elaſticität und Feſtigkeit (zweiter Fall). 389 

Der Bruhpunkt liegt hiernach entweder in dem Aufhängepuntte C der 

Laft oder in dem größeren Abſchnitt des Ballens, d. h. zwiſchen C und ber 
P-a-b 


Mitte deffelben. Es ſei a>b und 5 22T fo ift in C der gefähr: 


lie Duerfhnitt, und es iſt P446) En als Wiverftandgmoment bei der 


Berechnung ver Querſchnittsdimenſionen zu benugen. Iſt dagegen Fi sa 


fo liegt der gefährlihe Duerfhnitt in der Entfernung x, von A und es ift 

|? 
= als Widerftandsmoment bei der Berechnung der Querſchnittsdimenſionen 
in Anwendung zu bringen. Der einzige Punkt größter DurKbiegung liegt 
in ber größeren Abtheilung AC, für die fih als Gleihung der elaftiihen 
Linie ergiebt, wenn wir mit & den Winkel bezeichnen, den biefelbe bei A mit 
der Horizontalen bilvet und wegen ver Rleinheit des Winkels tang = = arc« 
fegen: 

Ast part 

6 24 
Dem größten Werth von y gleich s entfpreche die Abſciſſe 2, fo hat man: 
Az? pas” 

6 


EJls—)= 


EJı= 


zur Berechnung von a2, und 


4 £ 
EJs=a (& 22) 


zur Beftimmung ber größten Durchbiegung s. 
Die Wintel « und ß beftimmen ſich durd folgende Gleihungen: 


_pab+2), „® 
EJa= PET 46 


_ peab(2a+b) La 
EIp= PET Ira 
Endlich ergiebt fih die Durdbiegung # im Aufhängepuntt der Laft, 
wenn wir in ber Gleichung ver elaftiihen Linie x = a fegen und y entwideln: 
EJs!=EJa Aa pe oder 
u ET 


rer) 

a) Sehen wir von dem Gewichte @ de3 Balfens, gegenüber ter Laft P 
ab, jo erhalten wir @=0 gelegt: A= P — ‚B=P — 
EJ 
ir 


EJ!= 

















b E. 
die Spannungsmomente: PZz%® = = und PS: 
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Querſchnitt zu ſuchen und für dieſen bie weitere Rechnung auszuführen haben. 
Für ven gefährlichen Querſchnitt ift demnach die Ausgangsgleihung: 


EJ 
Max Qq = ing 
Nah den Formeln 140 und 141 ift 
i_.e_1e 
e dd Ei 
oder, J 
1 —416 


worin 0’ und a’ die Spannung und Preſſung in den Außerſten Faſerſchichten 
des betreffenden Querſchnitts bedeuten, Dem Minimum von g entipricht hier: 
nah das Marimum von 0’ oder 0”, je nachdem das Material dem Zuge 
oder dem Drude größere Widerſtandsfähigleit entgegenfegt, wofür wir mit 
Bezug auf die Verwendung in ber Praris A’ ober &” fehen dürfen. Es 
ift hiernach, Max Q g durch (Qg) bezeichnet, für ven gefährlichen Querſchnitt: 


|, - ven (144) 


Diefe Gleihung heißt das Widerftandsmoment des Körpers in Be: 
zug auf den eeistrüßen ‚Bunfänit, und zwar ift der Heinere ber beiden 
Werthe 2 3 ober vT 7 zur Berechnung der Querſchnittsabmeſſungen zu 
benupen. 

Bei der Berechnung des Trägheitsmomentes J von zufanmengefepten 
Querſchnitten ift es oftmals nothwendig, das Trägheitgmoment zuerft für 


eine mit ber neutralen Achſe parallel laufende Linie zu berechnen und dann 
erſt die Reduction auf bie neutrale Achſe vorzunehmen. Es fei (Fig. 322) F 


Fig. 322. 
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ein beliebiger Querſchnitt, S fein Schwerpuntt, AB die neutrale Achſe und 
CD eine mit diefer in ber Entfernung d gezogene parallele Linie. Bezeichnen 
wir das Trägheitsmoment des Querſchnitts für CD mit J,, fo ift für die 
oberhalb 4 B gelegenen Zlächenelemente f1, fa /s°-, die Entfernung von 
CD=d-+n, für die unterhalb AB gelegenen fı', fa, fu’ dagegen 
d—n, daher: 

A=2Zh(d+m?+ ZN (dm? 

Aszhftzi Pte +2N) 

+2d(Z1n—-ZAm- 


Die beiden erften Summanden liefern das auf die neutrale Achſe AB 
bezogene Trägheitsmoment J, der Factor des britten Summands ift glei der 
Summe aller Flähenelemente, alfo gleih dem Inhalte F des Querſchnitts, 
und der vierte Summand verfhwindet durch den eingeflammerten Factor, da 
die algebraifhe Summe der Momente ver Flachenelemente für die Schwer 
punltsachſe Null iſt. 

Wir haben hiernach: 


NeIHaFr 2.2.20. (46) 


Die Werthe von J und Z, unter e bie Entfernung der äußerften 


Faferfhicht von der neutralen verftanden, find für die in der Praris in An- 
wendung lommenden Duerfänittöformen in der folgenden Tabelle zufammens 
geftellt: 
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einzelnen Punkten eine Querſchnitts conftant fein und ſich zu einer Refultante, 
die im Schwerpunkte des Querſchnitis und entgegengefept der Kraft P wirt: 
fam ift, zufammenfegen laſſen. Zugleich werben auch damit die Normal: 
ausvehnungen &’ in den einzelnen Punkten eine® Querſchnitts conftant aus: 
fallen müffen. Wir haben hiernach für den Gleihgewichtszuftand: 


P ,_ı 
osSszwe=T. 


Hieraus ergiebt fih, bei Benugung von F. 132: 
PeaBFA...2.222... 00) 


und mit Radſicht auf die größte zuläffige Spannung &: 
P=KF......2.2.200.. (139) 


Nehmen wir den Querſchnitt F des Körper gleih 1 Duabratcentimeter 
und fegen A=1, fo erhalten wir aus den beiden Formeln: 


1) Der Elaſticitätsmodul Z ift die Belaftung in Rilogrammen, die im 
Stande ift, einen primatiichen Körper von 1 [LJ°* Querſchnitt um feine eigene 
Länge außzubehnen, vorausgeſetzt, daß dabei die Glafticitätögrenze nicht über: 
ſchritten werde. 


2) Der Sicherheitämobul &’ ift die Belaftung in Kilogrammen, die ein 
Körper von 1 LI” Querſchnitt mit Sicherheit zu tragen vermag. 


In gleicher Weife ift der Tragmobul (0’) die Belaftung in Kilogrammen, 
die einem Körper von 1 [J°” Querſchnitt eine Ausvehnung beibringt, welde 
der Elafticitätögrenge entſpricht, und ber Feſtigkeitsmodul X’ diejenige Belaftung 
in Rilogrammen, die einen Körper von 1 [J" Duerföpnitt zu zerreißen vermag. 

Hat der Körper eine fehr bedeutende Länge, fo ift das eigene Gewicht 
G, das biß jet vernachläſſigt wurde, in Rechnung zu bringen, und es er: 
fährt für den Fall, daß P und G nad verfelben Richtung wirkſam find, der 
Querſchnitt AB im Aufhängepunfte vie größte Belaftug =P+G@. Mr 
diefem wird daher aud wahrſcheinlicherweiſe das Zerreißen beginnen, weshalb 
man ihn ven gefährlihen Duerfähnitt nennt. Für dieſe Annahme 
ift daher: 

P+G=KF. 


Was die Ausvehnung A des Körpers anbetrifft, fo fept fi diefelbe aus 
zwei Längenveränderungen A, und A, zufammen, von venen bie erfte durch 
die Saft P, die legtere durch das Gewicht E entftanden ift. Während fid A, 
n. 3. 138 beftimmt, da P für alle Querſchnitte conftant bleibt, fo muß A, mit 
NRüdficht darauf berechnet werben, daß die einzelnen Querſchnitte vom Angriffs: 
punfte der Kraft P an bis zum Aufhängepunkte, ver Reihe nad, die Gewichte 


1 2 . . air vi— 
Fr 6, ” 6, 2 @... bis @ zu tragen haben. Bezeihnen wir die Dehnung 
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für die Länge 4 des Stabes in den einzelnen Duerfnitten mit Ay As 
Ass Ast, fo iſt: 


1 
ı ne ı 
A=Sg Fr! 
2 
1721 
Aa: —— 
3 
26 
in 1 
A=5 Fytuim 
daher 
= 1@ 
EA en 4 Hatte fr, 


d. h. die Ausdehnung des Körpers ift in Folge feines Gewichtes nur halb fo 
groß als biejenige, welche ein gleich großes, am Ende des Körpers wirlendes 
Gewicht hervorbringen wire. Die ganze Ausdehnung A ift nun: 


‚-e+49ı 
FE 


Drad-Elafticität und Feſtigkeit. Die vorftehenden Refultate laſſen ſich 
unter benfelben Borausfegungen auf prismatifhe Körper, welche eine Kraft P 
zuſammenzudruden verfucht (Fig. 318), unmittelbar in Anwendung bringen, 


7 
Fig. 318. da innerhalb der Glafticitätägrenze 35 =5= E iſt. 


2 Hierbei iſt jedoch die Länge 2 der Körper fo gering an: 


zunehmen, daß ein Berbiegen berjelben unmöglid ers 
ß ſcheint, A bebeutet dabei die ganze Verkürzung DD, 
des Körpers. Es ift demnach: 


P=Er} . . . . .. (1880) 
P . . . .. (139) 


Setzen wir wieder F=1 I" und A—!, fo iſt: 

1) Der Elaſticitätsmodul diejenige Belaſtung in Kilogrammen, vie einen 

Körper von 1] Duerfhnitt auf Null zufammenzubrüden vermag, voraus⸗ 
gejegt, daß dabei die Elaſticitätsgrenze nicht Aberfchritten wird. 

2) Der Sicherheitsmodul %" diejenige Belaftung in Kilogrammen, bie 

ein Körper von 1 [J" Querſchnitt mit Sicherheit zu tragen vermag. Cbenfo 

ift der Tragmodul (0”) diejenige Belaftung, die ven Körper von 1 [J" Duers 
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ſchnitt fo weit zuſammendrudt, daß dadurch gerade die Elaſticitätsgrenze erreicht 
iſt, und der Feſtigleitsmodul X“ diejenige Belaſtung in Kilogrammen, vie 
einen Körper von 1 [J” Querſchnitt zu zerdrüden vermag. 

Bei Berüdfihtigung de3 eigenen Gewichtes @ ergiebt fi in gleicher 
Weiſe wie bei der Zug-Clafticität und Feſtigkeit: 














P+G=K"F 
1 Pr 
FE 


wenn P und G nad derſelben Richtung wirkſam find. Bei entgegengejegter 

Rihtung von P ift in den Formeln für Zug und Drud-Clafticität und Feftige 

teit P ober G@ mit entgegengefegtem Zeichen, je nad) der relativen Größe ver 

beiden Kräfte, in Rechnung zu bringen. Aus dem Werthe won A erfieht fih, 

daß die Gefammtausdehnung oder Verkürzung des Körpers der Belaftung 

und der Länge direct proportional, dem Querſchnitt dagegen umgekehrt pro: 

portional ift, daß aljo die Qängenveränderung mit der Zunahme der Be 

laftung und Länge wächſt, mit der Zunahme des Querſchnitts dagegen abnimmt. 

Schub-Elafticität und Feftigkeit. Die Refultante P der äußeren Aräfte 

(Fig. 319) liegt in der Ebene de3 Querſchnitts F und geht durch deſſen 

. Schwerpuntt. Ein Verbiegen des 

Big. 319. Körpers iſt durd) die geringe Länge I 

deſſelben unmöglich gemacht, daher 

muß bei zu großer Belaftung eine 

Zertheilung des Körpers in dem 

Querſchnitt F, alfo durch Abſcheeren 

erfolgen. Innerhalb der Elaſticitäts⸗ 

‚grenze werben auch hier die Tangential: 

fpannungen z in allen Punkten des 

Querſchnitts gleih groß fein, ihre 

Refultante wird durch den Schwer: 

punkt von F gehen und mit der 

Kraft P im Gleichgewicht fein. Hieraus 

ergiebt fih aud für alle Punkte des 

Querſchnitts eine conftante Verſchie⸗ 

bung Y, welche gleich der Gefammt: 

verfhiebung des Querſchnitts 42 =: gefegt werden muß. Wir haben 

1 

hiernach ebenfo tie bei der Zug-Eiaſticitat und Seftigleit, wenn wir Z mit 0, 

&' mit vertauſchen: 





- 2 wy=4 
eg wWy=7 


P=crl=uurt een... (138b) 
P=tF=ßkF....... 0.0. (1396) 
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worin «& einen Zahlenwerth zwiſchen J und 2, ß einen Zahlenwerth zwiſchen 
2 und $ n. 5.135 und 137 bezeichnet, und — ver Meinere der beiden für 
das vorliegende Material maßgebenden Sicherheitsmodul &’ und 4” ift. 

Biegungs-Elafticität und Feſtigkeit. Auf einem prismatifhen Körper, 68 
der in horizontaler Lage erhalten, wirken, an verfhievenen Punkten feiner 
Achſe, Kräfte, deren Richtungen diefe Achſe normal ſchneiden und melde mit 
Hinzurehnung der von den Unterftügungss oder Einklemmungspunkten her⸗ 
rührenden Reactionen unter fi im Gleihgewict find. Die Kräfte liegen in 
einer Verticalebene, fo daß auch das Gewicht des Körpers, als eine vertical 
abwärts wirlende Kraft, mit zu dem Syſteme angreifender Kräfte gerechnet 
werden muß. Der Körper erfährt durch die Einwirlung der Kräfte eine Bier 
gung, d. h. die in dem Körper normal zu den Kraftrihtungen angenommenen 
Ebenen, Faſerſchichten genannt, erhalten eine gekrümmte Geftalt, und die 
in den Faſerſchichten parallel der Achſe des Körper angenommenen materiellen 
Linien, die Fafern, find nad der Biegung zu krummen Linien geworben. 
Da die dur bie Kräfte an dem Körper hervorgerufenen Formänderungen aber 
bei unferen Unterfuchungen unterhalb der Clafticitätögrenze bleiben follen, fo 
ftellen wir in Betreff der eintretenden Biegung für die gefrümmten Fafern 
und Faferfhichten folgende Vorausfegungen auf, welche als Ausgangspunkt 
für die nothiendigen Rechnungen genommen werben müſſen. 

1) Die Faſern des prigmatifhen Körpers bleiben auch nad ver Biegung 
unter fih parallel und bilven ebene Curven, in den ihnen urfprünglic zuges 
börigen Verticalebenen. Die urfprünglic ebenen Faſerſchichten gehen hiernach 
durch die Biegung de3 Körpers in cylindriſche, unter ſich parallele Flächen über. 

2) Die Querſchnitte des Körpers ftehen vor und nad der Biegung nor= 
mal auf den Fafern, fie bleiben genaue Ebenen und erleiden weder der Form 
noch der Größe nad eine Aenderung. 


Es ſeien in der Verticalebene der einwirkenden Kräfte, AC und A, 0 
(Fig. 320, a. f. S.) die Durchſchnittslinien zweier aufeinander folgender Duers 
ſchnitte F und F, mit diefer Ebene, und zwar in ber Lage, nachdem die 
Biegung de3 Körper? vor ſich gegangen. Die einzelnen Faſern in dieſem 
Sängenihnitt des Körpers haben theils eine comvere, theils eine concave 
Krümmung bei der Biegung des Korpers erfahren, und zwar geht die conz 
vere Krümmung von oben nah unten allmälig in die concave Krümmung 
über. Mit der converen Krümmung ift aber eine Ausdehnung ber betreffenden 
Safer verbunden, während vie concav gefrümmte zujammengebrüdt worden 
iſt. Da num die einzelnen Fafern nad) der oberen Begrenzung des Längen 
ſchnitts hin eine Ausdehnung, nad der unteren eine Zufammendrüdung erfahren, 
fo muß fih innerhalb des Langenſchnitts eine Safer finden, die den Weber: 
gang zwifhen Ausdehnung und Bufammendrüdung vermittelt, die alfo ihre 
urfprünglihe Länge bei der Biegung des Körpers behält. Diefe Faſer MM, 
heißt die neutrale Faſer, und da fi in jedem verticaln Schnitt des 
Körpers daffelbe zeigt, fo ift in jedem gebogenen Körper eine neutrale 
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Faferihicht anzunehmen, welhe aus Faſern zufammengefegt gedacht werden 
tann, die ihre urſprüngliche Länge bei ver Biegung des Körpers behalten. 
Die krumme Linie, welche von derjenigen neutralen Faſer gebilvet wird, vie 
in dem bie Kraftrichtungen enthaltenden Verticalſchnitt des Körpers liegt, heißt 
elaftifhe Linie, und der Durdihnittspuntt O der beiden Querſchnitts- 
fpuren AC und A, C, ift der Artimmungsmittelpunft des Clement? MM, 
ver elaftiihen Linie. Die Durchſchnittslinie G A zwifgen ver neutralen Faſer⸗ 
ſchicht und dem Querſchnitt F wird neutrale Achſe genannt, während die 


Fig. 320. 





Durchſchnittslinie A C des Querſchnitis mit dem die Kraftrictungen enthal⸗ 
tenden Längenſchnitt, Duerfhnittsachfe heißt. Die letztere enthält den 
Schwerpunkt des Querſchnitts. In Folge der Vorausfepung, daß die Duers 
ſchnitte bei der Biegung ebene Figuren won conftanter Größe und Form 
bleiben follen, folgt, daß die Ausvehnungen, reſp. Zufammendrüdungen der 
einzelnen Zafern ihren Entfernungen von der neutralen Faſerſchicht proportional 
find, und daf die Punkte eines Querſchnitts, welche in einer mit GH pas 
rallelen Linie NZ liegen, gleiche Längenveränderungen erfahren. Dafjelbe 
Geſetz gilt für die in den einzelnen Fafern, reſp. Punkten durch die Längen: 
veränderungen hervorgerufenen Spannungen, wobei zwiſchen ber auftretenden 
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Längenveränderung & und ber zugehörigen Spannung 6 jeberzeit die in 
3. 132 angegebene Beziehung 6 — Es zu benugen ift. Bezeichnen wir die 
in der oberften Faſerſchicht AA, entftandene Ausdehnung mit &’, die zuges 
börige Spannung mit 0’ und ebenfo die in der unterften Faſerſchicht CC, 
auftretende Zufammendrüdung mit 2”, die zugehörige Preffung mit a’, jo 
find &', 8”, 0’, 6" relative Maxima für die in dem Querſchnitt auftretenden 
Ausdehnungen, Bufammendrüdungen, Spannungen und Preflungen. 

Es fei A,C, die Lage des Duerſchnitis F im unbelafteten Buftande des 
Körpers, und e8 werde MA= e', MC=e", ver Ktummungsradius MO=g 
und die urfpränglihe Lange MM, des Saferelementes — A gefeht, fo ift 
für jeven Punkt der Linie NZ, in ver Entfernung von der neutralen 


Achſe, — die betreffende Längenveränderung &, welche oberhalb ber neu⸗ 


tralen Achſe, bei einem pofitiven 7 eine Ausdehnung, unterhalb der neutralen 
Achſe, bei negativem 7 dagegen eine Zufammendrüdung vorftellt. Aus der 
Figur ergiebt fi: 











7 7 Pr 
KRo:A_ AA: CO: 1 
= Fu 75 
daher: 
ae Ed © 1 
Pr kur Zuir ir een. (140) 


7 
woraus fih die betreffende Längenveränderung für die einzelnen Faſerſchichten 
berechnen läßt. Die zugehörige Spannung ift: 


BBB=El.. ce. m) 


Zur Aufftellung der Gleichgewichtsbedingungen, zwiſchen ben äußeren 
Kräften und den in irgend einem Duerjhnitt 7° hervorgerufenen Spans 
nungen und Prefjungen, denken wir ven Körper in dem Querſchnitt zer⸗ 
ſchnitten und das eine Stüd des Körpers mit feinen vorhandenen Belaftungen 
durch Kräfte erfept, die in den einzelnen Punkten de Querſchnitts wirkſam 
find. Es ift dabei gleihgültig, welchen Theil des Körpers mit feinen Ber 
Taftungen man beibehält, da die fämmtlihen äußeren Kräfte unter fih im 
Gleichgewicht find und dafjelbe durch Einführung der an dem Querſchnitt wirkte 
ſamen Kräfte, nah Wegnahme de3 einen Körpertheils, wieder hergeftellt wird. 
Die bei diefer Unterfuhung beibehaltenen äußeren Kräfte heißen das Syitem 
der äußeren Kräfte für den in Betraht gezogenen Querſchnitt F 
und ift dafjelbe im Allgemeinen für bie verſchiedenen Querſchnitte veränderlich. 
Es ftelle ACPQ ($ig. 321, a. f. ©.) ven durch die Belaftung gebogenen, 
mit dem Syftem der äußeren Kräfte verfehenen Körpertheil vor, R jei deren 
Refultante, MN die elaftiihe Linie und 40 der in Betracht zu ziehende 
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Querſchnitt. Die an demſelben anzubringenden, das fehlende Körperftüd ers 

fegenden Kräfte find a) bie in Richtung der Faſern auftretenden Spannungen 

und Preflungen, welche fämmtlih parallel find und ſich zu einer Spanntraft S 

Gig. 321. und einer Drudfraft D vereinigen 

v laſſen; b) die in den einzelnen 
Buntten des Querſchnitts auftretenden 
Schubträfte, die ebenfalls als parallel 
anzufehen find und durch bie ben 
Schwerpuntt des Querſchnitts an—⸗ 
greifende Reſultante Veerſetzt werben. 

p Die in Betracht zu ziehenden Kräfte 
S, D, V und R liegen in einer 
Ebene und erfordert deshalb der 
Gleichgewichtszuſtand drei Bedingun⸗ 
gen. Bezeichnet ꝙ den Winkel, ven 
die durch die Biegung veränderte 
Querſchnittsebene mit ihrer urſprung⸗ 
lichen Lage bildet, iſt ferner M 
der Coordinatenanfangspunkt, AC 
die Richtung der einen Achſe, fo er— 
hält man: 





1) V—Rosp=0 
2)S—-D— Beinp=0 
3) Br—Ss—Dda=0. 

Bon der erften Gleihung können wir gleich abjehen, da fie jederzeit er= 
füllt ift, wenn wir, wie bier vorausgefeßt wird, den Körper lang genug 
mäblen, fo daß kein Abfcheeren in dem Querſchnitt erfolgen Tann. Ferner ift 
die innerhalb der Glafticitätsgrenze erfolgenve Biegung fo gering, daß wir 
sin p annähernd gleich Null fegen dürfen, weshalb ſich die obigen drei Gleiche 
gewichtsbedingungen auf folgende zwei reduciren: 

S—-D=0 
Rr—Ss—Dda=0. 

Es ift, unter /, ein Element de3 Querſchnitts F verftanden, S= Zf, 0, 

und mit Benugung von Formel 141: 


E 
$S=— Zn 
f} 9 





Ebenſo it D= * Zfn, worin m ſich auf die unterhalb der neu— 
tralen Achſe liegenden dlächenelemente bezieht. Die erfte der Gleichgewichts: 
bedingungen erhält demnach die Form: 


7 Ehn=0 .... . .. . (142) 
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torin 7 mit pofitivem ober negativem Beiden, je nad) der Lage ber Flächen: 
elemente, in Rehnung zu bringen ift. Aus der Oleihung folgt: 7 =0, 
d. h. aber, die neutrale Achfe muß in dem Querſchnitt eine folhe Lage haben, 
daß die algebraifhe Summe der Momente der Flachenelemente, auf biefe 
Linie bezogen, gleih Null werde. Dies ift aber nur der Fall, wenn die 
neutrale Achſe duch den Schwerpunkt des Querſchnitts geht. Wir erhalten 
hiernach als erſtes Gefeg: Die elaftifhe Linie ift der geometrifche 
Drt der Schwerpunkte aller Querſchnitte des Körpers, fie ift die 
getrümmte Achſe, die Mittellinie des Körpers. 


Bir haben weiter Se= EZ, 07 = * Zfn?, und ebenſo ergiebt 
ſich Dd — Zfı m?, daher als zweite Gleichgewichtsbedingung: 
Br= = Era, 


worin fih 7 auf alle Flächenelemente des Querſchnitts 7 bezieht. Der Aus: 
drud I/, 7? ift allein von der Querſchnittsform abhängig und mit Hülfe 
höherer Mathematik für die in der Praris vorkommenden Querſchnitte zu be 
rechnen. Derjelbe wird dad Trägheitsmoment bes Querſchnitts ge 
nannt und in der Folge mit J bezeichnet. Grjegen wir no das Moment 
Rr ver Mitteltraft allgemein durch das Moment Qg de3 Syſtems der äußeren 
Kräfte für den in Betracht gezogenen Querſchnitt, fo ergiebt ſich: 


EJ 
Qqa= 

ser .. . . . . . . . . . 1) 
eQq=EJ 


worin E das Spannungsmoment de3 unterfuchten Querſchnitts genannt 


wird, Befteht der Körper aus demfelben Material und ift derfelbe, wie voraus— 
gefegt wurde, prismatiſch, fo ift dad Product ZI und damit 0 Qg für alle 
Querſchnitte conftant. Das letztere Product gQyg befteht aber aus zwei 
veränderlihen Factoren g und Qg, die aljo in der Beziehung zu einander 
ftehen, daß einer Zunahme von g eine Abnahme von Qg und umgefehrt 
entipriht. Indem man den Körper in Bezug auf diefe Veränderlichkeit der 
beiden maßgebenden Factoren in ven einzelnen Duerjhnitten einer Unters 
ſuchung unterwirft, kann für einen oder mehrere derfelben g ein Minimum 
und Qg dadurch zu einem Marimum werden. Diefer betreffende Querſchnitt 
wird, da bier die elaftiihe Linie am ftärkjten gekrümmt ift, wahrſcheinlicher⸗ 
weiſe zuerft feinen Zufammenhang aufgeben, in ihm wird bie Zertheilung 
des Körpers beginnen, und er wird deshalb der gefährlihe Querſchnitt ge: 
nannt. Handelt es fih um die Berechnung der Dimenfionen eines belafteten 
Körpers, fo wird man, nad Aufitellung der Gleijung 143 ven gefährlichen 
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Querſchnitt zu ſuchen und für diefen die weitere Rechnung auszuführen haben. 
Für den gefährlichen Querſchnitt iR demnach die Ausgangsgleihung: 


EJ 
Marge 
Nach den Formeln 140 und 141 ik 
1_E_1d 
GT77E7 
ober . 
1_d®_10 


worin 0° und 0” die Spannung und Preffung in den Außerfien Faſerſchichten 
des betrefjenden Querſchnitis beveuten. Dem Minimum von g entipriht hier: 
nad das Marimum von 0’ oder 6”, je nachdem das Material dem Zuge 
oder dem Drude größere Widerſtandsfähigleit entgegenfekt, wofür wir mit 
Bezug auf die Verwendung in der Praxis K’ oder &” fegen dürfen. Es 
ift hiernach, Max durch (Q.g) van, für den gefährlien Querſchnitt: 


(29) * Aus een. (14) 


Diefe Gleihung heißt dad Widerſtandsmoment des Körpers in Ber 
zug auf den gefährlihen Querſchnitt, und zwar ift der MHeinere der beiden 


Werthe X Z ober wZ, zur Berehnung der Querſchnitisabmeſſungen zu 
benugen. 


Bei der Berehnung des Trägheitämomentes J von zufammengejegten 
Querſchnitten ift es oftmals nothwendig, das Trägheitsmoment zuerft für 
eine mit der neutralen Achſe parallel laufende Linie zu berechnen und dann 
erſt die Reduction auf die neutrale Achſe vorzunehmen. Gs fei (Fig. 322) F 


Big. 322. 
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ein beliebiger Querſchnitt, S fein Schwerpuntt, AB die neutrale Achſe und 
CD eine mit diefer in der Entfernung d gezogene parallele Linie. Bezeihnen 
wir das Trägheitömoment des Duerfänitt® für CD mit J,, fo ift für bie 
oberhalb A B gelegenen Flähenelemente /,, fa, 5 -, die Entfernung von 
CD=d+n, für die unterhalb AB gelegenen 1‘, fa, Js" dagegen 
d—n, daher: 

A=Zh d+m’+z/ dm’ 
ASEhP+EN PR HEN 
+24 Z1n-Zh'n- 

Die beiden erften Summanden liefern das auf die neutrale Achſe 4 B 
bezogene Trägheitämoment J, der Factor des dritten Summands ift gleid der 
Summe aller Flachenelemente, alſo glei dem Inhalte F des Querſchnitts, 
und der vierte Summand verſchwindet durch den eingeflammerten Factor, da 
die algebraifhe Summe der Momente der Flähenelemente für die Schwere 
punttäachfe Rull if. 

Wir haben hiernach: 

N=I+HBaF 2.2.2220... (ie) 


Die Werthe von J und Z, unter e bie Entfernung ber Außerften 


Faferfhicht von der neutralen verftanden, find für bie in ber Praris in An- 
wendung kommenden Querſchnittsformen in ver folgenden Tabelle zuſammen⸗ 
geftellt: 
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| Form 
A des 
Querſchnitts. 









Quadrat 

a 

.| / > 
Rechted 

3. 
* 








Sechsed, 
regelmäßig 





Näherungsformeln für 
ein reguläres Polygon, 
7. | Anzahld.Seitenbeliebig. 
"| F= Slägeninhalt 
r= Radius des einge-| 





Werth 
fürd. 


2 
raat 


Mor 





Ju bh® 


0,5413 rt 


jr?F 





ſchriebenen Kreifes.l- 


Stellung des 


Sı } zen 
Suerigminte , Berg Werhh für Z 


zu dem verti- 
calen Drude. 


eine Seite he) a 
rigontal 2 


eine Diagonale] 3 v5 


horizontal 


die Seite A 
vertical 


die Seite * 


Horizontal 24 


eine Seite ho⸗ 
rizontal 


eine Seite ver⸗ 
tical 


beliebig r 








= 








Hayz 


16h 


Pu 


0,625 7? 


0,5413 7° 














* 


12. 


13. 








Trägheitsmomente. 


Form 
des 
Querſchnitts. 


= 0,0491 at 


Halbkreis 
d 


rn 
gab 


4 


Hohles Quadrat 1 (aa! 








Ina (11 °—b2hz 3) 


Querſchnitts 
zu dem verti⸗ 


beliebig 







der Durch⸗ 
meſſer 
horizontal 


die große Achſe 


| Horizontal, 


jeine Seite ho⸗ 
rizontal 


eine Diagonale) 
horizontal 


die Seiten d, 
und b, hori⸗ 





calen Drude. |- 








zontal 


14 


0,2878 d 


14 


ka v2 













Beuth für I. 


yarnd! 
= 0,0982 d* 


0,023875 d3 


0,0490875 ds 


Kan 


4 


















Form des Querſchnius. 


Reötefiger Onerfänitt ohne 
Mittelrand 


— 


14. 6*9 








Teförmiger Querſchnitt 
—— 24 
24 — — 
15. 4* Ds FR mn — 


Duerſchin 


16. Th’) 





Krenzförmiger Onerfänitt 


bı en 
1z.| 20: >> 
® 
i 


Ringförmiger 
Duerfgmitt 


1 tb) 





18. 0,0491 (di — da‘) 
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Stellung des Duer- 
ſchnittes für den 


J 
Werth für e. Werth für . 
verticalen Druck. 


die beiden horizontal 
liegenden Theile tönen] 
fich nicht nägern 





der Balfen des T ift 


s bir? —behz?| | (ihr? — be hr ?)? — br huba Az (hy — Aa)? 
Horizontal ® 


hal hr hs 








die Mittefrippe ift ya dh — be hy? 
vertical . ‘ h 

die Mittefrippe ift P LEE 
vertical Li * 

dt—d;* 

beliebig 3d 0,0982 — * 
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70 Im Folgenden gehen wir zur Berehnung von Qg und (Qg) für die 
in der Prarid hauptfächlich zu unterfcheidenden Lagerungen des prismatifchen 
Körpers über und bezeichnen die Länge ber Körperachſe mit 2, wobei bie ent: 
flandenen Krümmungen derjelben fo gering angenommen werben, daß bie 
einzelnen Theile der elaftiiben Linie gleich ihren Horigontalprojectionen ge: 
feßt werben dürfen. Außer den in den einzelnen Punkten wirlſamen Be: 
laftungen wird das Gewicht G des Körpers als eine über die Länge I gleich- 
mäßig vertheilte Laft mit in Berhdfihtigung gezogen, indem wir die Be- 
laftung pro Zängeneinheit glei p Kilogramm annehmen, demnach G=p 2 jepen. 

. 1) Der Ballen ift an einem 
Big. 323. Ende A befeftigt und trägt am andern 
Ende B die Laft P (Fig. 323). 
Für einen beliebigen Querſchnitt, 
die zugehörigen Coordinaten feines 

Schwerpunkte mit z und y bes 

zeichnet, wobei die Horizontale A C 

als X: Achfe und die durch A gehende 

Berticale ald Y:Adhfe angenommen 

wird, iR da8 Spannungsmoment: 





Qq -- P(—2) + %p i— 2). 


Der Werth defjelben wird für 20 am größten, e3 ift daher das 
Widerſtandsmoment: 


(@)=Pi+4pP=PI+4C1 


und ber Querſchnitt am Einklemmungspunlte A ver gefährliche, die Brehungs: 
ebene, und deshalb die Gleihung zur Berechnung ver Abmefjungen des Körpers: 


Pi+4G1=8], 


ann k — * * 
worin, wie ſchon oben angegeben, für * der kleinere der beiden Werthe 7 
ke 
ober zu benugen iſt. 


Berechnet man den Krümmungsradius g mittelft höherer Mathematik, 
fo Tiefert die Gleihung für das Spannungsmoment dad Mittel, die Ber 
ziehungen zwifhen" den Coordinaten © und y irgend eines Punktes der elafti- 
ſchen Linie, d. h. deren Gleichung, zu finden. Es ift diefelbe: 


22 (6 ®—Alx-}-2?) 
241 








2(31— 
EJy=Pp2 e: 246 
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Hieraus ergiebt fih für =! die Durdbiegung s, am Ende B, 
d. i. der Marimalwerth von y: 
_PP+36, 
aA=375J 
a) If die am Ende wirkjame Laft P beveutend größer als das Gewicht 
@, fo kann man @ vernadläfjigen und wir haben dann: 





Spannungamoment: Pli—2)= — 
Widerſtandsmoment: 2 
Tragkraft: P= 4 4 
. ran aim eig, 
Gleichung ber elaftifhen Linie: EJ y = P— —. 
During: — 
urhbiegung: A=yET 


b) Iſt dagegen die Saft P am Ende gegen vie gleihmäßig vertheilte 
Laft @ zu vernadläffigen, fo ergiebt fih: 


Spannungsmoment: yp(l— a)? = =, 
BWiberftandsmoment: 401=k Z, 
Tragkraft: 6= 4 k Z, 
2(612— : 
Gleichung der elaftiichen Linie: EJy= eeret, 
PORRER _2@ 
Durchbiegung: 375 


Eine Vergleichung der beiden Reſultate liefert für denſelben Körper: 
Verhältnip der Durbiegungen: a =% 
s 


Berhälnih der Zragtefie: = 


e) Sind außer der gleihförmigen Laft G mehrere Laften P., Pa, Ps: -, 
in ben Entfernungen a, @y, ag‘ + von dem Einflemmungspuntte A wirt: 
fam, fo bleibt ver letztere der Bruchpuntt, und es ift deshalb für diefen das 
Widerſtandsmoment: 


LGIA Fici 4 Fras 4 Rat: =kZ 


4614 ZPa=kl. 


2) Der Ballen ift an beiden Enden A und B unterftügt und trägt in 
25* 
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der Gntiernung a von bem Ente A. im Punkte ( vie Zait P (dig. 324). 

Tie Neactionen ber Unteritugungspuntie jellen mit A und B bezeidmet wer: 
b 

ben, und für /—a wollen wir d järeiben Es it: A=46+P7 um 

Tie Horiontale wird für alle Querſchnitie zwiſchen 


Bo464 P3- 


Fig. 3 





A und als X:Abie, für die zwiihen B mp C zur Ulnterideibumg als 

I- Ale angenommen, während die Xerticalen in A unp B vie Y:Abien 

herein, Indem einmal A als Coorbinaten: Anjangsrunft, für vie Unteradbung 

des Linder BC der daftüben Linie dagegen, B ali Aniaugipunit une 

nommen wird. Hiernach erbalten wir: 

Adı diel.uerfhnitte zwiihen Au.C. Für die uerihaiznezmiihen Bu.l. 
Tpannungamoment: Qg: Spammungimrmr: Qg: 


E E 
Ba») — a 2 All-:)— Ab A—Ypd— *7 





oder· e⸗ 4466 





sten HZ f kön) Ai 
Ter Alammeraustrud wird ein Mari:) Der Klammeranitend zur aus 
h N 
nm: Ps —2 um für = ——— 


aber die Bedingung haftet, daß 2, Sa 
tan mu, i 
Eu t el, beit aber 
“ 
Pad 


> " die I. 
ua ‚mobel a jein muß. 





DaaMiperftandsimoment für den Quer 
ſanut in der Euhernung a, Hl 
un A f 7 
wach, 
ſdniu im Wufbangepuntt Oder Yalı D: 


b B 
re", ıT. 
B 


und jür den Duer- 


.) 





Das Vivertantzmrenr im wear: 
ichnitt in der Entjermm: >, #: 


Bꝛ es 
== --mwärmier 
(Q9) * 
ſchnitt im Auibängenand: (zer {uk P: 





; J 
Wa=(r+rr Teil 
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Der Brudpuntt liegt hiernach entweder in dem Aufhängepuntte C ber 
Laft oder in dem größeren Abſchnitt des Balfens, d. h. zwiſchen C und ber 


Mitte deſſelben. Es ſei a>d und 4 ST fo ift in C der gefährs 
liche Querſchnitt, und es ift 446) als iz bei ber 
Berechnung der Querſchnittsdimenſionen zu benugen. Iſt dagegen — = P< 
fo liegt der gefährliche Querſchnitt in der Entfernung =, von A und es ift 
2 
= als Wiverftandsmoment bei ver Berechnung der Querſchnittsdimenſionen 
in Anwendung zu bringen... Der einzige Punkt größter Durchbiegung liegt 
in der größeren Abtheilung 40, für die fih als Gleihung ber elaftiihen 
Linie ergiebt, wenn wir mit « den Winkel bezeichnen, den biefelbe bei A mit 
der Horizontalen bilvet und wegen ber Kleinheit des Winkels tang a = arc« 
fegen: 
EI@a)= 5 


Dem größten Werth von y gleich s entfpredhe die Abfcifje zz, fo hat man: 


Eli _ra 


2 6 
zur Verehnung von xy, und 


et) 


zur Veftimmung ver größten Durchbiegung s. 


Die Winkel © und B beftimmen fih durch folgende Gleihungen: 


_ pab(a+25) 12 
EJa= — 24 05 


_peb@a+d), „P 
EA=PTT re 





Endlich ergiebt fi die Duchbiegung 3’ im Aufhängepuntt der Laft, 
wenn wir in ver Gleihung ver elaſtiſchen u := a fegen und y entwideln: 


EJs =BEJan dt, ne oder 


“ v P+ab 
EIs = FE r(e+® 57 a) 
a) Sehen wir von dem — G des Ballens, gegenüber ver Laſt P 
ab, fo erhalten wir 6 —O geſetzt: A= P : ‚B=P 5 > 
die Spannungdmomente: 4 ı= = und PZ ı= =. 
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70 Im Folgenden gehen wir zur Berechnung von Qg und (Qg) für bie 
in der Praris hauptſächlich zu unterſcheidenden Lagerungen des prismatiſchen 
Korpers über und bezeichnen die Länge der Koörperachſe mit l, wobei die ent: 
ftandenen Krümmungen verjelben fo gering angenommen werben, daß bie 
einzelnen Theile der elaftiihen Linie gleich ihren Horizontalprojectionen ge: 
feßt werden dürfen. Außer den in den einzelnen Punkten wirkſamen Ber 
laftungen wird das Gewicht G des Körper al3 eine über bie Länge I gleich: 
mäßig vertheilte Laft mit in Verüdfihtigung gezogen, indem wir die Be: 
laftung pro Längeneinheit gleich p Kilogramm annehmen, demnad) G=p ſetzen. 

J 1) Der Ballen iſt an einem 
Sig. 328. Ende A befeftigt und trägt am andern 
Ende B die Laſt P (Fig. 323). 
Für einen beliebigen Querſchnitt, 
die zugehörigen Coorbinaten feines 

Schwerpunttes mit = und y be 

geichnet, wobei die Horizontale A C 

als X. Achfe und die durch A gehende 

Verticale als Y-Achſe angenommen 

wird, ift das Spannungsmoment: 





Qq -- P(i—2) + %p (—2)2. 


Der Werth deffelben wird für 20 am größten, es ift daher das 
Widerſtandsmoment: 


(@d=Pi+4pP=PI+4G1 


und ber Querſchnitt am Ginklemmungspunfte A der gefährliche, die Bredungs: 
ebene, und beshalb die Gleichung zur Berechnung der Abmefjungen des Körpers: 


Pi+401=kl, 


worin, wie ſchon oben angegeben, für & ver kleinere der beiden Werthe x 
un 
ober #& zu benugen ift. 


Berehnet man den Krümmungsradius g mittelit höherer Mathematik, 
fo liefert die Gleihung für das Spannungsmoment dad Mittel, die Be: 
siehungen zwifden” den Coordinaten = und y irgend eines Punktes der elaſti— 
ſchen Linie, d. h. deren Gleihung, zu finden. Es ift diefelbe: 


(KR —Alr4e) 


Ely=P 
v 241 








Eu Ba +0 
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Hieraus ergiebt fih für «=! die Durchbiegung s, am Ende B, 
d. i. der Marimalwerth von y: 
_PP+3G 
A=TyToHT 
a) Iſt die am Ende wirkjame Laft P beveutend größer als das Gewicht 
@, fo kann man @ vernadjläfjigen und wir haben dann: 





Spannungsmoment: P(i—ı) = =, 
Widerſtandsmoment: Pl=k Z, 
Tragkraft: P= + k Z, 
2 (31—. 
Gleichung der elaſtiſchen Linie: EJy— Pe, 
" a— — 
Durchbiegung: 283775 


b) Iſt dagegen die Laſt P am Ende gegen die gleichmäßig vertheilte 
Laft @ zu vernadläffigen, fo ergiebt fh: 
EJ 


Spannungsmoment: yp(l— a)? = — 


Widerſtandssmoment: 4G01=k&k Z, 
Tragkraft: 6= + k Z, 
2(612— 
Gleichung der elaftiihen Linie: ZJy= eer—uer, 
; . _P@G 
DurKbiegung: = SET 


Eine Vergleichung ver beiden Refultate liefert für denfelben Körper: 


Verhaͤltniß der Durchbiegungen: a =$ 
3 
Verhältniß der Tragfeäfte: 4 =} 

e) Sind außer der gleihförmigen Laft G mehrere Laften P,, Pa, Ps--, 
in den Entfernungen a, ag, az -- von dem Einklemmungspunkte A wirk⸗ 
ſam, fo bleibt ver letztere der Bruchpunft, und es ift deshalb für dieſen das 
Widerſtandsmoment: 

J 


3@1+RAa+Ra»+Ra + =k 
s0I+ ZPa=kl. 


2) Der Ballen ift an beiden Enden A und B unterftügt und trägt in 
25° 
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der Entfernung a von dem Ende A, im Punkte C, die Laſt P (Fig. 324). 
Die Reactionen der Unterftügungspuntte follen mit A und B bezeichnet wer: 


den, und fir a mollen wir b färeiben. & it: A=4G+ PT un 
B=36+ PF- Die Horizontale wird für alle Querſchnitte zwiſchen 


Fig. 324. 








A und C ald X-Achſe, für die zwiſchen B und C zur Unterfheivung als 
2- Achſe angenommen, während die Verticalen in A und B vie Y=Achien 
liefern, indem einmal A als Coorbinaten : Anfangspuntt, für die Unterjuhung 
des Stüdes BC der elaftiihen Linie dagegen, B als Anfangspunft ange- 


nommen wird. 


Für dieQuerſchnitte zwiſchen Au.C. 
Spannungamoment: Qg: 


Hiernad erhalten wir: 


Für die Querſchnitte zwiſchen Bu.C. 
Spannungsmoment: Qg: 








— = 


Al) PO-)—pl—)?= 
EI 











ve: lPbe+4 Gz(l a) 


Der Klammerausdrud wird ein Mari⸗ 


Pb+461 
6 


mum fr == „woran 


aber die Bedingung haftet, daß z, Sa 
fein muß, 
PEFIGLS yet ai 
P_a—b P 
_<ez i . 
oS37° wobei @ > 5 fein muß, 
Das Widerftandsmoment für ven Quer⸗ 
ſchnitt in der Entfernung x, ift: 


Qy)= z = » und für den Quer⸗ 
ſchnitt im Auſbangeunn ⸗ Cover aa Pi 
Qy=P+ 19°, et_ F * 





e: 4 |Par+40:0—2) 


Der Klammerausbrud wird ein Mazi- 
Pa+301 
@ 


mum für2=2, = ‚„ woran 


aber die Bedingung haftet, daß z, S 5 
fein muß, 
—— Sb heißt aber 


P_b— B . 
4 mobei 8 > a fein muß. 


Das Widerſtandsmoment fürden Quer: 
ſchnitt in der Entfernung z, ift: 
( = um fürvend, 
= 27 = 7 Ir ben Quer: 


{mitt im Aufpängepunft C ver Laft P: 


Q)=(P+ yet. 


Relative Elaſticität und Feſtigkeit (zweiter Fall). 389 
Der Bruchpunkt liegt hiernach entweder in dem Aufhängepunfte C ver 


Laſt oder in dem größeren Abſchnitt des Ballens, d. h. zwiſchen C und ber 


Mitte deſſelben. Es ſei a und Aa, fo ift in C der gefähr- 


liche Querſchnitt, und e& it 4-46) als Widerſtandsmoment bei der 
Berechnung der Querſchnittsdimenſionen zu benutzen. Iſt dagegen rs 


25° 
fo liegt ver gefährliche Duerfnitt in der Entfernung z, von Ä und es ift 


a 
= als Wiverftandgmoment bei ber Berechnung der Querſchnittsdimenſionen 
in Anwendung zu bringen... Der einzige Punkt größter Durchbiegung liegt 
in der größeren Abtheilung 40, für die fih als Gleihung der elaftiihen 
Linie ergiebt, wenn wir mit & den Winkel bezeichnen, den dieſelbe bei A mit 
ver Horizontalen bilvet und wegen ber Aleinheit des Winkels tang a — arca 
fegen: 


EJ(as—y)= —— 


Dem größten Werth von y gleich s entſpreche die Abſciſſe x2, fo hat man: 
Az? _? Ey 


EJa= 3 5 
zur Berechnung von 2, und 
4 £ 
Br 


zur Beftimmung ver größten Durdbiegung 5. 
Die Winkel « und ß beftimmen fih durch folgende Gleihungen: 
ab(a-+25) 12 
Wa=P—, +04 2 
_peab(2a+b) Pr 
EIB=-P + 2 34 


Endlich ergiebt fih die Durhbiegung s’ im Aufhängepuntt der Laft, 
wenn wir in der ©leihung der elaftifhen u z2=a jegen und y entwideln: 
pe 


EJ!= a a Lu oder 
_ Preb 
EIr=S7 (P+ 6 . ar) 


a) Sehen wir von dem Gewidte G des Ballens, gegenüber ver Laft P 


ab, fo erhalten wir G=0 gefegt: A= P ; ‚B PS, 
die Spannungsmomente: P4 ı= = und PZ = =. 
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Diefe werden für = a over z= 5 ein Marimum, es liegt daher in 
C der Bruchpunlt, demnach das Widerſtandsmoment: 


ab J 
QD=PT =kzi 
Gleichung ber eunhiiden Linie für das Stüd A C: 











EJ («2—y) = ae, für das Stüd BC: EJ(Bz—y)= 
die Winkel @ und B —* ſich aus: 
pet, E78 pe @a+), 
64 


Die Abfeiffe zy der größten Durchbiegung ift unter der Annahıne a > d: 


= VE ven. 


Die größte Durchbiegung s, felbit aber: 
_mA_P ba: 
3EI EJT 3’ 
dagegen die Durdbiegung 3’, im Aufhängepuntte der Laft, alfo für x = a: 
dd_Pon 
6EJ EI 31 

"b) Rüdt die Laft P in die Mitte des Körpers und nehmen wir auf bas 
Gewicht defielben oder auf eine andere gleihmäßig vertheilte Laft G Rüdficht, 
fo zeigt bie elaftiihe Linie eine gleihmäßige Krümmung und e3 ergiebt ſich 
für 0=5=4: A=B=-2+8, 


ed, =an— 





Spannungsmoment: ZJPz-+$px(i— 2) = = B 


Der Bruhpunkt Fiegt in der Mitte, für x + it aljo das Wider: 


an-(er die. 


ftandgmoment: 


a 
& if ferne EJa= EJß = ZeHig, die Gleichung zur Be: 
ftimmung der Winkel @ und B. 
Gleichung der elaftiihen Linie für AC oder BC: 











P+Gs® 
Ela Tr 
2 — 423 
EIy= p3Pe—4z Min 2lrhat 


48 241 
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Die größte Durchbiegung s, ift gleich der Durhbiegung 8’, in der Mitte 


de3 Balken, alſo für = 7 und es ift demnad: 


c) Vernadjläfiigen wir im legten Falle die gleihmäßig vertheilte Laſt G 
gegen die Einzellaft P, fo it fr a=b= Fam G=0; A=B =2. 


Spannungsmoment: J Pr= = 


BViderftandsmoment: 4 Pl = 3. 


Die Tragkraft iſt in dieſem Falle: 


4,J 
P=7 k ru 
Weiter ift zur Berechnung der Winkel « und B: 
pr 
EJa=EJß=-7- 
— 3 
Gleichung der elaſtiſchen Linie Ep. Die größte Durch⸗ 
biegung 5, ftimmt mit der im Aufhängepunfte der Laft überein, es ift demnach: 
» pP 
FE LE 
ang 


d) Wird endlih von der Einzellaſt abgefehen, alfo nur bie gleihmäßig 
vertheilte Laſt G in Rechnung gebracht, jo ift die elaftiihe Linie ebenfalls 
gleihmäßig gelrümmt, und wir erhalten, P=0 geſeßt: A=B=}G@. 


Spannungdmoment: Zpal—a)= =, 


Widerſtandsmoment: 1012* Z, 

Tragkraft: G6= 3 k Z, 

Bintegligung: EIJa = EIp= GE, 

Gleichung der elaftiihen Linie: EJy = a TE a 
5 @® 


. . ee 
Größte Durchbiegung in der Mitte: ee rior] 


392 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 
* Eine Bergleihung der beiden legten Refultate liefert: 


BVerhältnig der Tragkräfte: = 1. 
Verhaltniß der Durchbiegungen: BE —3 


e) Wird der Körper, außer von feinem Gewichte G, von mehreren 
ifolirten Laſten Pi, Pg, Pz.+., in den Punkten C,, Ca, (z... der Achſe 
wirkfam, in Anfprud genommen, wobei die Abftände dieſer Angriffspuntte 
von A mit ,@,@..., und bie von B mit d,, do, da... bezeichnet 
werden follen, fo ergeben fi die Reactionen A und B ver Unterftägungs: 
punkte auf ebenfo einfahe Weife wie oben, nämlid: 











4 Zr: +30 mB EP +3. 


Zur Beftimmung des Bruhpunftes, der fowohl zwiſchen zwei aufeinander 
folgenden Angrifföpuntten der Einzelkräfte, als aud in einem berfelben liegen 
tann, muß man die Spannungsmomente für die Querſchnitte in den einzelnen 
Abtheilungen A C,, C, Cy, C. C. ... aufftellen und ven oder die Marimal- 
werthe berjelben beftimmen, wie e3 oben .bei Annahme einer Lalt P 
für die Strede A C und BC vurdgeführt worben ift. Führen wir das z. B. 
für die Abtheilung C, C. durch, fo ift, den Duerfchnitt in der Entfernung 
z von A angenommen, das Spannungsmoment für benfelben: 


EJ 
P@—a) + Pa@—a) + A @—a) + 4p’—Ae = oder: 
(Er— 9443 —— 
A—ZP 
Der Ausorud wird zu einem Marimum fr en = ——- 
Diefe Entfernung muß aber noch, wenn fie zur Entwidelung des Widerſtands⸗ 
momentes benußt werben foll, der Bedingung genügen, daß der dazu gehörige 
Querſchnitt in Wirklichleit zwifhen den Angriffapuuften CO, und (, liegt, 
daß aljo in diefem Falle z, > a, und zugleid <a, ült. Iſt diefe Ber 
dingung erfüllt, jo geht das obige Spannungsmoment durch Subftitution 
dieſes Werthes von x in feinen Marimalwerth über, welcher dadurch zum 
Wiverftandgmoment wird und der betreffende Querſchnitt ift der gefährliche. 
Für &, = a, liegt der Bruchpunkt in C, felbft. Sieht man von der gleich: 
mäßigen Belaftung ab, jegen wir aljo p = 0, fo ilt das Spannungdmoment: 


(EP-As—2Pa= = EI, 





welches für <= a, feinen Marimalwerth erhält, fo daß hier der Bruchpunkt 
jedesmal in einem der Angriffäpunkte liegen wird. Iſt in dem Ieptern Falle 
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Zr= 4, io fallen vie für die einzelnen Querſchnitte von * und C, 


aufgetelten Spannungsmomente gleih groß aus, es ift alfo = für dieſe 


Abtheilung conftant, und da bei prismatiihen Körpern aus demſelben Mate— 
rial EI ebenfalls conftant ift, fo wird alfo @ in der Strede C, Cy feinen 
Werth nicht ändern, d. b. die elaftiihe Linie ift zwifhen C, und CO, nad 
einem Kreife vom Halbmefjer g gekrümmt. 


3) Der Körper fei bei A horizontal eingemauert, das andere Ende B 
aber einfach unterftägt und dabei A B horizontal (Fig. 325). In der Ent: 
fernung a von dem eingellemmten Ende wirke die Laſt P, I—a werde gleih 


Big. 325. 





d gejegt, der Winkel, den die elaftiiche Linie bei B mit AB bilvet, fei 
gleih ß, und die Reaction des Unterftügungspunftes werde mit 3 bezeichnet. 
Um die Einklemmung zu erfegen, müſſen mir eine Reaction A und ein 
Kröftepaar Mm annehmen, deren vereinte Wirkung im Stande fein muß, 
das Ende de3 Stabes in die verlangte horizontale Lage zu bringen. Die 
elaſtiſche Linie des Körpers befteht in dieſem Falle aus zwei verſchiedenartig 
gekrummten Linien, die im Angriffspunft der Laft ftetig ineinander übergehen, 
hier alſo eine gemeinfhaftlihe Tangente haben. Für ven Theil A C nehmen 
wir AB ala X-Achſe, für den Theil BC dagegen ala 2-Achſe, die in 
A und B gezogenen Derticalen feien wieder die zugehörigen F-Achſen. 
4A und B felbft aljo Coorbinaten: Anfangspuntte, 


a) Wir fehen von ber gleihmäßig vertheilten Laſt G ab, dann it: 
1) A+B- P=0 un 2) Mn—Aa+ Bb=0. 
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Für die Duerfhnitte zwifhen | Für die Duerfhnitte zwifhen 


Aund C Bun 
erhält man das Spannungamoment Qg: |erhält man das Spannungsmoment Qg: 
Mn—4As=E. —Bı=. 


Dafielbe erreicht feinen Magimalwerth | Dafielbe erreicht feinen Marimalwerth 
für 2=0; im eingellemmten Punkte |für z=d, im Aufhängepuntte C ver 
A liegt alfo ein gefährlicher Querſchnitt Laſt Tiegt alfo ein gefährlicher Duer- 
und e3 ift für diefen das Widerftands: ſſchnitt, und es ift für diefen das Wi— 
moment (Qg)= Mm. derſtandsmoment (Qg) = — Bb. 


Es ift demnad eine Vergleihung zwiſchen Mm und — Bd nothwendig, 
um zu erfahren, ob fih in A ober in C ber wahrſcheinliche Bruchpunft findet. 
Zu dem Ende ift aber die Kenntniß von Am — Bb nothwendig, melde 
Werthe fih nur mit Hülfe höherer Mathematik beftimmen laſſen. 

Hierbei ift zu bemerfen, daß das Minuszeihen bei dem Spannungs: 
momente de3 Punktes C anzeigt, daß die Krümmung ber elaftiihen Linie an 
dieſer Stelle entgegengefegt der Krümmung ift, welche bei A vorhanden ift. 

Die Gleidungen ver elaftiihen Linie find: 

für den Theil AC: EJy=yMma?— Az, 
für ven Theil BC: EJy=—4Bz° + EJBz. 

Diefe beiven Gleihungen ftehen in der Beziehung zu einander, daß durch 
Subftitution von = a oder z=D, der Werth y gleih der Durchbiegung 
s’ im Aufhängepuntte der Laft wird. Führt man dies aus, fo erhält man: 

9) y4Mma—}Aa—=—4Bö + EJBB=EJIS. 

Eine vierte Beziehung zwiſchen den unbefannten Größen findet fi bei 
Verüdfihtigung, daß beide elaſtiſche Linien in dem Aufhängepunfte der Luft P 
eine gemeinfhaftlihe Tangente haben. Bilvet dieſe mit der Horizontalen AB 
den Winkel y, fo ift für die beiden Theile der in C übergehenden elaſtiſchen 
Linien tang y gleich aber entgegengejegt: 

4) Mma—44Aa®=}BR— EJB=EJy. 

Aus den vier numerirten Gleihungen findet fi: 

2 2 2 
A pe + et 25° », B i 











_ ebtat 2, _ 
MUm=Pp ni BIp=P&l 


Das Verhältniß der beiden Marimalwerthe läßt fih nun beftimmen: 
Es if 





Mm , a+25 
=B5 "Bar 3d)a 
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und hiernach liegt ver gefährlide Duerjhnitt im Einllemmungspunlte A, 
wenn: 
(a+25)1>(2«+3d)a, 
(a+25)(a+2)> (2a +35)a,v.h. 
b>av}, 
im entgegengefeßten Falle erfolgt der Bruch wahrſcheinliv im Aufhängepuntte 


€ ver Laft; die bier ftattfindende Durdbiegung 8’ beftimmt ſich durch bie 
Gleichung: 


302 (3a-+4b) 
EJs=P — 
fowie y gefunden wird durch: 
_patb(2b?—a?) . 
Ey PIE 


Hiernach ift y d.i. tung y poſitib, fobald 25? > a? oder 5 > a V}, in 
welchem alle ver Theil BC ver elaftiihen Linie mehr als 40 durchge: 
bogen ift. Die Coordinaten der größten Durdbiegung in dieſem Theile be— 
zeichnen wir mit 2’ und s, und erhalten dafür aus der Gleichung ber 


elaſtiſchen Linie: 
A / b 
=ı Jar3 +35 und 


h 
EIy=46EIB— Bi) = gen 


!= 





Iſt dagegen Y negativ, aljo 6<aY}, fo findet in dem Theile AC 
die größte Durchbiegung ftatt, deren Coorbinaten mit x’ und 8, bezeichnet 
werben follen. Aus ver Gleihung der elaſtiſchen Linie, für den Theil AC 
ergiebt fi: 

Mm 2a(a+ 2b) 
ie ehr r me rTee ran 


7 
Elan =@Mn—Ar)= Zen 


Segt man endlich den Werth des Spannungsmomentes für den Theil 
AC gleih Null, fo ift damit die Stelle der elaſtiſchen Linie in Betracht ges 
zogen, an welcher dieſelbe zu einer geraden Linie, g aljo unendlich groß ger 
worben, d. h. bier geht die convere in die concane Krümmung über. Ber 
zeichnet man die Abfcifje diefes Punktes (Inflexionspunlt) mit 2’, fo iſt: 
"_ „_Mm_« 
Mm— A: =0 und æ“ 1”3 
b) Iſt die Saft P in der Mitte de3 Körpers wirkſam, fo haben wir in 
den vorigen Refultaten a — 5 zu fegen. Da 5 bei diefer Annahme größer 


als a Y3, fo liegt der gefährlide Duerfhnitt im Cinklemmungspunkt 
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und es iſt deshalb das Widerſtandsmoment (Q 9): 
3 J 
Qn=Mm=;;PI=k- 


A 16 1 J 
und die Tragkraft: P= FT k zZ 

Weiter ift der Drud an der Unterftügung B = 5 P, der an ver Ein: 
Hemmungftelle: A= 2 P. 


Die Coorbinaten x”, y" de3 Yuflerionspunktes find: 
"3. I _ PR, 

. METER Maker 

Die Coorbinaten x’, 5, der größten Durhbiegung in dem Theile A C: 
6 __9 pP» 
võs 77 

Die Coordinaten 2’, 3, der größten Durchbiegung in dem Theile BC, 
d. i. die abfolut größte: 


Ir. VE Pw a 1 
I=zV;n 200 EI", = po 

















ı 
Die Durhbiegung 8’ im Aufhängepunkte der Laft, fr æ =a= 7 
7 Pe s 1 Eu 1 

768 EI’ 1,286’ 5 1,289 

41 
4 32 











1 
EIB= 5 PP EIy = PR, v. h. y AR. 

Die Spannungsmomente find nach dem Vorigen für bie einzelnen Duer- 
ſchnitte folgenden Veränderungen unterworfen. Für = 0 an der Einklem— 
mungäftelle it Qq — Mm, nimmt von bier aus proportional dem Werthe x 
ab, bis zum Inflerionspunfte, wo Qg=0 mird, nimmt von bier aus 
wieder, in abfoluter Hinfiht proportional der Entfernung z, zu bis = a 
oder z=b, wo es feinen zweiten Maximalwerth Bd erreicht, und nimmt 
endlih von bier aus ftetig ab bis zum Unterftügungspuntte B, in welchem 
Qg wieder zu Null wird. Erritet man auf einer Linie A B— 1 (Fig. 326) 
Normalen, welhe dem Spannungsmomente proportional find, fo liefert die 
Linie HDLB ein deutliches Bild von der Veränderlichfeit diefer Spannungs» 
momente. Für einen beliebigen Punkt M ver elaftiihen Linie ift alfo bie 
Normale MN dem Spannungsmomente an biefer Stelle proportional, AH 
und CL tepräfentiren die Marima der Spannungsmomente, und in D, wo 
die betreffende Normale verſchwindet, aljo ein Spannungsmoment nicht vors 
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handen ift, liegt der Inflexionspunkt der elaftiichen Linie, d. h. hier findet der 
Uebergang der einen Krümmung in die entgegengefegte ftatt und dabei iſt 
AD=Hl. 


Fig. 326. 


ig. 3er. 





e) Der Körper habe eine gleihmäßig vertheilte Laft G = pL zu tragen. 
Die Unterfuhung müßte in diefem Falle in gleiher Weife wie unter 3a dieſes 
Paragraphen geführt werden, man kann jedoch auch von 1 dieſes Paragraphen 
ausgehen, die dort nah unten, am Ende, vertical "abwärts wirkende Laft P, 
entgegengefegt wirfend annehmen, und diefelbe fo groß werden laſſen, daß 
die dort gefundene Durhbiegung 5, zu Null wird, der Enbpunft aljo mit 
dem Ginkfemmungspunkte A in derjelben Horizontalen zu liegen kommt. 
Nennen wir biefen aufwärts wirkenden Drud vorläufig ebenfalls P (Fig. 327), 
fo ift für einen beliebigen Querſchnitt, A als Coordinaten-Anfangspunkt ans 
genommen: 


das Spannungsmoment: 


Qg= Te u JE 


die Gleihung ver elaftiihen Linie: 


ꝰ (6 —4le +22) „ar(l—a) 
Ely=6 241 . 
die Durchbiegung am Ende des Körpers: 








2 
EJn=@6—P. 


Soll dieſe zu Null werben, fo muß P, mas jet zu der Reaction des 
Unterftüägungspunfte3 wird, der Bezeihnung in biefer Nummer gemäß, B 
genannt werden, und es ift: 

B=3G m A=$@. 
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Bei Benugung diejes Werthes üt: 
„za t—4a) _EJ 
87 — 
Daſſelbe erhaͤlt jeinen größten Werih für ⸗ —O, d. h. am Einllem⸗ 
mungspunlte A liegt der gefährlihe Querſchnitt, demnach iſt: 





das Spannungsmoment: Qg—= 


das Widerſtandsmoment: Q)=Mm=}6C1=k 2 und 
die Tragkraft: G6= 3 k Z , 

Au _ 
bie Gfeihung der elaſtiſchen Linie: 2Jy = srer—iter2, 


» 
Die Duräbiegung # in ver Mitte fir = 4: #119 


Die Coorbinaten =”, y" des Inflerionspunftes ergeben fih aus dem 
Spannungsmoment für e = x; =" =}l, y"—1$r HE 


Die Coordinaten z,, 3 ber größten Durchbiegung finden fih aus ber 
Gleichung der elaſtiſchen Linie: Er 
Gr 1 
08 0 TI 
Ferner ergiebt ſich mittelft höherer Mathematik: 
EIB= 256° un EJy= zb GR, 
fo daß y=4B if. 

In Figur 328 find zu AB—I Normalen errihtet worden, welde 
den Spannungsmomenten in ben einzelnen Querſchnitten bes Korpers pros 
portional find. Diefelben find 
nicht der einfadhen Entfernung = 
von dem eingellemmten Ende pro: 
portional, fondern dem Ausbrude 
-*) -44), d.i. einem in 
Bezug auf x quabratiihen Aus- 
drucke. Die Endpunlte diefer Nor⸗ 
malen ſind deshalb nicht, wie bei 
dem vorigen Falle, durch ge— 
brochene gerade Linien, ſondern 
durch krumme Linien begrenzt. 
‚Hier repraſentiren AH und XE 
die beiden Marima, dabei ift AH 
der abjolut größte Werth, CL 

H ift dem Spannungsmomente in 

der Mitte proportional und bei D 
liegt wieder der Inflexionspunlt der elaftiihen Linie, wobi AD—4I1 iſt. 








Fig. 328. 
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4) Der Körper von ver Länge ſei mit beiven Enden A und B in 
horizontaler Lage eingellemmt und trage in ver Entfernung a von dem 
Ende A im Punkte C die Laft P. Die Einflemmungen werben bei dem 
Enppunfte A durd das Kräftepaar Mm und vie Kraft A, bei B dagegen 
durd dad Kräftepaar Nn und die Kraft B erfept und dabei I—a wieder 
mit 5 bezeichnet (Fig. 329). Die elaftiiche Linie des Körpers befteht aus zwei 


Fig. 329. 





! 
| 
! 
v 
* 


verſchiedenartig gefrümmten Theilen A C und BC, welche in C ftetig ineinander 
übergehen, bier alfo eine gemeinfcaftlihe Tangente haben, melde mit AB 
den Winkel y bilden mag. Für den Theil A C der elaftiihen Linie ſei AB, 
X-Achſe und die in A dazu errichtete Normale Y:Adhfe; für den Theil 3 C 
der Curve fei BA, 2-Achſe und die in .B errichtete Normale P-Achſe; 
4A und B find demnach die Anfangspunfte der beiden Coordinaten-Syſteme. 

a) Es fei P vie einzige Belaftung des Körper3, von der gleihmäßigen 
Belsftung G — pl werde alfo abgefehen, dann ift: 

1) A+B—P=0 um 2) Mm— Aa—Nn+Bb=0. 

Für die Duerfänitte zwifhen | Für die Duerfhnitte zwiſchen 





A und C B und C 
ergiebt ſich das Spannungsmoment ergiebt ſich das Spannungsmoment 
Qg a: Qg a: 
Mm—Ax -=. Nn—B:= EI. 
e (2 


Daſſelbe erreicht feinen Maximalwerth/ Daſſelbe erreicht feinen Marimalwerth 
für 20; im eingeflemmten Punkte 4) fur z= 0; im eingellemmten Puntte 
liegt aljo ein gefährlicher Querſchnitt B liegt alfo ein gefährfiher Querſchnitt 
und e3 iſt für diefen das Wiverftandd: und es ift für diefen das Wiverftands- 
moment (Q= Mm. moment (Qg)=Nn. 


Es ift ferner nod der Duerjhnitt im Aufhängepunfte C der Laft P in 
Bezug auf feine Wiverftandsfähigfeit zu unterfuhen, daher ift das hier ftatt- 
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findende Spannungsmoment Vo= Mm— Aa over Nn— Bb, bei der 
Auffuhung des abfolut gefährlihften Querſchnittes in Betracht zu ziehen. Bu 
dem Ende ift die Kenntniß von Mm, Nn, A und B nothwenbig, welde 
Werthe fih nur mit Hülfe höherer Mathematik beftimmen lafien. 
Die Gleihungen der elaftiihen Linie find: 

für den Theil AC: EJy=4Mma?— Az, 

für den Theil BC: EJy=$Nn—4BzR, 

Diefe beiden Gleidungen müflen bei der Subftitution æ — a und z=d 
denjelben Werth y, der zu den Aufhängepunkte C ver Laft gehört, liefern 
und den wir mit #’ bezeichnen. Es ift demnach: 

3) EJs = 4Mma?— }Aa®= ANnb?—4Bb8. 

Gine weitere Beziehung zwiſchen ven vier Unbefannten erhalten wir durch 
die Berüdfihtigung, daß beide Eurven in dem Punkte C eine gemeinfchaft- 
liche Tangente haben, die mit A B den Winkel y bilvet. Die trigonometrifhen 
Tangenten dieſes Winkels find für diefe beiden ineinander übergehenden Curven 
gleih und entgegengefegt. Mit Hülfe höherer Mathematik ergiebt fih dieſe 
Beziehung wie folgt: 

4) EJy= Mma—}Aa?=—Nnb-+}BbR. 
Aus den vier numerirten Gleihungen erhalten wir: 
12 (30 +3) a? (+32) ab: a2b 
4A=P * ;B=P * ; Mm Pa: In Pa 
232 
und Vo Um Aa — PER. 
Das negative Zeihen bei V’v giebt an, daß die elaftifhe Linie bei C eine 
Krümmung hat, welche ver bei A und B entgegengefegt ift. Aus den obigen 
Werthen folgt: " 
ab® a®b 2a " 
d.Mm—=P * a.Nn—=P * —1.Vı=P EB 

Die Addition dieſer Ausorüde liefert eine bemerfensmwerthe Beziehung 
zwifhen den Spannungsmomenten der Duerjhnitte in A, B und C: 

5.Mm-+a.Nn—1.Vo=Pab. 

Um den gefährlihen Querſchnitt zu finden, find die relativ größten 
Spannungsmomente Mm, Nn, —V v mit einander zu vergleihen. Dies liefert: 
1 
2a ı 38 

Iſt hierbei a <d, fo it Mm am größten, daher das Widerſtands⸗ 
moment (Qg)= Mm #2; für a=b5 wid Mm= —Vv=Nn=4Pb, 
d. h. die drei Duerfhnitte in A, B und C find gleih gefährlih, und ift 


a>b, jo it Nn am größten, daher das Widerſtandsmoment (Qg)= Nn—=k 2 . 


























Mm:— Vvo:Nn= 
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Die Durdbiegung s’ im Aufhängepunkte C der Laft findet ſich aus: 


a® 53 
EJ!‘=P ZB 
Der Winkel y beftimmt fih aus der Gleihung: 
EIy= pP 
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Diefer Werth ift für a <d pofitiv, die größte Durdbiegung s, findet 
dann in dem Theile BC ftatt, die dazu gehörige Abſciſſe mit z’ bezeichnet, 
liefert: 








2Nn 2% 
’= BT arss> 
20258 
EBIM 


Die elaſtiſche Linie hat in beiden Theilen 40 und BC einen Inflerions- 
punkt, die beitefjenden Abſciſſen feien x” und 2”, melde man aus dem Span⸗ 
nung3moment für g = oo erhält: 

Mm @ Nn b 
"_ N . 

Tapete 

b) Nüdt die Laft P in die Mitte, fo ift die elaftifche Linie nad) beiden 
Seiten in gleiher Weife gekrümmt, und man erhält die betreffenden Reful- 
tate, wenn man in den obigen Ausprüden 5= a jept: 

A=B=3P; Mm Vv=Na=4Pi 
gleih dem Wiverftandgmoment (Q 9) alfo: 


jrı=rl, 





* 

















daher die Tragkraft: 


die Gleichung der elaſtiſchen Linie: 
EJy= a4 Pa?(81—42) = 4 Pr(81—42). 
Es ift ferner EJ/y=0, daher im Aufhängepunfte der Laft die größte 
Durhbiegung 3’, und es ift in diefem Falle: 
EJd= ba PR. 
Die Coordinaten 2” y’ und 2” y" ver Inflexionspunkte werden dabei: 
Mr}; EJy = EIy'=yEJIs. 
In der Figur 330 (a. f. ©.) find die Spannungsmomente der einzelnen 
Querſchnitte normal zu A B=1 aufgetragen worden und es ſtellt demnach 


die gebrodene Linie X DLEK vie Veränderlicteit dieſer Momente bar. 
Bernide, Meganit. I. Zweite Kufl, 26 


Tie vrei Marimalweribe, vur$ AH, CL, B K vaıgeellt, find bier gleich 
groß; bei D und F liegen die Juflesionspimfte ver elaftiihen Linie und 
ar # AD=BE=JI. 


Fig. 350, 





Hu x 


e) Der Körper habe eine gleihmäßig vertheilte Lat & — p zu tragen. 
Die Unterfuhungen werden unter denfelben Annahmen wie bei a geführt, 
mobei ſich gleich überfehen läßt, daß die Krümmungsverhältnife in beiden 
Theilm AC und BC ver elaftiihen Linie biefelben find, unter C die Mitte 
derſelben verftanden. 

Bir erhalten als Spannungsmomente für jeden beliebigen Querſchnitt 
der elaftiichen Linie, in der Entfernung z von dem Einklemmungspunfte A, 
der als Coorbinaten: Anfangspuntt angenommen wird: . 


— Art pr. 
Hieraus ergiebt ſich mittelft höherer Mathematit, wenn man mit y den 
BWintel bezeichnet, den die Tangente in dem betrefjenven Punkte mit AB bilvet: 
Mmz—}4A2:+4p@=EJy. 
Als Gleichung der elaftifhen Linie findet fih hieraus: 
LAm æꝰ —44A2 + Apr =EJy. 
Die beiven letzten Gleihungen müflen für =! zu Null werden, da 


die elaftifhe Linie bei B eine horizontale Lage haben und ver Punkt B in 
der X: Ahfe AB liegen fol. Es ift demnach: 
Mmi—}AR +4p®=0, 
IMmB— AP Kpt=0 
und hieraus ergiebt fi: 
A=40=B; Mm=yGl=Nn. 
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Bei Benupung diefer Werthe finden wir dad Spannungsmoment 
EJ 
ial-40sthpe= 


und daraus erhalten wir das für dem mittleren Querſchnitt C: 
2 
Van 32(5) =— 40. 


Es ift zu erfehen, daß die Duerfänitte an ben eingefemmten Punkten 
die gefährlichen find, und wir haben daher das Widerftandamoment: 


Q)= 1% 41= # I und die Tragkaft = 1° + 2 


Die Gleihung der elaftifhen Linie ift: 
Ey=hH0lt— Get hp, 
für = u nimmt y feinen Marimalwerth an, ven wir wieder mit 3’ bes 
zeichnen: BI = GP. 


Die Abſciſſen z’ und 2” ver beiden Inſlexionspunlte ergeben fi, wenn 
wir das Spannungsmoment Qg = O fegen: 
15 01—4Gx2 +4p.? =0 over 
TpP—yplz+4pe”=0, 


ı „_t 5 
58-0; "= CH Vi. 


Die in Fig. 331 zu AB errichteten, den Spannungdmomenten in ben 
Fig. 381. einzelnen Querſchnitten 

Bass proportionalen Norma: 
Ien, liefern die krumme 
Linie HDLEK. Die 
Marimalwerthe find 
durch AH, CL um 
BK vargeftellt, wobei 
abe AH=BK das 
abfolute Marimum re: 
präfentiren. Die Ins 
flerionspuntte liegen in 
E D und E, wobei 






ı 





AD 5 (8 — V3) und AE=3 (+ v3) it. 


In ver folgenden Tabelle find vie Werthe der Widerſtandsmomente (Q 9), 

der Tiagkräfte und der größten Durchbiegungen s für bie unter 1°, 12, 

2°, 24, 3b, 3°, 4 und 4° behandelten Fälle zur Bergleihung zufammengeftellt: 
26* 








0,447: 25 Pl 





0,26. 6° 
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Drehungs-Elafticität uud Feſtigkeit. Ein primatifher Körper von der 71 
Länge I (Fig. 332) werde durch Kräfte, welche in Ebenen normal zur geomes 
triſchen Achſe CD des Körpers liegen und deren Richtungslinie, die Achſe, 
nicht ſchneiden, angegriffen. Denkt man jede Kraft in ihrer Ebene parallel 
mit fih, an den Durchſchnittspunkt der Achie mit diefer Ebene verichoben, 

gig. 332. fo entftehen Kräftepaare, welche in 

den Querſchnittsebenen des Körpers 

liegen und außerdem Kräfte, welche 
die Achſe normal ſchneiden, den 
Körper alfo auf Biegungselafticität 
und Feftigkeit in Anfprud nehmen. 
Von diefen legteren, fowie von 
dem Gemwichte des Körperd fehen 
wir hier ganz ab, berüdfichtigen 
alfo nur die in den Querſchnitten 
gelegenen Kräftepaare. Diefelben 
haben das Beitreben, die im ur: 
fprünglichen Zuftande des Körpers 
mit der Achſe CD parallel Taus 
fenden Fafern um die Achſe zu drehen, der Faſer X H alſo z. ®. die Lage 
KL zu geben. Da die Kräftepaare in feit mit einander verbundenen paral⸗ 
Ielen Ebenen liegen, fo läßt ſich deren Geſammtwirkung durch bie algebraifche 
Summe ihrer Momente erjegen, wobei für jeden einzelnen zu unterſuchenden 
Querſchnitt die von bier bis an das Ende des Körperd vorkommenden Kräftes 
paare in Rechnung zu bringen find. Das tefultirende Moment der äußeren 
Kräfte, bezogen auf einen beliebigen Querſchnitt des Körpers, foll in ver Folge 
mit Vo bezeichnet werden. Iſt, wie in der Figur angegeben, nur ein ein 
ziges Kräftepaar in dem äußerften Querſchnitte des Körpers vorhanden, fo ift 
für fämmtlihe Querſchnitte deſſelben das refultirende Moment Vo conftant 
und gleid P.AC, wofür wir PR ſchreiben wollen. Die Verbrehungen der 
einzelnen Fafern werden fo gering angenommen, daß vie inneren Kräfte dies 
felben volltommen aufzuheben im Stande find, fobald die äußere Einwirkung 
auf Verbrehung aufhört. Hierbei nehmen wir an, daß die vor der Per 
drehung ebenen Duerjchnitte des Körpers aud während derſelben eben bleiben, 
daß die Längenfafern eine um fo größere Verdrehung erfahren, je weiter fie 
von ber Achſe des Körpers entfernt find, und daß zwiſchen der Verfhiebung y 
in irgend einem Punkte eines beliebigen Querſchnitts und der zugehörigen 
Zangentialfpannung 7 das in Formel 133 angegebene conftante Verhältniß 


ftattfindet, daß alſo jederzeit — — iſt. 


Bedeuten ZH, H, und K, K, zwei aufeinander folgende Querſchnitte in 


dem Körper, fo ift die Verfhiebung 7 des Punktes U, = a 2 * 68 ift aber 
ı Kı 
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2 - 3 d. h. die Verfhiebungen find für die verſchiedenen Punkte 
derſelben Yafer conftant, jo daß bier unter 9 bie fpecififhe Verſchiebung, 
d. i. die für bie Längeneinheit, in der Entfernung O A, von der Dreh: 
achſe, verſtanden werben kann. Die fpecifiihe Verſchiebung in der Entfernung 1 
von der Drehachſe wird der fpecififhe Drehmwintel genannt und mit 9 
bezeichnet. GB ift hiernah für ein Flachenelement f, in der Entfernung r 
von ber Drehachſe, die ſpeciſiſche Verſchiebung: 

Verb... 2er. (146) 


Der in dem Punkte 7, durch die Verdrehung hervorgerufene tangentiale 
Widerſtand S, ift, unter / das in A, concentrirte Flachenelement verftanden, 
glei fr, oder wenn wir auch hierbei die Tangentialfpannung 7, in ver 
Entfernung 1 von der Drehachſe einführen, fo ift diefer Wiverftand in der 
Entfernung r von derſelben: 5, =, fr. 

Denen wir in dem —— Ei. 333) 5. nad gichung der 
Achſen in die Componenten — S, 4, 5 — zerlegt und verfahren wir mit 


den Widerftänden in fämmtlihen Fläͤchenelementen des betreffenden Querſchnitts 
in gleicher Weiſe, fo erhalten wir die 
Fig. 333. drei Gleichgewichtsbedingungen: 
Y 


» (5 2 =0, 


2) 2 - =0, 

3) Zsr—Ve=0. 

Aus ven beiden erften Gleis 
dungen erfahren wir die ſchon be= 
lannte Thatfahe, daß O der Schwer- 
puntt des betreffenden Duerſchnitts 
ift und daß die geometrifhe Achſe 
teine Berbrehung erfährt. Die dritte 
Gleichung formen wir mit Benugung bed angegebenen Werthes für S,, folz 
genvermaßen um und erhalten: 

Vvr=Eujt=uZfr. 

Den Factor Z/r?, ver nur von der Form des Duerfhnitts abhängig 
ift, nennt man das polare Trägheitgmoment deſſelben und bezeichnet ihn mit 
I, Aus der lepten Figur ergiebt ih ⸗2 — =" + yP, ale fr — fx? +/y%, 
und deshalb Z/fr?— Zfz? + Zfy?. Die Ausvrüde Zr? und Z/y? 
ftellen die bei ver Biegung eines prismatiihen Korpers maßgebenden Träg- 
beitämomente J, bezogen auf zwei durch den Schwerpuntt O des Querſchnitts 
gezogene, auf einander normal ſtehende Linien vor und Lönnen deshalb mit 
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J, und J, bezeichnet werben, fo daß wir ganz allgemein erhalten: 
Meiuth: ern . . .. (47) 
wonach zur Berechnung des polaren Teigpeitämomentes In vie in $. 69 
verzeichneten Tabellenwerthe benupt werden können, Die einzige Gleichgewichts: 
bevingung bei der Drehungelafticität und Feftigkeit it nah dem Obigen: 
end... (18) 
Führen wir ftatt der Tangentialfpannung 7, in ver Entfernung 1 von 
ver Drehachſe vie betreffende ſpecifiſche Verſchiebung ein, d. i. der fpecifiiche 
Drehmwintel $, fo ift n. 5.133 7, — #0 zu fegen und wir erhalten deshalb: 
W=80h,.... ..... . (149) 
Die Gleichung heißt das Zorfions-Biegungsmoment, entfprehend 
dem Spannungsmoment bei der Biegungsfeftigleit, und kann zur Berechnung 
ver Duerfhnittädimenfionen des Körpers benugt werden, fobald für ven fpeci- 
fiſchen Drehwinlel H_praktiih brauchbare Annahmen gemacht werben. 


Gewöhnlih wird dieſer Winkel in Graden angegeben, in weldem Falle 
man in Formel 149 ftatt 9, ni 9° einzuführen hat. Bezeichnet man endlich 
noch den Verbrehungswintel im Bogenmaß, in Bezug auf bie ganze Länge d 
des Körper mit &, fo it «= #1, und es ift deshalb das Torſions- 
Biegungsmoment darſtellbar durch: 


Vvo Ic, ....... (1490) 


Vv=0,=a CL... (1490) 


2 7 

Führen wir andererſeits in Formel 148 ftatt v, die größte Tangential- 
fpannung (r) ein, melde in ven äußerften Faſern auftritt, und bezeihnen 
die Entfernung berfelben von der Drehachſe mit e, fo ift: 


VYv=() > 


Dieſe größte Tangentialfpannung (z) darf bei praltiihen Ausführungen 
niemals größer als der in $. 66 angegebene Sicherheitsmodul £ ausfallen, 
fo daß mir & für (z) fubftituiren müffen, wenn wir dad Torfiond: Wider: 
ftandamoment für den oder die betreffenden Querſchnitte erhalten wollen. 
Dafjelbe ift hiernadh, den entſprechenden, für die Praris in Anwendung zu 
beingenden, Marimalwerth von Vo mit (Wo) bezeichnend: 


[U VE 17) 


Die betreffenden, von dem Material abhängigen Conftanten C und t, 
welde in den Formeln 149 und 150 auftreten, find in $.65 und 66 in 
ihrer Abhängigkeit von E und k und T angegeben. 
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Die Zorfiond : Elafticität und Feſtigkeit lommt hauptjählih bei ven 
Big. 334. Bellen im Mafchinenbau zur Anmwen- 
o dung, und zwar treten bier ge: 
wöhnlih (Fig. 334) zwei fih das 
Gleichgewicht haltende, nad) entgegenz 
gefegter Richtung wirlſame Kräftepaare 
Pp wm Qg auf. Es ift gleih- 
giltig, welches ver beiven Paare man 
als Drehungsmoment Vo benugt, 
unter 2 ift dagegen die Gntfernung 
CM ver leitenden Paarebenen zu ver⸗ 
” ftehen. 
72 Zuſammengeſetzte Biegungs- Elafticität und Feftigfeit” 
1. Ercentrifhe Zug: oder Drudbelaftung. 

1) Ein prismatiſcher Körper fei an einem Ende A (Fig. 335) in ver- 
ticaler Lage befeftigt und durch eine Kraft P, welche parallel der Achfe in der 
Entfernung p von derfelben wirlſam ift, belaftet. Man verlege die Kraft P 
parallel ihrer Richtung in die Achſe des Körpers, jo ift derſelbe durch die 

j Kraft P auf abfolute oder rüdwirkende 

ig. 335 Feſtigleit in Anfpru genommen, wäh: 
vend das Kräftepaar Pp ven Körper 
auf Biegungselafticität und Seftigleit 
beanfprudt. Die durch die Kraft P 
bervorgerufenen Spannungen oder Brei: 
fungen werben, wie in $. 67, als 
gleihförmig vertheilt im Duerfhnitt an⸗ 


genommen, find alfo gleih + zu legen, 


unter F den Flädeninhalt des Quer⸗ 
ſchnitts verftanden. 

Das Kräftepaar Pp behält für 
fämmtlide Duerjhnitte feinen Werth, 
erzeugt alſo in den einzelnen Quer: 
ſchnitten gleih große Spannungen und Prefjungen, die dem Abftande von der 
elaftiihen Faferihiht proportional find, fodaß die in $. 69 gefundenen Reful: 
tate hierauf unmittelbare Anwendung finden werden, wenn wie dort, die zuläffigen 
Biegungen als Hein vorausgefeßt werden. Bezeichnen wir die aus der Kraft P 
und dem Kräftepaare Pp bervorgehende Zugfpannung mit 0’ und bie ent: 
fprehende Drudipannung mit 0”, fo ift: 

a) wenn P auf Zug wirkt: 








. . Ppe P 
für die convere Seite des Körpers 0’ — 2 . + 7 
Ppe' P 


für die concave Seite de3 Körpers 0’ = —— — 
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b) wenn P auf Drud wirtjam ült: 








h 
für die convere Geite des Körpers 0’ — Prd_P 
J Fı 
n 
für die concave Seite de3 Körpers 6" = Are + - 


In jedem einzelnen Falle find die Velaftungen jo zu wählen, dab bie 
größten Werthe von 0’ und a” höchſtens gleih K’ und &” werben, wobei 
es ſich ereignen kann, daß dieſo Marimalwerthe in zwei verſchiedenen Duer- 
ſchnitten auftreten. Die Gleihungen, aus denen die Abmefjungen des Körpers 
bei gegebener Belaftung zu beredinen, find daher: 


—— 


_pfpe 1 

“=P (FF, 
worin die oberen Zeichen für P als Zugkraft gelten, die unteren dagegen für P 
als Drudkraft in Rechnung zu bringen find. 

2) Ein prismatifher Körper (Fig. 336) von der Länge I fei in vertis 
caler Stellung von unten und an den Endpunften A und B von der Geite 
geftügt. In dem Punkte C fei ein Seitenarm CD==p 
angeorbnet, an defien Ende die Kraft P angebracht ift, 
welde parallel der Achſe vertical abwärts, alſo auf 
Drud wirkt. Die Drude auf die feitlihen Unterftügungs- 
punfte fein A und B, beide müflen nad entgegen: 
geiepter Richtung wirken, ihre Summe muß gleich Null fein: 

A+B=0. 

Nehmen wir A negativ an, fo ift, wenn wir Pp 
verſchieben, fo daß die Kraft normal zur Korperachſe 
wirkt, und dem Paare die Breite 7 geben: 


B=—4A=P#F. 


Wird wieder, wie früher, AC mit a, BC mit 5 bezeichnet, fo ift 
das Spannungsmoment Qg für jeden Querſchnitt von AU in der Entfer— 
nung x, von A: 





_EJ 
e 


und dad Spannungsmoment, für jeden Duerfhnitt von 3 C, in der Entfer: 
nung z von B: 








Die verjhiedenen Zeihen der Spannungsmomente zeigen, daß bie elaftiihe 
Linie bei C plöglic ihre Krümmung ändert, daß alſo oberhalb oder unterhalb 
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rie arminise ider Co eih Pp 7 acs aes ou Mursmm sum 


vom Rersäisuch puriien a wer b schäufr Fir a>5 Ser wer geähe 
bite Lueritacı wmerbeit (. daber gas Sorerimmiment ı 1. glei: 


sa tem La: 
kan, weite legte ac⸗ turk tie im Riöteng der Ahie wihme Inmlieit 
P vermehrt wir. Es ik taber für tieien gerährliten Tmerkhmez: 








ad P 
e=PT Jr 
ad P 





Tieie Geiammtipannungen und Prefjungen türen wieter kedien: tie 
prattüid) zuläfägen Berthe E und E” erreichen. 

II. Zertnidungzjefigfeit. 

1) Ein prismatiiher Körper AB (Fig. 337), deſen Länge 2 die Uner: 
idmittsvimenfionen um ein Vedentendes an Größe überragt, jei am einem 
Ende B befeftigt und erfahre an dem andern Ende A eine Belaftung von P Rilo- 
‚gramm, welche in Richtung der Adıje, nad) dem beiefligten Cade bin, wirfiam üft. 





Unter der Vorausfegung, daß die Mittellinie des Körpers aud bei ver Be: 
laftung ihre gerade Richtung behauptet, wirb die Kraft P in den einzelnen 
Buntten des Körpers gleihe Zufammenbrüdungen hervorrufen, die fih für 


jeven Querſchnitt zu der Gefammtprefiung zZ zufammenfegen, unter F die 


Zertnikungefeftigfeit. 41 
Größe des Querſchnitis verftanden. Findet dagegen durch irgend einen Um— 
ftand, eine Biegung der Körperachfe ftatt, fei es durch einen feitlichen Drud, 
fei es in Folge der ungleihen Befchaffenheit des Körpers, jo wird die Kraft P 
diefe Biegung zu vergrößern fuhen, und es wird bei fortgefegter Belaftung 
die Zerftörung des Körpers durh Berfniden erfolgen. In dem Folgenden 
fegen wir eine derartige fehr geringe Biegung der Körperadhfe voraus, ſehen 
bei ber weiteren Unterfuhung von dem Gewichte des Körper® ab und be 
ftimmen die geringfte Laft P, welche das Zerkniden des Körpers zur Folge 
baben Tann. Für einen beliebigen Querſchnitt O ift das Spannungsmoment 
Qg in verfelben Weife, wie bei der relativen Feitigleit: 


Qa=, 


worin wir ftatt Qg das Moment P. MO einzuführen haben. Dieſes Mo 
ment ändert ſich für denfelben Querſchnitt mit der Größe der Durdbiegung 
MO, währenn das entfprehende Moment für den auf relative Feſtigleit in 
Anfprud genommenen Körper, bei den in ber Praris zuläffigen Biegungen, 
für denſelben Querſchnitt einen conftanten Werth behält. Die größte Biegung 
findet jebenfall® an der eingeffemmten Stelle B ftatt, es ift demnach ber 
Querſchnitt in B der gefährliche, fein Krümmungsradius der Meinfte und das 
für diefen Querſchnitt aufgeftellte Spannungsmoment müßte als Beſtimmungs- 
gleihung für die Zerknidungskraft P benugt werden. Zur Berechnung der— 
felben benugt man jedoch die Gleihung der elaftiihen Linie, die fih nur mit 
Hülfe höherer Mathematik finden läßt. Bezeichnen wir MO mit y, MA mit x 
und den Marimalwertb von y, d. i. BC mit s, fo ift diefe Gleichung für 
4 als Coorbinaten: Anfangspuntt: 


I-ı- Va 
Fi cos(z 5 


Aus diefer Gleihung ergiebt fih, wenn wir &— I und damit y zus 
gleih = 8 fegen, für den gefährlihen Querſchnitt in B: 


P 
1=1- [1 V a 
v P 
IV —-]|=0 ode 
. cos ( =) O oder 


a\"EJ 

P=()W . . . . . . . .. asy 

Es bedeutet hierin J das kleinſte Trägheitsmoment des Querſchnitts, 

für irgend eine neutrale Achſe, da angenommen werden muß, daß bie Biegung 

nad) der Richtung erfolgt, für melde der Widerftand dagegen am Heinften 

iſt. In dem rechtedigen Duerfänitt, für welden J= 75 5h?, ift demnach 
bier unter Ah die fleinere der beiden Nechtedzfeiten zu verftehen. 
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In dem erhaltenen Werthe für die Zertnidungskraft P iR vie größte 
Turdbiegung s nicht enthalten, fo daß aljo bei jeber beliebigen Durchbiegung 
die Belaftung P das Zerkniden des Körpers veranlafien müßte. Außerdem 
bleibt e3 auch unerllärlich, wie fi} der Körper verhalten wird, wenn man auf 
ihm eine Heinere oder größere Kraft als P, einwirken läßt. Es ift dies ala 
ein Mangel unferer Kenntniß über die hier obwaltenden Borgänge anzufehen 
und wir find deshalb bei dieſem Zalle ber praftiihen Feſtigleitslehre faR allein 
auf bie aus der Erfahrung entlehnten Ergebniſſe angemiejen. 

2) Denken wir in dem vorigen Falle die beiden Enden A und A, des 
Körper abgerundet und die Ginflemmung durch eine einfahe Unterftügung 
erjeßt (Fig. 338), fo wird die elaftiihe Linie eine ſymmetriſche Krümmung 
erhalten und jeve Hälfte des Körperd wird in Bezug auf die Biegung mit 
dem vorigen Fall übereinftimmen. Dafjelbe wird eintreten, wenn beide Enden 
in Zapfen drehbar find, wie e3 bei den Schubftangen ver Fall if. Die 
Enden ver elaftiihen Linie werden in der Richtungslinie von P liegen, da- 
gegen eine beliebige Neigung gegen viefelbe haben können. Bezeihnen wir 
wieder die Länge des Körpers mit 2, fo erhalten wir bie Zerfnidungatraft P, 


wenn wir in F. 151 2 Buch & erjegen, daher: 


Pam. 


ig. 338. 





3) Iſt der Körper von der Länge I mit beiden Enden B und B, 
(3ig. 339) eingeflemmt, oder find beide Enden flach abgefchnitten und ftügen 
fie fih gegen Ebenen, fo bleiben die Enden der elaftifhen Linie wieder in 
Richtung von P, berühren aber zugleich die Richtungslinien der Kraft an 
diefen Stellen. Die elaftifhe Linie zeigt hiernach zwei Wenvepunfte A und A,, 


ı 
welche um von den Einklemmungspunkten entfernt find, Wir erhalten 
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demnach die entfprechende Zerknidungslraft P, wenn wir in F. 151 2 duch 
4 erjegen. Es ift hier aljo: 





P=@mEl. 


4) Findet endlich der Fall ftatt, daß das eine Stabende A fi wie 
unter Nr. 2, das andere Ende B aber wie unter Nr. 3 verhält (Fig. 340), 
daß alfo beide Enden zwar in der Richtungslinie 
von P bleiben, die elaftiihe Linie aber bloß bei B 
von der Richtungslinie berührt wird, dagegen bei A 
eine beliebige Neigung bat, wie fi der Fall bei 
den Kolbenftangen findet, fo ift für Z in Formel 147 


l . 
Vs einzuführen, und e3 ift demnach die Kraft P 


Fig. 340. 
I 





zum Zerknicken: 
rem. 

5) Die aufgeftellten Formeln für die Zerfnidungs- 
kraft P find zur Verehnung der Querſchnittsdimen⸗ 
fionen in Anwendung zu bringen, fo lange dieſelbe 
Heiner als die einfache Zerbrüdungatraft A = K"F 
ausfällt, wobei man, zur Sicerftellung gegen das 
Zerfniden in ver Praris, ftatt der Belaftung P, vie n fache Belaftung einzus 
führen hat, unter n eine auf Erfahrung beruhende Zahl verftanden. Für 
den Zall, daß P und P, gleih groß ausfallen, befindet fih der Körper auf 
der Grenze der beiden in Betracht zu ziehenden Feftigfeiten, und die fih daraus 
ergebende Gleichung fann zur Berechnung des Verhältniffes zwiſchen ver Länge I 
und einer Querſchnittsdimenſion des Körpers für dieſen Grenzfall benugt 
werden. Es ift 4. B. für den unter Nr. 4 behandelten Fall: 


K'F=2mM: 


Segen wir hierbei einen kreisformigen Querſchnitt vom Durchmefier d 





. x = 
voraus, fo ft F= T am J= Fri a*, daher: 


ı_® E 
a7 a Y2aR 
Für Schmiedeeifen ift Z = 2000000 und K” = 3500 Kilogramm, aljo: 
ı 
7” 26,55, 


d. h. ift die Länge Z einer Kolbenftange das 26: bis 27fahe des Durch- 
meſſers d, fo darf man diefelbe nod auf einfache Drudfeftigleit berechnen. 
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‚ea Kammer azzeactene Terizieen, tie Gerne der beiren möglihen 
Beuekuuzziweien ju bei.zmem, mit Le abi ritz zupicher, wüchmehr 
muß man eine alıemem em! € Ferm jür tue Pruhbelhung aui: 
üclen, tie üb iur alle Bert. jwüten wer Ling I des Sümers mb 
eimer seiner Luerituitztimenhenen als braxtbur erwert Bepitmen wir tie 
Brudbelsftung für einiste Irudiekigleu mi P,—= KÄ”P, war wennen tie 
für vie Zerfnidungzienigleit mon, werin m einen der u N. 1 —4 
2 

angegebenen Zablencoeiiicienten @) ‚8, (28,2 und 2% bejihnen ioll, 
io muß vie wirffibe Bruhbelaitung P jeverzeit Heiner al3 P, und jagleich 
tleiner als P, jein. Bir können demnah, unter r eine Zabl größer ala 1 
verftanden, für P jegen: 









Dabei muß o fo gewählt werben, daß es mit Zunahme der Körperlänge I 
felbft größer und größer wird, weshalb wir, da P, mit der Zunahme von I 


abnimmt, v ⸗ — ſetzen dürfen. Es iſt demnach die empitiſche Function für 
die Bruchbelaftung P: 





welcher Ausdrud für die Abnahme von I größer und größer wird und für 
die Annahme, daß J fehr Hein, P= P,, d.h. die Belaftung der einfachen 


Drudfeftigleit liefert. Mit der Zunahme von Z wird dagegen # größer und 


größer, die Bruchbelaſtung P.nimmt daher ab und erreicht bei fehr großem 
Werthe von 2, wo Pz zu Null wird, felbft den Werth o. 


Zur weiteren Umformung der Gleihung a), fpeciell zur Beftimmung des 
Werthes w, fegen wir feit, daß die Brucbelaftung P bei einer folhen Länge 


des Stabes, für welche fih nad Rr.5 P, = Pa ergiet, nur I der Ber 
laftung P, für einfache Drudfeftigkeit betragen ſoll. Es ift hiernach: 





1» -— aA un w=(a—1) Pı 
a 14 
Pı 
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Bei Benugung dieſes Werthes von w geht die Gleichung a über in: 
P, 1 P; 2 
P,+(@a—1) PR’ 
welcher Ausorud aber aud jederzeit Heiner als P, fein muß. Es ift daher 
zur Beftimmung von a: 


b) P= 


Pı Pa 


Bram ro“ 


Wenn wir aber a größer ala 2 — nehmen müflen, fo iſt a wer 


ı 

nigftens glei dem Marimalmerthe 2, dieſes Ausdruds zu jegen und es ift 
die Brucbelaftung P für einen auf Berkniden in Anfpruh genommenen 
Körper nad) der empiriihen Formel: 

Pı P; 2 

PA+P, 

zu berechnen. Hat ein derartig in Anſpruch genommener Körper die Belaftung 
P in Wirklichkeit auszuhalten, fo ift ſtatt P in der obigen Gleihung n P 
einzuführen, wobei für n ein auf Erfahrung beruhender Zahlenwerth, größer 
als 1, zu fubftituiren iſt. Es ift demnach die zur Berechnung der Quer⸗ 
ſchnittsdimenſionen zu benutzende Formel: 


wm 


K'r4 mE 


) P= 





nP= 


Debungen. 





1. Welche Belaftung bringt bei einem quadraliſchen Stahlitabe von 
2,6 ” Seite und 3,14” Länge eine Dehnung von 0,002” hervor? 


P=EF 2 = 2250000 . 2,6? = 9688 Kilogr. 


2 





2. Welche Ausdehnung erleidet ein Gifendraht von 2] °* Querſchnitt 

und einer Länge von 6,3”, duch ein Gewicht von 1000 Kilogramm? 
= 1. 

3. Wie groß ift der Durchmeffer einer ſchmiedeeiſernen Stange, melde 
bei 15000 Kilogrammen Belaftung höchſtens eine Ausdehnung von yalzo 
ihrer Länge erleiden foll? 

F=2250°, daher d= 5,35 m. 

4. Wie groß ift die Verlängerung eines Eiſendrahtes von 30” Länge 

bei einer Spannung von 1000 Kilogramm und bei der Glafticitätögrenze? 
1000 .30 I 2400. 30 
Au = 2700000 = IE"; Aa 
5. Wie groß ift die Belaftung in Kilogrammen pro []”, wenn bie: 
jelbe pro [] Zoll mPfunde beträgt? 
zRlge. = 10", 
10” = 0,14618 Doll, 
10300 = mPfund, \ 
2 Pfund = 1 Kilogr. 
Die Multiplication diefer Gleihungen ergiebt: 
x = 0,07309 . m. 
6. Wie groß ift die Belaftung in Pfunden pro []Zoll, wenn diefelbe 
pro I", mfilogramme beträgt? 
x Pfund = 1 DJ Zoll, 
1 D8ol= 6,841 I", 
10" m&ilogr., 
1 Rilogr. = 2 Pfunp. 
Die Multiplication diefer Gleichungen ergiebt: 
= = 13,682 .m. 
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7. Eine Stange von 3,2% Durchmeſſer hat einer Zugkraft von 5300 
Kilogramm mit Erfolg widerftanden. Wie groß iſt die Spannung in der 
Stange pro Ze"? 

5300 _ 659 Kifogr. 
804 R 

8. Ein Dachſtuhl Abt an feinem Fußende einen Horigontalihub von 
10000 Kilogramm aus, der durch eine horizontale ſchmiedeeiſerne cylindriſche 
Duerftange aufgenommen wird. Wie groß iſt der Durchmeſſer der lepteren, 
melde Ausdehnung erleidet biejelbe bei einer Länge von 35", wenn die zus 
fäffige Spannung pro [J°" zu 500 Kilogramnı angenommen wird? 

F yım.3 m; 500 
500 x [ E 2000000 
= 0,875. 

9. Welche Stärke erhalten die vier Säulen einer hydrauliſchen Prefie, 
deren Prebtempel 30" Durchmeſſer bat, wenn der größte Drud im Preß⸗ 
cylinder 270 Atmoiphären beträgt? 

Der Drud einer Atmofphäre auf 1 Duadratzoll preußifch beträgt 14 Pfund, 
daher ift derjelbe pro [I in Kilogrammen gleih 14 . 0,0731 — 1,0234 Kilogr. 
Bezeihnen wir den Durdmefjer einer Säule mit d und nehmen die zuläffige 
Spannung zu 700 Kilogr., fo ift: 

3-4 .309.1,0234.2700= £ 0.700, 
d= 94m, 

10. Welche Kraft ift nothwendig, um einen cylindriihen Stab aus 
Schmiebeeijen von 3,9" Durchmeſſer zu zerreißen, und welche Laft kann ders 
ſelbe mit Sicherheit tragen? 


P=KF= 4000..39°. 5 = 47784 Rilogr., 














P=KF= 700..39°. = 8362 Rilogr. 

11. Dei welcher Belaftung zerreißt eine hölzerne Säule von rechtedigem 
Querfhnitt mit den Seiten 13,7 und 19,6”? Welche Belaftung kann 
dieſelbe mit Sde hen tragen? 

= 800 .13,7..19,6 = 214816 Kilogr., 
2= 80.13,7.19,6 = 21482 Rilogr. 


12. Hat die Säufe in ver vorigen Aufgabe eine Länge von 15,7” und 
nimmt man bas fpecfiihe Gewicht des Holzes zu 0,62, jo ergeben. jih als 
Belaftungen, bei Berüdfihtigung des eigenen Gewichtes? 

P = 214816—1,37.1,96.157.0,62 = 214555 Rilogr., 

P,= 21482—1,37.1,96.157.0,62= 21221 Rilogr., 
woraus erſichtlich, daß bei derartigen Fragen das Gewicht des Körperd unber 
rüdfichtigt bleiben kann. 
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1. Welche Belaftung bringt bei einem quabratifhen Stahlitabe von 

2,6” Seite und 3,14” Länge eine Dehnung von 0,002” hervor? 
P= EFX = 2250000 .2,6..0.002 _ 9688 Ritogr. 
ı 3,14 

2. Welche Ausdehnung erleidet ein Eiſendraht von 2] Querſchnitt 
und einer Länge von 6,3”, durch ein Gewicht von 1000 Kilogramm? 

= 15". 

3. Wie groß ift der Durchmeſſer einer ſchmiedeeiſernen Stange, welche 
bei 15000 Kilogrammen Belaftung hödftens eine Ausdehnung von yalso 
ihrer Länge erleiden fol? 

F=2250, daher d= 5,35", 

4. Wie groß ift die Verlängerung eines Eiſendrahtes von 30” Länge 

bei einer Spannung von 1000 Kilogramm und bei der Glafticitätägrenze? 
1000.30 _ | mn. 2. _ 2400.30 
Ar —————— 
5. Wie groß iſt die Belaſtung in Kilogrammen pro Jern, wenn die— 
ſelbe pro D Zoll m Pfunde beträgt? 
Kilogt. ⸗ 1*, 
10” = 0,14618 OD Sol, 
1300 = mPfund, \ 
2 Pfund = 1 Kilogr. 
Die Multiplication diefer Gleihungen ergiebt: 
x = 0,07309 . m. 
6. Wie groß ift die Belaftung in Pfunden pro [JZoll, wenn diefelbe 
pro Den, mRilogramme beträgt? 
x Pfund = 1 Toll, 
1 D80l 6,841 I", 
10” = mäibgr, 
1 Rilogr. = 2 Pfunp. 
Die Multiplication dieſer Gleihungen ergiebt: 
x = 13,682 .m. 














34m, 
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7. Eine Stange von 3,2% Durchmeſſer hat einer Zugtraft von 5300 
Kilogramm mit Erfolg widerſtanden. Wie groß iſt die Spannung in der 
Stange pro [J°"? 

bach 5200 _ 959 gilogr. 
804 at. 

8. Ein Dachſtuhl abt an ſeinem Fußende einen Horizontalſchub von 
10000 Kilogramm aus, der durch eine horizontale ſchmiedeeiſerne cylindriſche 
Querftange aufgenommen wird. Wie groß ijt der Durchmeſſer der lepteren, 
welche Ausvehnung erleidet dieſelbe bei einer Länge von 35, wenn vie zus 
fäffige Spannung pro [J°” zu 500 Kilogramnı angenommen wird? 





























F 18.4 sm 8 500 
500 = U E 2000000 
1= 0,875. 


9. Welche Stärke erhalten die vier Säulen einer bybraulifhen Prefie, 
deren Preßſtempel BO" Durchmefier bat, wenn der größte Drud im Preß⸗ 
cylinder 270 Atmofphären beträgt? 

Der Drud einer Atmofphäre auf 1 Duadratzoll preußiſch beträgt 14 Pfund, 
daher ift derfelbe pro [J" in Rilogrammen gleih 14 . 0,0731 = 1,0234 Kilogr. 
Bezeihnen wir den Durchmefier einer Säule mit d und nehmen die zuläfiige 
Spannung zu 700 Kilogr., fo ift? 

ı z 


7.802. 1,023 -2.®. 
47, 30°.1,0334.70=7 0.700, 





d= 9m, 
10. Welde Kraft ift nothwendig, um einen cylinbriihen Stab aus 
Schmiedeeijen von 3,9" Durchmeſſer zu zerreißen, und welche Lat Tann der: 
ſelbe mit Sicherheit tragen? 


P= K' F= 4000 .3,9°. z = 47784 Rilogr., 


PB=kF= 700.39. = 8362’Rilogr. 

11. Bei welcher Belaftung zerreißt eine hölzerne Säule von rechtedigem 
Querſchnitt mit den Seiten 13,7” und 19,6"? Welche Belaftung Tann 
dieſelbe mit Sicherheit tragen? 

P = 800. 13,7. 19,6 = 214816 Rilogr., 
P,= 80.13,7.19,6 = 21482 Rilogr. 


12. Hat die Säule in der vorigen Aufgabe eine Länge von 15,7” und 
nimmt man das ſpecifiſche Gewicht des Holzes zu 0,62, fo ergeben. fih als 
Belaftungen, bei Berüdfichtigung des eigenen Gewichtes? 

P = 214816—1,37.1,96.157.0,62 = 214555 Nilogr., 

P= 21482—1,37.1,96.157.0,62= 21221 Rilogr., 
woraus erfihtlih, daß bei derartigen Fragen das Gewicht des Körpers unbe 
rüdfichtigt bleiben kann. 
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13. Wie ftark ift das quadratiſche fehmiebeeiferne Geftänge einer nad 
Art der gewöhnlihen Hubpumpen conftruirten Schachtpumpe mit ſeitlichem 
Drudrohr, zu 30" Kolbendurchmeſſer und 140” Förberhöhe zu nehmen? 
Während des Kolbenaufganges ift das Getänge am ftärkiten und zwar 
auf Zugfeſtigleit in Anfprud genommen. Die Zugkraft ift gleih dem Gewicht 
ver auf den Kolben laftenven Waflerfäule, vermehrt um die beim Aufgange 
auftretenden Wiberftände. Nimmt man bie lepteren zu 4 des Wafjergemichtes, 
fo iſt: 
P=} 7 .302. 14 Kilogr. (da 1 Kubildecimeter Waſſer 1 Kilogr. wiegt) 


= 11545 Kilogr. 

Bird die Spannung in dem Geftänge zu 650 Rilogr. angenommen und 
das Gewicht defielben, bei einer Länge gleih 1,12 der Zörberhöhe und dem 
ſpecifiſchen Gewicht 7,8 berüdfidtigt, fo ift der Querſchnitt des Geftänges: 

11545 
Fo 2188 DI und 
die Seite de3 quadratiſchen Querſchnitts 4,7". 


14. Es foll die Länge einer Stange aus Blei gefunden werben, bei 
der diefelbe vermöge ihres Gewichtes ohne weitere Belaftung zerreißt. 
Nehmen wir das fpecifiihe Gewicht des Bleies zu 11,4, fo ift das 
Gewicht GE einer Bleiftange von 2” Länge und FI Querſchnitt: 
@ = Fl. 1,14 Silog. 
Da nun P+@=K’Fift und die Belaftung PSO fein fol, jo 
haben wir: 
G= Fl.114=K'F, vaher 
I 0 
114 114 
15. Es ift der Durchmeſſer d eines Hanffeiles zu berechnen, dad eine 
Laft von P Rilogramm tragen foll. 
Für ftehende Seile nehme man k’ — 102 Kilogramm, dann ift: 


63 pP 
pP 7 9.102 = 804° und d= V FR 


Für Förderjeile nehme man &’ = 37 Kilogr., daher: 


z a/F 
= — d2.37 = 29 d? = . 
P rau 37 = 29 d? md d Fr] 


16: Ein Drahtſeil (Fig. 341) beftehe aus i Drähten vom Durchmeſſer ö. 

Die groß ift Ö, reſp. der Durchmeſſer d des Geiles bei P Kilogramm 
Belaftung? 

Für ftehende Seile ift &’ = 1400 Kilogramm, daher: 


P=i I 2.1400 = 39600 62, wenn man, wie e3 gewöhnlich der Fall 





= 114", 











Uebungen. 419 


POS Sa Y P N ne _ 
iſt, i ⸗ 36 fe; d = 39600° Rimmt man hierbei annähernd d= 10 6, 


P P 
fo it P= 396 d? und d — V 36 


Für Förderfeile & — 365 Kilogr. gefegt, erhält man unter denfelben 
Borausfegungen P— 10320 6? = 103 d*: 


P Pr 
o V Bee er 
Fig. 31. gig. 342. 


17. Es ift der Durchmeſſer d des Rundeiſens zu beftimmen, das zu 
den Schalen einer geſchweißten Kette (Fig. 342) verwendet werden muß, das 
mit diefelbe eine Laft von P Kilogramm trage. 

Die Zerftörung wird in zwei gegemüberftehenden Querſchnitten zugleich 
erfolgen, weshalb ver Berehnung die Formel P=X'.2F zu Grunde zu 
legen ift. Wir nehmen & = 700 Kiloge. und haben dann 


Ei al pP 
P 2.7 #.700 1100 d? und d 100° 


Bei Ketten, deren einzelne Glieder durch Duerftege verftärkt find, darf man 
% = 1000 Kilogr. nehmen, und es ift deshalb für dieſe Stegtetten 

P 
1571 


18. Bei einer Befeftigungsfhraube fei d der Spindeldurchmeſſer, A die 
Ganghöhe, n Anzahl der Gänge, die fi auf einer Länge gleich dem Durd: 
mefjer d vorfinden und d, der Kerndurchmeſſer, dann ift — * 











P= 167143 und d= 





unter & den Winkel verſtanden, ven die mittlere Schraubenlinie mit ver 
Horigontalen bildet, wobei tang & Meiner als ver Reibungscoefficient u 
fein muß. 

27* 
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13. Wie ftart ift das quadratiſche ſchmiedeeiſerne Geftänge einer nah 
Art der gewöhnlichen Hubpumpen conftruirten Schahtpumpe mit feitlihem 
Drudrohr, zu 30" Kolbendurchmefier und 140” Förberhöhe zu nehmen? 
Während des Kolbenaufganges ift dad Geftänge am ftärkiten und zwar 
auf Zugfeftigleit in Anfprud genommen. Die Zugkraft ift gleih dem Gewicht 
der auf den Kolben laſtenden Waſſerſaule, vermehrt um die beim Aufgange 
auftretenden Wiverftände. Nimmt man bie lepteren zu 4 des Waſſergewichtes, 
ſo ift: 
P=t} 7— .802. 14 Kilogr. (da 1 Kubildecimeter Waſſer 1 Kilogr. wiegt) 


= 11545 Rilogr. 

Wird die Spannung in dem Geftänge zu 650 Kilogr. angenommen und 
das Gewicht defjelben, bei einer Länge gleih 1,12 der Zörberhöhe und dem 
ſpecifiſchen Gewicht 7,8 berüdfihtigt, fo ift der Querſchnitt des Geftänges: 

11545 
F= 550 15,68.78 = 21,88 I" und 
die Seite des quadratiihen Querſchnitts 4,7”, 


14. Es foll die Länge einer Stange auß Blei gefunden werben, bei 
der dieſelbe vermöge ihres Gewichtes ohne weitere Belaftung zerreißt. 
Nehmen wir das fpecifiihe Gewicht des Bleied zu 11,4, fo ift das 
Gewiht GF einer Bleiftange von I” Länge und FL” Duerjänitt: 
G= Fl. 1,14 Kilogr. 
Da nun P+G@=K'F iſt und die Belaftung P=O fein foll, jo 
haben wir: 





G=FI.114=K'F, daher 
114 114 
15. Es ift der Durchmeſſer d eines Hanfjeiles zu beredinen, das eine 
Laft von P Rilogramm tragen foll. 
Für ftehende Seile nehme man &’ — 102 Kilogramm, dann ift: 
P 
80 


= 114", 








P 7 @.102 80.42 und d 


Für Förderjeile nehme man %' = 37 Kilogr., daher: 


z a/E£ 
P 7 d2.37 = 29 d? und d 3 


16: Ein Drahtſeil (Fig. 341) beftehe aus i Drähten vom Durchmeſſer ö. 

Die groß ift d, reſp. der Durchmeſſer d des Geiles bei P Kilogramm 
Belaftung? 

Für ftehende Seile ift %’ = 1400 Kilogramm, daher: 


P=i z ö2. 1400 = 39600 02, wenn man, wie es gemwöhnlih der Fall 
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it, i= 36 feht; 6 = V — Nimmt man hierbei annähernd d= 10 . 


pP 
5 

Für Förderfeile X — 365 Kilogr. geſetzt, erhält man unter denſelben 
Borausfegungen P= 10320 8? — 103 d*: 


fo it P= 396 d? und d= 





7 7 
9= V 10330 9 = N 705° 
Fig. 341. gig. 32. 


17. Es ift der Durchmeſſer d des Rundeiſens zu beftimmen, das zu 
den Schafen einer geſchweißten Kette (Fig. 342) verwendet werben muß, da: 
mit diefelbe eine Laft von P Kilogramm trage. 

Die Zerftörung wird in zwei gegenüberftehenven Duerfönitten zugleich 
erfolgen, weshalb der Berehnung die Formel P=K'.2F zu Grunde zu 
legen if. Wir nehmen &’ = 700 Kilogr. und haben dann 


= v pP 
P=2. 7 7.700 1100 d? und d 1100 ° 


Bei Ketten, deren einzelne Glieder durch Duerftege verftärkt find, darf man 
= 1000 Rilogr. nehmen, und es ift deshalb für dieſe Stegketten 














P=15714 und d= 





1571 

18. Bei einer Befeſtigungsſchraube fei d der Spindeldurchmeſſer, A bie 
Ganghöhe, n Anzahl ver Gänge, die ih auf einer Länge ge dem Durch⸗ 
meſſer d vorfinden und d, ver Kerndurchmeſſer, dann ift 1 
unter & den Winkel verftanden, den die mittlere Shraubentine mit der 
Horigontalen bilvet, wobei tang a Heiner als ver Reibungscoefficient u 
fein muß. 





27* 


420: Dritter Abſchuitt. Fünftes Capitel. 

Zur Berehnung des Spindeldurchmeſſers d, bei einer Zugbelaftung von 

P Kilogramm nehme man & = 100 Kilogr., dann erhalten wir: 
Ed pP 
P=7 @.100 = 78,54.d° ud d= Cry 

Der Kerndurchmeſſer d, beitimmt ſich annähernd, bei Bugrundelegung 

des Whitworth'ſchen Schraubenfgftems, durch die empiriihe Formel: 
di = 09 d—0,13". 

19. Es iſt die Breite d eines Niemen zu beitimmen, der eine Dide 
von I" erhalten und im Umfange der Riemfheibe einen Drud von P Kilo: 
gramm übertragen joll. 

Der Riemen bat die Spannung 7 des ziehenden Endes auszuhalten, 
deren Werth fih nah Nr. 49 der Uebungen des dritten Gapitel3 bejtimmt zu: 
era 
T=P . 

er—1 

Für gewöhnlibe Fälle bei fetten Riemen und gußeiſernen Scheiben ift 
u=028 ud acca=n. Demnach ift e#®— 2,41 unter e die Bafis 
2,718 der natürlichen Logarithmen verftanden und 

T=11P. 

Diejer für den Gleichgewichtszuſtand entwidelte Werth reicht jedoch für 
die Bewegung nicht aus und wir jegen deshalb T—=2P. 

Zur Berehnung der Niemenbreite haben wir hiernach die Gleihung: 

2P=bök. . 

Die Spannung &' pro []" nehme man für Schaflever zu 22 Kilogr, 
für Kalbleder gleih 25 Kilogr., für Roßleder gleih 44 Kilogr. und für Kuh: 
leder gleih 54 Kilogr., dann ift für Riemen aus Kuhleder: 





P 
bi= 37 
und bei einer conftanten Dide von 0,4" ergiebt ſich: 
b=4P. 


20. Welche Verkürzung erleidet eine 3” hohe Säule aus Gußeijen, 
wenn der []°* mit 400 Kilogr. belaftet it und eine Biegung nicht ftatt: 
finden lann? 

__ 400.300 
11000000 

21. Mit welhem Gewicht kann man den DJ" QDuerſchnittsfläche einer 
Säule aus Eichenholz belaften, wenn die Verkürzung To der Länge be 
tragen darf? 


a = 0,19m, 


k" = 120000 . 1a = 100 Rilogr. a 


22. Welche Laft kann ein Würfel von Granit ‘von 1,1” Seite mit 
Sicherheit tragen? 
P= 1102.37 = 447700 Rilogr. 
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23. Welchen äußeren Durchmeſſer d erhält eine gußeiferne Säule, die 
10000 Kilogr. mit Sicherheit, ohne eine Biegung zu erleiden, tragen foll, 
und wenn der innere Durchmefier d, — 0,6 d angenommen mwirb? 


10000 = I (@—-4,9).750 = I (1 —0,6%).750 d? 
‚d= 5,21 und d, = 3,18”, 


24. Welche Laft kann eine cylindriſche Säule aus feſtem Sanpftein bei 
31,4” Durchmeſſer mit Sicherheit tragen, wenn ihre Länge eine Biegung 
nicht befurchten Taßt? . 


P= i 31,42.29 = 32457 Rilogr. 


25. Weldes ift die größte zuläffige Höhe einer Säule aus feftem Baſalt 
vom fpecifiihen Gewicht 2,8? 
P=FE'-6=0, 
G@= FI.0,028, daher F (k" —0,028 1) = 0 
und wenn wir &" — 197 Kilogr. nehmen: 
197 


= IT _ — ‚ 
1= 5095 — 7086 


26. Haben Körper, die auf Zug: ober einfahe Drudfeftigkeit in Anz 
ſpruch genommen find, eine ſehr große Länge, fo darf das Gewicht derjelben 
nicht vernadhläffigt werden und es haben dann die einzelnen Querſchnitte nicht 
mehr diefelbe, fondern verſchiedene Belaftungen auszuhalten. Hieraus folgt, 
daß es fehlerhaft fein würde, derartige Körper prismatiih zu geſtalten, viel: 
mehr muß man ihnen eine folde Form geben, daß die Spannung pro [J" 
in jedem Querſchnitt gleich groß ausfällt. 

Fig. 343 Ein verartig hergeftellter Körper wird ein Körper von 
ge gleihem Widerftande genannt. Es fei ber in Fig. 343 dar— 
pe geftellte Körper mit Nüdfiht auf die Zunahme des Gewichtes 

Fs von umten nad oben mit größer werdenden Querſchnitten cons 
rg ſtruirt, die mit Fꝛ, Fa, Fy ++» bejeihnet werden follen, Die 
aneinander gejegten Prismen mögen ſämmtlich diejelbe Länge A 
haben, wobei wir die Länge Z des Körpers gleih nA nehmen. 

Fr Für vie Belaftung P ift die allgemein zu Grunde zu legende 

Fr,  Gleihung P+G=Fk, aus welher wir, indem wir G= Fly 

B fegen, unter y das Gewicht won 1 Kubikcentimeter des Körpers 
verftanden, erhalten: 








P 
pP = — 
Fer 
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Wenden wir lehtere Formel auf die einzelnen Querſchnitte an, fo- ers 
giebt ih: 

















k 
A=F7Zr 
P+Fiy_ k „_k_ _P( k \ 
7 ko k—yk A —E — 
————— En 2 k ) 
5 k k—ya ?k—yı Kk\k—ya 


u. ſ. w., alfo ganz allgemein: 
P ko" 
A=7 f — ) " 
Bezeihnen wir das Volumen des prismatifhen Körpers von der Länge Z 
mit V, und dasjenige de Körpers, der durch die Figur dargeftellt wird mit 
Va, fo ift r 
k 
»„,= =— 
ı=FI=7 kpl 
pP k k \® ko 13 ko" 
V, ... 
ag re +) + (a! 
P k Y F_E, \ 
- I —_) - 1 = 0% 
r az: | A 
daher die Volumenerſparniß V—= V,— V, 





U und 








__PI FM 
——A 
Laſſen wir in dem Körper die Querſchnitte almälig ineinander übergehen, 
nehmen wir aljo A unendli Hein und n unendlich groß, fo geihieht bie 
Längenbegrenzung des Körperd durch eine krumme Linie (Fig. 344 und 345), 
deren Form fi aus dem oben entiwidelten Werthe von F, ergiebt, wenn wir 


k. 





darin n= © und A= z ſetzen. Es if: . 
P ( k Y P 1 , 

k—yA k (+) 
“Big. 344. Gig. 346. Geht man hierin zur Grenze über, 
fegt alfo n = o0, fo wird aus der im Nenner 

fi 

ftehenden Potenz er unter e die Baſis 
der natürlichen Logarithmen verftanden, das 


ber der in der Entfernung I won dem bes 
Iafteten Ende befindlihe Querſchnitt: 





R=-—ek: 





Wählen wir einen Freisfdrmigen Quer⸗ 
7 ſchnitt, nennen deſſen Halbmeſſer y_ und die 
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entſprechende Entfernung von dem belaſteten Ende x, fo erhalten wir: 
at e VY. 
V=7% 


27. Für das in Aufgabe 13 berechnete Geftänge ergiebt fi, wenn wir 
daſſelbe aus 14 Stüden à 10” zufammengeiept denken: 


























* CH ⏑— 
ya oT 0 = 
11545 _ u 850 om; 
5-0 =11160=, H=111040 =1798.0 
= 17,16 (2) = 18210, B= 1776 3 = 19,18 0®; 
Fo = 17,16 ()" 80,100, Fu= 1776 39* 21,12 0m. 


28. Die allgemeine für Bug: und Drudelafticität, innerhalb der Stafl: 
citätägrenze giltige Formel 138: 


P= Er 


beingen mir auf die Form: 
A_1P 
IT EF ( 


1 
d. 150) und 


bezeichnen mit y und u mit =, fo haben wir bie Beziehungen zwiſchen 
den Spannungen und Ausdehnungen innerhalb der Glafticitätsgrenze, durch 
die Gleihung der geraden Linie y= 4: dargeftellt, welche durch den Coor⸗ 


dinaten⸗Anfangspunlt geht und mit der X-Achſe einen Winkel « bildet, der 
ſich durch die Gleichung beftimmt: 


1 
tanga =" 


In der Figur 346 (a.f. S.) find diefe Linien für die hauptſächlichſten 
Materialien, Holz, Schmiedeeiſen, Gußeifen und Stahl verzeihnet und 
über die Elofticitätägrenze hinzu, bis zum Bruchpunkte in iveeller Weiſe vers 
längert, woraus ſich einmal das verſchiedene Verhalten eines. und deſſelben 
Materials gegen Zug und Drud, andererfeit3 aber auch eine Vergleihung ver 
drei Materialien untereinander auf leichte Weiſe ergiebt. Hiernach Teiftet 
Schmiedeeifen gegen Zug und Drud gleihen Widerſtand und in derſelben 
Weiſe verhält fih auch annähernd Stahl und Holz. Für diefe Materialien 
ift alfo bei ver gleihen Krafteinwirtung für Zug und Drud berfelbe Duer: 
ſchnitt erforderlich. Gußeiſen macht hiervon eine auffallende Ausnahme, da 
es fih gegen Drud bedeutend widerſtandsfähiger als gegen Zug zeigt, eine 
Eigenfhaft, die es mit allen gegofienen Metallen gemein bat. Aus der 
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Zormel P= F(0), unter (6) tie Spannung bei Grreihung der Glaftictäts: 

grenze verſtanden, ergiebt fi, daß die Tuerſchnitte für bie einzelnen Mate: 

tialien, bei gleicher Belaftung fid umgekehrt wie die betreffenden Epannungen (6) 
Fig. 346. 


— Zeszeinsen. sun Atahl, ! 






in 100 Kilogramm 


P 


225 
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verhalten. Sept man den Querſchnitt eines Holzftabes gleih 1, jo if bei 
derjelben Belaftung: 

a) für Zugfräfte: 


der Duerihnitt eines Stabes aus Schmiedeeifen — 24 = — 
on 24 1 
» » » 2.» Subeilen ⸗ = 
2,4 1 

» De Sal = 7-= 5: 

b) für Drudkräfte: 

der Querſchnitt eines Stabes aus Schmiedeeiſen — En = — 
P 2 1 

» » » » » Gußeiſen — 5” ww 
2 1 

» » » » » Stahl Sp "7° 


Außer dieſen Feſtigleitsverhältniſſen find bei der Wahl des Materials 
nod die fpecififhen Gewichte, fowie die Preife des rohen und bearbeiteten 
Stoffes in Berüdfihtigung zu ziehen. 


29. 63 follen zwei Blechplatten nah der in Fig. 347 angegebenen 
Weiſe dur drei gleich ftare Niete verbunden werden. Welchen Durchmefjer 
erhalten diefelben, wenn die in Richtung der Blechplatten wirkſame Abſchee- 
rungskraft 5100 Kilogramm beträgt? 


& ift P=tF, worin wir P= 
und 2 — 450 Rilogr. nehmen: 


5100 


z 
— FS a? zu ſetzen haben 


5100,4 
= — 2,2m 
3.450. 22 
Big. 347. Fig. 348. 
Te 
A B ’ 
(E 
NN NN 
oo 
B 0 Oo 
D —34 
c c 


30. Zwei Platten (Fig. 348) durch eine zweifeitige oder NKettennietung 
feſt miteinander verbunden, haben einer Abſcheerungskraft von 12000 Kilogr. 
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zu widerftehen, welche fi auf die vier vorhandenen Nieten gleihmäßig ver: 
theilt. Welchen Durchmeſſer erhalten diefelben bei einer zuläffigen Spannung 
von 400 Rilogr. 





Es if hier p=120, und da zwei Duerſchnitte zu gleicher Zeit ab- 
geſchnitten werden mäffen, fo ft F=2. za zu fegen, demnach erhalten 
12000 


wir 





= 400.2.£ a? und hieraus: 
d= 2,2, 


31. Welche Kraft ift nothwendig zum Lochen eines 1” ftarten Bleches, 
bei 2” Lochdurchmeſſer. 

Die Abſcheerungsflache ift hier der Mantel eines Cylinders von 2 
Durchmeſſer und 1m Höhe; die Abfcheerungsfeftigfeit nehmen wir zu 3500 Kilogr. 
an, dann ift: 

P= 3500..2.1 = 22000 Rilogr. 


32. Welhen Durchmeſſer erhält der Bolzen eines Gelenkes (Fig. 349), 
wenn eine Kraft von 10200 Kilogr. die beiden duch das Gelenk zufammen: 
hängenden Stangen außeinander zu reißen ſucht und die Spannung pro [L]°" 
mit 400 Rilogr. in Rechnung zu bringen ift: 


10200 = 400.2 I a2 un d=4m, 


Fig. 39. . 


Wird die Länge der Drehfläche höchſtens zu 2°” angenommen, fo kann 
man fiher fein, daß der Bolzen wirklich auf Scheerfeftigeit in Anſpruch ge: 
nommen ift und nicht außerdem noch eine Biegung erleidet. 


33. Wie weit muß man das Lod eines Zapfens, weldes dem breit 
und dem tief ift, vom Balkenende abftehen lafjen, damit ber vorhandene Hori- 
zontalſchub P nicht ein Herausſchieben des ftehen bleibenden Holzes ver: 
urfahe. Die Inhalte ver drei Abſcheerungsflächen, auf dem Grunde und an 
den beiden Seiten, find, die geſuchte Entfernung mit e bezeichnend, gleich de, 
de, de, daher: 


P=te(b+2q) eg 
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@fid=5", d=8", P= 1000 Kilogr., dann ift fir e= 10": 
t= 5 Rilogr,, d. i. Ju kl. 

34. Das Trägheitmoment J eines Rechteds von den Seiten 5 und A 


ift für die mit 5 parallel Laufende: neutrale Achfe „454°. Für die Baſis 5 
als Biegungsadfe erhält man n. %. 145: 


= msn+(g) ons. 


35. Berechnung des Trägheitämomentes J in Bezug auf die neutrale 
Achſe für den in Fig. 350 vorgezeichneten Querſchnitt, wenn die eingefchries 
benen Maße Centimeter bezeichnen. 

Der Schwerpunktsabftand = von der unteren Kante ift: 

Fi ZV, 2 __33.2.99+18.1.97,5+8.2.93+98.1.49+16.4.8 
—  33.2+18.1+8.2+98.1.+16.4 
J= }[33 .42,33° — (33 — 19) 40,33° — (19 — 3) 39,33° 
—(3—1).31,83°+ 5.57,66°— (6— 1).41,66°] 
= #1[33.127°+45.173°— 14.121°—16.118°—2.94°—4.125°] 


zn ——— 








57,66, 





Fig. 350. 


36. Es ift das Trägheitämoment 
J fowie der Werth von Z für ein 


Paralleltrapez zu berechnen. Die par 
rallelen Seiten feien a und d, die Höhe A: 


sa? + 4ab +5? 


— „ ae 
J —— 
. 
e 12 2a+b 


37. Soll für eine, von beliebigen 
frummen Linien begrenzte Figur, das 
Trägheitgmoment berechnet werden, fo 
erfege man die krumme Begrenzung 
dur eine gerade, wobei die dadurch 
entftehende Fläche mit ver vorgelegten 
gleiden, Inhalt behalten muß. 
Diefen neuen Querſchnitt zerlege man 
in ſolche einzelne Theile, deren Trägheitgmomente in der Tabelle des 8. 69 ges 
geben find. Auf die Weife ift man bei Anwendung von F. 145, ,=J+d® F, 
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* . J J 
ftet3 im Stande, wenigitend einen angenäherten Wertb von J und T für 


eine beliebige Fläche zu finden. Als Beifpiel hierzu mögen diefe Werthe für 
den nebenftehenden Querſchnitt (Fig. 351) der Eiſenbahnſchiene beftimmt werden. 
Die pünktirten Linien zeigen die vorzunehmende Zerlegung. 


Fig. 351. 
=“ N 


Für die Berechnung ji AB = 14m; AD= 93"; EF = 13", 
EG=53";, KL=54"=; KM=21"" und die Höhe des Parallel: 
trapezes GH LK = 32m, 

Es iſt der Schwerpunftsabftand von der Baſis der Schiene: 


ZV,zı _ 14.93.7413.53.40,5-467.16.(19,3467)454.21.109,5 
zVv 14.954 18.58 # 67.16 + 54.21 


J= 4:93.14? 4+14.93.53°?+%.13.46°-+4.13.7°4+4,.32°.88 
+67.16 (19,34 N)? +2554.21°+454.21.49,5? = 7743706. 
Wenn wir die Maße in Gentimetern angeben, fo ift: 


J 
J = 774,371 und z= 129,1. 











som, 


38. Bei dem in voriger Nummer behandelten Querſchnitte lag die neu: 
trale Achſe auf der halben Höhe, ſodaß fih die bei einer Biegung der Schiene 
hervorgerufenen größten Ausvehnungen und größten Zufammendrüdungen in 
derjelben Entfernung von der neutralen Achſe befinden. Es ift für dieſen 
Querſchnitt demnach der früheren Bezeichnung gemäß e'=e". Da die Schiene 
aus Schmiebeeijen befteht, der Widerſtand vefjelben gegen Ausdehnung und 
Zufammendrüdung aber als gleid groß angenommen werden darf, fo ift für 


. 


Uebungen. 429 


die beiden Außerften Faſerſchichten der Schiene zugleich K—=K" Wir er: 
halten biernad für den Querſchnitt der Eiſenbahnſchiene: 


J J e k' 
Km A me = 


* 

Derartige Querſchnitte, für welche dieſe Gleichung erfüllt wird, ſollen 
Querſchnitte von gleicher Feſtigkeit genannt werden. Bei Schmiede— 
eiſen, ſowie nahezu bei Stahl und Holz, 
Big. 352. haben die zweiahfig ſymmetriſchen Quer⸗ 

3 ſchnitte dieſe Eigenſchaft, für Gußeiſen da- 
gegen, wo K"’—2K, muß für Quer⸗ 
ſchnitte von gleiher Feſtigleit auch e"—2e' 
fein, d. h. die neutrale Achſe theilt hier.,die 
Höhe des Querſchnitts nah dem Verhält⸗ 
niß 1:2. 


Für den in Fig. 352 verzeichneten 





sy 














17 
’ 
a T-förmigen Ouerfhnift, ei welchem 5 und, 
| ! ein beliebiges Verhältniß zu einander haben 
u. 4 tönnen, ergiebt ſich der Schwerpunltsab⸗ 
b ftand x von der unteren Begrenzung: 
„Ira 85.125,.68, —Tb.118,.5, 3065, —_ 
zv, 85.125, — 75.11, 38 t v 


Die neutrale Achſe theilt demnach den Querſchnitt nad dem Verhältniß 
1:2 und derfelbe ift daher, wenn der zugehörige Körper aus Gußeifen be— 
fteht, ein Querſchnitt von gleicher Feſtigkeit. Ferner ift: 

= 1.85 (40,)>— 4.75 (85,)° +45.(82,)° = 278 58,°, 
3 = 69,5 bb)? und Z = 34,8 55,2. - 

39. Gin Ballen aus Tannenhol; ift an einem Ende eingemauert. Der 
Balken hat eine horizontale Lage, eine Länge von 4” und einen rechtedigen 
Querſchnitt von 13” Breite und 20m Höhe, 

Die groß ift die Tragkraft des Ballens bei Berüdfichtigung des eigenen 
Gewichts, das fpecifiihe Gewicht des Tannenholzes zu 0,62 genommen? 

a) wenn die Laft am Ende des Körper wirkſam ift; 

b) wenn vie Laft über den Körper gleihmäßig vertheilt iſt. 

. 13.20 

Gewicht G des Baltenz — 100 

I = 439 =3.13.20° = 866,67 und k= 73 Hlogr 


40 .0,62 = 64,5 Kilogr. 
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Die Formeln, welche der Bereiimung zu Grunde zu legen, find: 


@+49 1 my a+ni=el 


(Pı + %-64,5).400= 73.866,67, waher P, = 126 Kilogr. 
4(P, + 64,5).400= 73.866,67, vaher P, = 252 Kilogr. 


40. Ein prismatiſcher Körper aus Eichenholz mit redtedigem Duer: 
fdmitte von 15,5%” Breite ift in herizontaler Lage an einem Ende eingemauert. 

Der Körper habe eine Länge von 2= und fei mit 250 Kilogr. belaftet. 

Welche Höhe h muß der Ballen erhalten? a) wenn die Laf am äuferften 
Ende wirfam ift; b) wenn biefelbe gleichmäßig vertheilt, angenommen wird; 
©) bei Berhdfihtigung des eigenen Gewichtes. 

Das ſpecifiſche Gewicht des Eichenholzes nehmen wir — 0,69 und 
k = 60 Rilogr., dann ift: 


2) Pi= — =uy0m, daher A—= 18=, 


» 4Pı=al=2j0m, daher h— 19,7=, 
(+ 191=rl und 


IP +91 =81. 


Zur Berechnung des Gewichtes benugen wir die unter a gefundene Höhe 
von 18°”, dann it @—39 Kilogr. und A— 18,7 ober 13,7", 


41. Bier Ballen aus Gichenholz find mit einem Ende in horizontaler 
Lage eingemauert und follen als Unterlage zu einem Balcon dienen. Den 
Boden des letzteren bilden Granitplatten von 13 Dide. Die Länge ver 
Ballen fei 2” und die Entfernung vom erften bis zum legten, d. h. die Länge 
des Balcons fei 3”, 

& find die Abmeflungen des rechtedigen Querſchnittes eines Baltens zu 
beftimmen, wenn bie Breite ſich zur Höhe wie 1:3 verhalten und der Ballen 
die genügende Stärke ‚befigen fol, an feinem äußerften Ende eine zufällige 
Belaftung von 350 Kilogramm zu tragen. 

Die gleihmäßig vertheilte Laft bilden die Granitplatten, von deren Ger 
wicht auf jeden Ballen der vierte Theil gerechnet wird. Das fpecifiihe Ge: 
wicht des Granits zu 2,8 und k — 60 Rilogr. genommen, fo ergiebt fih: 

‚Höhe eines Ballens 33m, 
Breite » » 11, 


42. Der im Theilkteis, zweier in einander greifender Räder, auftretende 
Drud fei P, welchen wir der Sicherheit wegen in der Außerften Kante des 
Zahnes, gleihförmig über die Zahnbreite 5 vertheilt und normal zur Bahn: 
länge 2 wirkſam benten. 


0) 
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Nennen wir nod die Dide des Zahnes im Theilkreiſe d, fo ift: 

Pl=kybat. 

Für gewöhnliche Verhältniffe fegen wir Z=1,5d, b=6d, bei guß⸗ 
eifernen Zähnen k = 90 Kilogr. und wenn hölzerne mit eifernen Zähnen zus 
fammenacbeiten, fo nehmen wir & 40 Kilogr. und bezeichnen bie Zahndide 
mit d,. Für diefe Annahme ift: 


v P 
d= 7) un d, =1,5d. 


It der Drud P nicht gegeben, kennt man dagegen die Anzahl N der 
zu übertragenden Pferdeftärken und die Anzahl u der Umdrehungen pro Mir 
nute, fo ift für ZB" Radhalbmeſſer: 


N 
P= 71620 Bu 


43. Berechnung der Tragzapfen am Ende eines totirenden Körpers. Es 
fei P der über den Zapfen gleichmäßig vertheilte Drud, I die Länge und d 
der Durchmeſſer des Bapfens, dann ift: 


jri=rl=ıke und hieraus 


Aus dem Werthe von d? folgt, daß die Zapfen um fo ſchwächer ger 
. macht werben konnen, je Heiner 4 genommen wird. Andererſeits ift aber 


eine große Auflagefläde bei ſchnell umlaufenden Bapfen vortheilhaft, um bie 
Erhigung und Abnugung fo viel als möglih zu verhindern und bie ent⸗ 
ſtehenden Schwingungen befier abzuleiten. Endlich wächſt die Arbeit des 
Reibumgswiderftandes mit dem Durchmeſſer, ſodaß es hiernach wieder zwed⸗ 
mäßig erſcheint, Zapfen mit geringerem Durchmeſſer zu verwenden. Dieſen 
theilmeife wiberfprechenden Bedingungen kann nur dadurch abgeholfen werben, 
daß man bewährte Gonftructionen aus der Praxis als Ausgangspunkt für 
die Aufftellung der nothwendigen Formeln benutzt. 


Für gewöhnliche Verhältniffe, wo die Anzahl u ber Umdrehungen geringer 
ala 150 ift, nehme man 4 = bis 3, bei Zapfen, bie nicht dauernd ums 


laufen, wie die von Krahnen, Winden, Rollen ift 4 zwedmäßig = 1 und 


ı 
bei Zapfen, die mehr ald 150 Umdrehungen machen, fege man 7= 2. 
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a) gußeiſerne Zapfen b) ſchmiedeeiſerne Zapfen 
k = 200 Silogr.: k = 450 Rilogr.: 
inr = ina Ei - rg=gia Vz 
für 4 1ra-V Mmt=g na Vz 
für 4 I»d Ei für 4 1a-YZ 
für 4 1»d Ei für 4 1i»d Va 
fr g=2 »d= 2 


c) fählerne Zapfen k = 786 Kilogr.: 


ı . P 
wg =} nd 5 


ı pP 
ng =4 > de 5 
ı P 
fr = »d= 708 


ı pP 
m 732 »d= V 7 


44. Cin Körper A (Fig. 353) von beliebiger Geftalt fei in horizon⸗ 
taler Sage an dem einen Ende in einer verticaln Wand befeitigt, an dem 
andern Ende fei die zum Zerbrechen erforberlihe Laft angebracht, jo ift bie 
Frage, an welcher Stelle wird der Brud erfolgen? Für die aufeinander: 
folgenden Querſchnitte, deren Entfernungen von dem ee des Körpers 


21, 295 23 ...2 fein mögen, haben die Wiverftandsniomente —— durch WM, 


W,, Wy... bezeichnet, im Algemeinen verſchiedene Größe. Die Laften, 
welche das Zerbrechen in den einzelnen Querſchnitten bewirten würden, feien 
Pi, Fa, Ps. .- fo haben wir, abgefehen von dem Gewichte des Körpers: 
Pan=W 
PR23=W, u. ſ. w., 


oder 
PR. 
2 
B= u ſ. w. 


Mebungen. 433 


V 


Die Ausdrude —, .. find im Allgemeinen verſchieden, der kleinſte 


1 2 
derjelben muß der Brechnungsebene entiprechen, ſodaß es ſich bei Ermittelung 
veflelben für eine gegebene Laft P um den Werth von z handelt, ver den 


Quotient zu einem Minimum madıt. 
Sig. 358. Fig. 354. 





8 
Pr 


Der Körper fei ein abgefürzter Kegel (Fig. 354), r, und rz feien bie 
Halbmefjer der Grumdebenen, 2 der Halbmefjer der Brechungsebene, die ſich 


in der Entfernung z von dem belafteten Ende befindet. Für diefe muß ji 
zu einem Minimum gemacht werben. 


Für den kreisformigen Querſchnitt if 
Wehkdn(2o)? kin. 





& iſt: 
any —a=z:loz 
nn —n=l:z 
„ematn! 

zu I 

Diefen Werth fubftituiren wir in W, fo entfteht: \ 


LE Lu EEE 


. VRa er 
Wir muſſen 7 zu einem Minimum machen: 


w k — ® . 
W_ keller, 
d. h. 

Lone —— 
oder 





— 
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Für ven Uebergang von zz, if: 











fa sta Inn) 
Der Ausdrud muß immer Heiner als 2 jein, d.h. r, <2 (rn) 
wer ir, <rz. Fur Zr. —72 ift z—1, die Brechungsebene liegt dann 
alfo am Einllemmungspunkte. 


45. Es jei wieber ein Körper von beliebiger Geftalt in horizontaler 
Lage mit einem Ende eingemauert, an dem andern belaftet. Findet ſich bei 


“der Unterfuhung der ouonenten F für die verfhiedenen Querſchnitte, wenn 


das eigene Gewicht unbefüdjihtigt bleibt: 
w_ WW W_ _ 
Ann 0: 
fo baben die einzelnen Querſchnitte daſſelbe Brechungsbeſtreben, d. h. jeder 
Querſchnitt darf al3 Brechungsebene angejehen werden. Wir nennen ber: 
gleihen Körper Körper von gleihem Widerftande; die Form derſelben 
beftimmt ſich alfo durch die Gleihurg: 
vw 
a: 

Unter allen Körpern von gleicher Feſtigleit hat der von gleihem Wider: 
ftande die Heinfte Menge Material, ift deshalb für die Praxis ber zwed⸗ 
mäßigfte und derjenige, den man ftet3 wählen ſollte. 

Die normalen Duerfhnitte des Körper von der Länge 2 feien Recht: 
ede von derſelben Breite 5 und veränverliher Höhe x. Der Querſchnitt an 
ver Stelle B (Fig. 355) der Einmauerung habe die Abmefjungen 5 und A. 
Für diefen ift: 





’ 





ol . 
z s I 
Für irgend einen andern beliebig gewählten Querſchnitt in der Entfer: 
nung z vom belafteten Ende haben wir: 
Ww dx? 


—=lk. 
2 °%° 2 
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Der Körper foll in jedem Querſchnitte gleihen Widerſtand dem Brechen 
entgegenfegen, wir haben deshalb die Bedingungsgleichung: 


[23 ba? 
k—=gkiL 
[2 3% 
h? 
2 — 
am 7 2 
Sig. 355. ig. 356. 


Die Gleihung giebt in einem Längendurchſchnitte die Relation an, welche 
zwiſchen der Höhe z und der Länge z beiteht. Nehmen mir ald obere Bes 
grenzung des Körpers eine horizontale Ebene an, fo ift der Längendurchichnitt, 
der Gleihung gemäß, unterhalb von einer Parabel gebilvet, deren Achſe 
die Linie AB ift. Die Form hervorragender Confolen ift hiernach beftimmt. 
Hat der Körper dagegen überall dieſelbe Höhe 4 (Fig. 356) und eine ver: 
änderlihe Breite =, fo ift: 


w ch? 
zit 
Wir erhalten hiernach die Bebingungsgleihung: 
[24 ch? 
Lie ik Klara 
ı 
= T T, 
oder: 
aYb=z:l, 


d. h. die Endpunkte der veränverlihen Breite bilden eine gerade Linie BD, 
der Grumdriß des Körpers iſt aljo ein rechtwinkeliges Dreied D CB. 


Trãgt der’ Körper eine gleihmäßig vertheilte Saft Q = p L, fo haben wir 
pit=grom, 


für eine beliebige Stelle in ver Entfernung z, wo der Querſchnitt die Abs 
meflungen x und y haben mag: 


po = Ikayr 
28* 
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Für die gemachte Borausjegung baben wir: 


bh® ıy® 
p=4k = 
bit xy® 
— —— 
a) Der Körper habe überall dieſelbe Höhe A, jo iſt: 
au. 


Der Grundriß DC B (Fig. 357) des Körpers ift eine in eine Spipe 
auslaufende igur, deren Seitenbegrenzung ein Parabelbogen ift. 


Fig. 357. Fig. 358. 


b) Der Körper habe überall dieſelbe Breite 5, fo ift: 
h 
y=7: oder hıy=l:z, 
d. h. die Enbpunfte der Höhen bilven eine gerade Linie D LA (Fig. 358). 


46. Aus einem Cylinder foll ein Balken mit rechtedigem Querſchnitt 
ABDE Gig. 359) gehauen werben, deſſen Widerftandemoment ein Mari: 
mum ift. 

Fig. 350, Für den —— Querſchnitt iſt das Wider: 
— ſtandsmoment * gleich 
+kbM. 
Hiernad muß für den gegebenen Durchmeſſer d 
des Cylinders 
5A? ein Marimum fein, 
d. h. 5 (d?— 2) ein Marimum 
oder bd?— 53 ein Marimum, d. h. für den Uebergang von =, mub 
lim(b 42 — 5° —b, + 5,9):(b—2,)=0 fein. 8 ift aber 
b—b,) — (dd! — 
ON ad, 


daher ber Grenzwerth d?— 35°? = 0 und 5? —= }.d?, d. h. dift die mittlere 


A 
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PVroportionale zu d und Jd. Ferner ift 3?—$4?, wofür fi alio folr 
genbe Conftruction ergiebt: 

Der Durchmeſſer AD des kreisförmigen Querſchnitts werde in brei 
Theile getheilt, in M und N errichte man Normalen MB und NE zu vers 
ſchiedenen Seiten des Durchmeſſers AD, und ftelle dad Rehted ABDE 
her. In diefem verhalten ſich die Seiten wie 1:92, vaher ift daſſelbe als 
der verlangte Querſchnitt anzufehen. 


47. Welche Länge kann ein mit beiden Enden frei aufliegender Balten 
aus Tannenholz haben, wenn er 21°” breit, 27,5” hoch und auf den laus 
fenden Meter mit 630 Kilogr. belaftet ift? 


J 
Fel=k- 


Wird 2 in Gentimetern genommen, fo erhalten wir für k — 73: 
4. 6,302 = 73.4.21. 27,5? 
1= 495" = 4,95". 

48. Welche Laft kann eine 7” lange mit beiden Enven frei aufliegende 
Röhre aus Gußeifen in ihrer Mitte tragen, wenn fie 31" äußeren Durchs 
mefjer und 3" Wandſtärke bat. Da der Kreisring für Gußeifen kein Duer- 
ſchnitt gleicher Feſtigkeit ift, fo ift der Sicherheitscoefficient 440 Kilogr. 
in Rechnung zu bringen: 





rl roh 
arISEG hg 
a 31%—25* . 

4 P.700 = 440 m P= 4243 Rilogr. 

49. Wie groß ift die gleichmäßige Belaftung eines gußeifernen mit 
beiden Enden frei aufliegenven Träger von dem in Aufgabe 38 angegebenen 
Querſchnitte gleicher Feftigleit, wenn 5, = 5 = 3 und die Länge 3’ beträgt? 
J 
7 
8.440.69,6. 30 

300 


8 8 
—— 











K = 440 Rilogr.; 1-05 —X 22018 Rilogr. 
50. 63 ift der Durchmefier d einer gußeifernen, liegenden Achſe zu be: 
rechnen, deren Zapfenlager 6” von einander entfernt find und die 2” von 
dem einen Ende ein 600 Kilogr. ſchweres Rad zu tragen hat? 
Es iſt 
P En =k 2, wobei k = k' = 440 Kilogr. zu nehmen ift. 


600.2.400 


= 440 as — 12,3, 
5 = 440 550°, daher d= 12,30". 
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51. Eine itmieteeijerne Adie von 5” Yänge trägt in dem Gntier- 
nungen 0,6”, 2” und 3” von tem einen Ente A tie Laften ven 600 Kilogr., 
1500 Kilogr. unt 2000 Kilegt. 

Wo liegt die Bretungsebene und wie greb it die Seite a tes quabra: 
tiihen Cueridnittz? 

Tie Trude A und B auf tie Stügruntte fine: 
600 .4,4 + 1500 .3 -+ 2000.2 

















4 5 2228 Kilegr. 
= 9.08 410002 E 3m 2 1872 Rilogr. 


Tie Brehungsebene fann nur in einem ber Aufhängepuntte der ülolirten 
Laften liegen, es find demnab die Spannungsmomente für viefe Aufhänge 
punkte zu entwideln und das Barimum verielben glei dem Widerſtands- 


J . 
momente kn zu jegen. 


Die Spannungdmomente für die drei Angriffspuntte find: 
2228. 1336,8 
2228.2 — 600.14 = 4456 — 840 — 3616 
2228 .3 — 600 . 2,4 — 1500 .1 = 6684 — 1440 — 1500 = 3744. 
Es liegt biernad im Aufhängepunfte der Laſt von 2000 Kilogr. ber ge: 
fährlihe Querſchnitt und wir haben daher, k — 750 Kilogr. gefegt: 
100 . 3744 = 750.4 a? un a= 14,4". 











52. Ein Körper von der Länge 2 fei mit den beiden Enden in horizon⸗ 
taler Lage frei aufliegend, und in der Mitte duch P Pfund belaftet. Die 
Querſchnitte des Körpers feien Rechtede, von denen das in der Mitte die Ab: 
meſſungen 5 und A haben mag. Der Körper foll in jedem Duerfchnitte dem. 
Bruce gleihen Wiverftand entgegenjegen. In der Entfernung z von dem 
einen Ende feien die Abmeſſungen des Duerfhnittes z und y, fo haben wir 
für diefen: 

4Pr=ikay:. 


Für den Duerfhnitt in der Mitte haben wir dagegen: 
ı 
- 2, 
PZ=tkbn 


Die Form eines Korpers von gleihem Widerftande beftimmt fi daher 
durch die Gleihung: 
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a) der Körper habe überall viefelbe Breite 5, die obige Gleihung geht 
dann über in: 





Die Endpunfte der veränderlihen Höhen liegen hiernad in einer Parabel, 
was für beide Seiten des Körpers, von der Mitte aus gerechnet, ftattfindet, 
ſodaß die Begrenzung des Körpers A B (Fig. 360) durch zwei congruente 
Parabeln geſchieht, die in der Mitte zufammenftoßen und ihre Scheitel in den 
Auflagepunften haben. 


Fig. 360. Fig. 361. 
2P 








Der Körper erhält diejelbe Form, wenn er in der Mitte unterjtügt und 
an beiden Enven duch P Pfunde belaftet it. Hiernach müfjen die Balancier 
und Hebel AB (Fig. 361) im Längenquerfhnitte durch Parabeln begrenzt 
werden. 

b) Der Körper habe überall diefelbe Höhe 4. 

In dieſem Falle ift die Form des Körpers beftimmt durch: 


x b 
7’ 
d. h. 
>. der 








Die Envpunkte der veränderlihen Breite bilden eine gerade Linie, der 
Grundriß de3 Körpers ift alfo ein Rhombus. 


53. Gin Körper von der Länge Z fei mit beiden Enden frei aufliegend 
und gleihmäßig über die ganze Länge belaftet, ſodaß auf die Längeneinheit 
pP Rilogramm kommen. Der Körper liege horizontal, habe Rechtede zu Duers 
ſchnitten, von denen das mittlere die Abmeſſungen 5 und % haben mag. 

Es ift die Form des Körper zu beftimmen, wenn derſelbe in allen 
Querſchnitten dem Zerbrechen gleichen Widerſtand entgegenfegt. 


40 Tnmer Ihe Wen Socel 
Fir sem Lueriiriz ia ter Rize Suhen we: 


Fig=ab, 





für einen Lamiiriz mr ter Mimetrıze 5 wer y in wer Erntiernaug? 
von tem einem Eure baten wir kuzes: 






Aplz—p= 
Su ertalien bietaus als G. 


Zies iR die Gleidung einer Ellirie, wedurch tie Zorm des Kerpers AB 
(Fig. 362) beitimmt if. 

b) Der Küörper babe überall gleihe 
Hobe A, jo entfleht: 


Um vie Form de3 Körpers im 
Grundriß erfennen zu können, fegen wir 
z= Br verlegen aljo den Coor⸗ 
dinaten- Anfangspunkt in die Mitte der 
die Auflagepunfte verbindenden Sinie, jo entſteht: 


El)“ 


Beiter fegen wir 2 — 5 — z,, verlegen alfo den Coordinaten-Anfangs: 
punkt in den Endpunkt der Breite 5 des mittleren Querſchnittes, fo entfteht: 
p 


2= — a 


45 
Hieraus ift erfihtlih, daß die Endpunlte der veränderlihen Breite in 
einer Parabel liegen, die im Endpuntte der mittleren Breite 5 ihren Scheitel 
bat. Der Grunbriß des Körpers ift demnad eine Figur, bie einem Rhombus 
ähnlich ift, defien Seiten jedoch durch vier congruente Parabeln gebildet find, 
von bemen je zwei in den Enbpunften der mittleren Breite 5 mit ihren Schei- 
teln zufammenftoßen, 
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54. Die in der Figur 363 dargeftellte gleichſchenkelige Achſe trägt in 
der Mitte die Lat Q. Es follen die zur Conftruction nothivendigen Dimen- 
fionen berechnet werden. 

















Es fei d der Zapfendurchmeſſer, Z die Zapfenlänge, D der Durchmeſſer 
des Achſenkopfes (in der Mitte, wo die Laft Q wirkjam ift), 5 die Breite 
des Achjenkopfes und a die Schenfellänge der Achſe. 


Der auf die Mitten der Zapfen ausgeübte Drud P ift — 2, wodurch 


bei gehöriger Annahme von 4 der Bapfenduchmefjer nach Aufgabe 43 be 


ftimmt ift. Die beiden Achſenſchenkel find nah Aufgabe 52 durch Parabeln 
zu begrenzen, ſodaß e3 fih nur noh um den Durchmeſſer D in der Mitte 
ver Achſe handelt. 


i kt ps kt ie Divi i 
@ it Pa= *5 De und PI= *5 d?. Die Diviſion dieſer 
beiden Gleichungen liefert 2 7 7 wodurch D beftimmt iſt. Der ein 


fachen Herſtellung wegen läßt man nun die Durchmeſſer von der Mitte bis 
zum Zapfenanfange allmälig von D auf d abnehmen, giebt alſo den Achſen⸗ 
ſchenleln die Form eines abgeftumpften Kegels. Außerdem formt man die 
Achſe in der Mitte, behufs bequemer Befeftigung des darauf figenden Mafdinen: 
theils (Balancier) cylindrifh, wobei 5 um etwas größer als die Nabenlänge 
vefjelben genommen werden muß. Für gewöhnlih kann man =D fegen. 

Hat die Achfe zwei Tragpunkte, fo ift jedes Ende nad den eben an— 
gegebenen Regeln der gleihfhenkeligen Achſe, mit Rüdfiht auf die dort ftatt: 
findende Belaftung, zu conſtruiren. Das zwiſchen den beiden Laftpunften bes 
findliche Stüd der Achſe, der Schaft, ift cylindriſch berzuftellen, wenn bie 
Achſe in den beiden Angriffspunften diefelbe Belaftung zu tragen hat und die 
Tragpunkte von den Enden der Achſe gleihe Entfernung haben (Eifenbahns 
wagen-Achſen). Im andern Falle ift dagegen ver Schaft ald Kegelftumpf 
zu conftruiren. 
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Balten A B aniehen, deñen Timenhenen mit venen der Verbindung überein: 
fiimmen. In dieiem Falle erbalten wir für n auieinanver gelämmte Balfen 
mit den Abmefiungen * und Ah: 

das Biegunggmoment E. bin? 

das Widerftandsmoment K.4 bin ME, 

Man legt auch zwiihen zwei Ballen A B (Fig. 365) Keile C umd ver: 
bindet diefelben durch Schrauben DE oder Bänder, oder man bringt nur 
in der Mitte der Ballen Streben an, und die Enden bält man durd Bänder 
zufammen. Im leptern Falle nehmen die beiden Balfen eine gefrümmte Ge: 
ftalt an, und die ganze Conftruction heißt ein gejprengter Ballen (Fig. 366). 


56. Die beiven Balten AB (Fig. 365) mögen in gleihen Abftänden 
durd Bolzen DE befeftigt fein, mit ihren Enden frei aufliegen und in der 
Mitte die Laft zu tragen haben. Die Abmeffungen eines jeden der beiden 
Balken fein 5, A und 7; die Entfernung der Mitten beider Hölzer jei a, der 
gleiche Zwifhenraum alfo gleih a—h. Wären vie beiden Ballen unmittelbar 
aufeinander befeftigt, fo wäre die Tragkraft de3 zufammengejegten Balfenz: 


DER TEID 


Uebungen. 443 
Das Xrägheitsmoment J für den Duerfhnitt der vorliegenden Kon: 
ftruction findet fih in der Tabelle des $. 69: 
J= 4b [(@ + h)®— (a—h)?] 
= 7y5.24(802 419), 
ig. 365. 


D 
* 














b 
— — 














a+h 
= 
daher: 
J 3.02 .|- m? 
Z-16.2 
Fk AA ar 


Die Tragkraft P, des Baltens ift daher: 
b.2h 3a + h? 

I Tar+h’ 
wofür wir, zur beſſern Vergleihung mit P,, ſchreiben wollen: 

_g,b(@h® 3a2 41% 
a ae ru 
Eine Vergleihung zwiſchen P, und P, zeigt, daß P, immer größer ala 

Pı it, und daß P, mit der Zunahme von a wädlt. 


57. Es ſei jet die Tragkraft P, de3 gefprengten Ballen? AB (Fig. 366) 
zu beftimmen, wenn wir die Bezeichnungen der vorigen Nummer beibehalten, 
unter a aber die größte Entfernung der Mitten beider Balken verftehen. 





P,=%k 


Fig. 366. 





Durch die gebogene Geftalt eines jeden der beiden Balken ift ein Theil der 
Tragkraft verloren gegangen, da die, Feſtigkeit der Außerften Faſerſchichten 
ſchon dur die Biegung in Anſpruch genommen iſt. Wir fehen jeden ver 
Balken ald einen mit feinen Enden eingellemmten an, und venfen die Biegung 
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tuch eine im ber Mitte wirfiıme KRrait P’ bervergemien. Die größte Durch- 
biegung s in des Mitte it: 
1 p» 
IREI 
Wird bierin für P’ die aus tem RTirerituntsmomente entwidelte Be: 
J - _ 
laftung gleich 87 geiegt, jo erbilt s den gröftmöglihiten Werth: 
kB 
=} E77 


Erreiht die Durchbiegung dieien Werth, io kann ver geiprengte Ballen 
nichts weiter tragen, jeine Tragkraft P, ift daher Null. Um dies allgemein 
nachzuweiſen und zugleih einen Ausdrud für die Tragkraft P, des Baltens 
zu erhalten, gehen wir von dem Werthe ver Turhbiegung s aus: 


__P®B 
"TE 
und beftimmen P’I aus dem Spannungdmomente 
1PIA=EJ, 
_al 
=y 


unter d, die ftattfindende Dehnung reſp. Verkürzung ver äußerften Faſerſchicht 
h, 

und e, deren Entfernung vom der neutralen verftanden. Für e,, 7 geſeht, 

ſo entſteht: J 





worin 5, alſo die durch die Biegung der Ballen hervorgerufene Ausdehnung 
bezeichnet. Hierbei fol aber die Elaſticitätsgrenze noch nicht erreicht fein, fo: 
daß der gefprengte Balken außerdem noch Tragkraft befige. Bezeichnen wir 
dieſe mit P,, fo haben wir: 


4Rlg=EJ 
21 
a=7 


unter ö, die durch F, bervorgerufene Dehnung in der äußerften Faſerſchicht 
verftanden, die von der neutralen um e, entfernt fein ſoll. 
a 





= Et m I= 295.20 Bar + m, 
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Subftituiren wir diefe Werthe und entwideln &, fo entfteht: 


%&_,B_ I a+h 
T IETanBaerm 








Die in der Außerften Faſerſchicht in Folge der Biegung und der Laſt P, 
ftattfindende Dehnung ift hiernach d, + dg. Schreiben wir hierfür d, fe iſt 
n. F. 130 für eine Belaſtung bis zur Elaſticitätsgrenze: 


3_® 
ıT7 E’ 
und für eine Belaftung auf die Dauer: 
2 
ı TE 


zu ſetzen. 
Für die legtere Annahme erhalten wir hiernach: 


6_%k I a+h 
ITE HAN gar — 








und die Tragkraft: 
— ————— 3a? +5? 
k® (@+h)2 7 





R=%k 





Aus diefem Ausdrud Ternen wir, daß P, mit der Abnahme von & 
zunimmt und für s=O feinen größten Werth gleih P, erhält, daß aljo 
ein geiprengter Ballen immer eine geringere Tragfraft befigt, als wenn 
man die beiden Ballen AA und BB in gleihen Abftänden von einander 
befeftigt. Die Tragkraft des gefprengten Balkens wird zu Null, wenn 


kRB—12shE=0 


it, d. h. 
kr 
Ar 
h 
ober für z>® geſetzt: 
[2 
are 


Diefer Werth von s entſpricht aber, mie wir oben gefehen haben, einer 

. Durdbiegung biß zur Elaſticitätsgrenze, ſodaß P, Null werden mußte. Iſt 
weiter in dem für bie Tragfraft P, erhaltenen Ausdrucke ⸗— O und a=h, 
fo wird P, = P,, die beiden Balten find dann alſo unmittelbar aufeinander 
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befeitigt. Sell bieraad ter aerctenate Dein Kuhen gewähren, je muß, da 
4 4 m—,; 





PR>P.2%6. 
kP—124hE 3024 F 
— Sa 
Hieraus erballen wir, wenn kat # tie Größe der Durhbiepeug si 


geſenn win: 
(er - 12aE 


a 





se + AND>ER.2kta+k) 


kP(3a+h)>6hEi3a? + A 
kP_3ar4+ ht 
BER” Bafı 
k (12 3a®4+ M 

*16 





Verſtehen wir unter « eine Zahl größer als 1 und jegen ſtatt a, ch, 
fo entfteht: 


und 





V. 
> V 
Für beftimmte Werthe von «& läßt ſich hiernach bei beſtimmten Materialien 
leiht daß für die Sprengung nothwendige Berhälmiß —- berednen. 


Benugen wir dieſe Subftitutionen bei der Beftimmung der Tragkraft Py, 
fo erhalten wir: 


a a du Ka) = 


u AK Erz 














58. Ein Ballen, ver mit feinen Enden frei aufliegt, fei durch Aufeinander- 
nieten zweier Eiſenbahnſchienen gebilvet, die den in Aufgabe 37 angegebenen 
Querſchnitt haben. Welche Entfernung I können bie Unterftügungspuntte er- 
halten, wenn die in der Mitte wirffame Laft P 5000 Kilogr. beträgt? 


I=45 5 
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Es ift das Trägheitgmoment einer Schiene auf ihre neutrale Achſe ber 
zogen glei 774,4, daher für die Schienenbafis 774,4 + 62.42—=2286,4. 
Das Trögheitämoment für die vorliegende Verbinbung ift demnach: 


J = 2.2286,4 — 4572,8 und 


45728 _ 
— ** 381. 
Wir fegen k — 600 Kilogramm, 
dann ift: 
1000 z91 = 199m = 1,83 . 


5000 


59. Drei Träger von nebenftehens 
dem Querſchnitte (Fig. 367) bilden die 
Unterlage einer Eijenbahnüberbrüdung. 
Es ift die Länge Z verfelben, d. h. 
die Entfernung ihrer Unterftügungss 
punkte zu beftimmen. Die gleihmäßige 
Belaftung für ben laufenden Meter fei 
1600 Kilogtr. Das Trägheitgmoment 
des Querſchnitts ift nach Anleitung der 
Aufgaben 37 und 58 zu beftimmen. 


Die Bafis A E de3 Schienenprofils 
ift 9gmm, die Stärke der Winkeleiſen 
ABC nehme man zu 6"M und die 
Stärte CD ver ſenkrecht ftehenden Blech⸗ 
wand fei 6mm, 





u BR... 








Es iſt 
I=2$774,4442.20,4244.9,3.14,4°—4.7,5.13,8°—4.1,2.8,4% 
I _ 414052 _ 
= 41405,2; Tr u 1568,4. 


Die gleihmäßige Belajtung ift für jeden Träger 2. 1, vie Länge Z in 


Eentimetern genommen. Die zur Berechnung von 2 zu benugenbe Gleichung ift aber: 
}-G1= #7, alfo für k = 600 Kilogr., }- 48 72. = 600.1568,4 und 
I = 1188" = 11,88". 


60. Ballen von der in der vorigen Aufgabe angegebenen Conftruction, 
die aus vollen Blechwänden beftehen, erfordern nod eine Unterfuhung in 
Bezug auf den Widerftand gegen Abſcheeren. 

Zu dem Ende fei ein mit beiden Enden A und B frei aufliegender 
Brüdenballen von I” Länge gegeben, der pro Meter eine gleihmäßige 
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befeſtigt. Soll hiernach der geſprengte Vallen Nugen gewähren, fo muß, ba 
a>hit, 


B>P, 2b. 
kB—12shE 3a? + 2 — 
IE Gang ı fein 

Hieraus erhalten mir, wenn ftatt ⸗ die Größe der Durchbiegung — 





geſetzt wird: 


(en 12, 2° 5 


5 )@@+m>kn.2@+n 
kP@a+h)>6hE(3a® +1) 
kB _ 3a +4 
sER” 3atıh 
k (92 _ B3a+m 
sei) @a+hnh 


Verftehen wir unter & eine Zahl größer als 1 und ſetzen ftatt a, ch, 
fo entfteht: 





k (112 302-1 
6E on) 3a +1 
ı 6E 3a®+1 
VVM 
Für beſtimmte Werthe von & läßt ſich hiernach bei beſtimmten Materialien 
leicht das für die Sprengung nothwendige Verhältniß + berechnen. 


und 





Benugen wir dieſe Subftitutionen bei der Beſtimmung der Tragkraft P,, 
jo erhalten wir: 


2A en 


P [ Ei)“ 9] un 














58. Ein Balken, der mit feinen Enden frei aufliegt, fei duch Aufeinander⸗ 
nieten zweier Eiſenbahnſchienen gebilvet, die den in Aufgabe 37 angegebenen 
Duerfänitt haben. Welche Entfernung 2 fönnen die Unterftügungspuntte er- 
halten, wenn die in der Mitte wirlſame Laft P 5000 Kilogr. beträgt? 

kJ 


I=45 5° 





Uebungen. 447 
Es ift das Trägheitgmoment einer Schiene auf ihre neutrale Achſe ber 
zogen gleich 774,4, daher für die Schienenbafis 774,4 + 62. 42—=2286,4. 
Das Trägheitämoment für die vorliegende Verbindung ift demnach: 
= 2.2286,4 = 4572,8 und 


Wir ſetzen k = 600 Kilogramm, 
dann ift: 
4.600 


5000 ' 381 = 183" = 1,83”, 





59. Drei Träger von nebenftehen« 
dem Duerfgnitte (Fig. 367) bilden die 
Unterlage einer Gijenbahnüberbrüdung. 
Es ift die Länge 2 derfelben, d. h. 
die Entfernung ihrer Unterftügungs« 
punkte zu beftimmen. Die gleihmäßige 
Belaftung für den laufenden Meter fei 
1600 Kilogr. Das Trägheitsmoment 
des Querſchnitts ift nach Anleitung der 
Aufgaben 37 und 58 zu beftimmen. 


Die Bafis A E des Schienenprofils 
it 93mm, die Stärke der Winteleifen 
ABC nehme man zu 6"” und die 
Stärte CD ver ſenkrecht ftehenden Blech» 
wand fei Mm, J 


eu 


ER nn 








Es ik 
J=2$774,4-+42.20,4°44.9,3.14,4°—4.7,5.13,8°—}.1,2.8,4° 
I _ 41405,2 
ZA = = 1068 


Die gleihmäßige Belaftung ift für jeden Träger 2, die Länge 2 in 


Gentimetern genommen. Die zur Berechnung von 2 zu benugenbe Gleichung ift aber: 
4 G1=k Y, alfo für k = 600 Rilogr., 4-48 12. = 600.1568,4 und 











= 1188" = 11,88". 


60. Balken von der in der vorigen Aufgabe angegebenen Eonftruction, 
die aus vollen Blechwänden beftehen, erfordern nod eine Unterfuhung in 
Bezug auf den Wiverftand gegen Abſcheeren. 

Zu dem Ende jei ein mit beiden Enden A und B frei aufliegender 
Brüdenbalten von IM Länge gegeben, der pro Meter eine gleichmäßige 
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durch eine in der Mitte wirkſame Kraft P’ hervorgerufen, Die größte Durch- 
biegung 8 in der Mitte ift: 
= pP» 
19289 
Wird hierin für P die aus dem Widerftandgmomente entwidelte Be: 
laftung gleih 8k Z gejegt, fo erhält s den größtmögliciten Werth: 
ke 
s=4npT 
Erreicht die Durhbiegung diefen Werth, fo kann ver gefprengte Balken 
nichts weiter tragen, feine Tragkraft P, ift daher Null. Um vies allgemein 
nachzuweiſen und zugleich einen Ausdrud für die Tragkraft P, des Baltens 
zu erhalten, gehen wir von dem Werthe der Durchbiegung ⸗ aus: 


— pe 
 192EJ9 
und beftimmen P'Z aus dem Spannungsmomente 
4PiIq=EJ, 
_al 
gay, 


unter ö, die ftättfindende Dehnung vefp. Verkürzung der äußerften Faſerſchicht 
und e, deren Entfernung von der neutralen verftanden. Für e,, Feet, 


fo entfteht: \ 





worin d, alfo die durch die Biegung der Balken hervorgerufene Ausdehnung 
begeihnet. Hierbei fol aber die Elaſticitätsgrenze noch nicht erreiht fein, fo: 
daß der geiprengte Balken außerdem noch Tragkraft befige. Bezeichnen wir 
diefe mit P,, fo haben wir: 


4PAla=EJ 
81” 
= 


unter Ö, die duch P, hervorgerufene Dehnung in der äußerften Faferichicht 
verftanden, die von der neutralen um e, entfernt fein foll. 
a 





sit="7 R nd = 745.2 (3a® + 29). 
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Subftituiren wir Nu Werthe und entwideln &, fo entfteht: 


I a+h 
Air 230 +m 


Die in der Außerften Faſerſchicht in Folge der Biegung und der Laſt P, 
ftattfindende Dehnung ift hiernah d, + dg. Schreiben wir hierfür Ö, ie iſt 
n. F. 130 für eine — bis zur Elaſticitatsgrenze: 


_.& 
= 


und für eine Belaftung auf die Dauer: 


zu ſetzen. 
Für die legtere Annahme erhalten wir hiernach: 


6_k I  a+h 
ITE nr 3a? + m’ 








und die Tragkraft: 
Samt Er —i2shE 3 a2 +12 
[7] @+M2R 





PR=%k 


Aus diefem Ausprud Ternen wir, daß P, mit der Abnahme von — 
zunimmt und für s=0 feinen größten Werth gleih P, erhält, daß alſo 
ein gefprengter Ballen immer eine geringere Tragkraft befigt, als wenn 
man die beiven Balfen A A und BB in gleihen Abftänden von einander 
befeftigt. Die Tragkraft des geiprengten Balkens wird zu Null, wenn 


k®—12shE=0 


iſt, d. h. 
*2 
Sis * 7 
h 
ober für ze gejegt: 
„+ 
ui war 


Diefer Werth von s entfpricht aber, wie wir oben gefehen haben, einer 
Durchbiegung bis zur Clafticitätägrenze, fodaß P, Null werden mußte. Iſt 
weiter in dem für die Tragkraft P, erhaltenen Ausdrude ⸗ — 0 und a=h, 
fo wird P, = P,, die beiden Balken find dann alfo unmittelbar aufeinander 
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55. Aus dem Werthe des Trägheitsmomentes J ſowie aus dem von 
Z ergiebt fi, wenn man ven rechtedigen Querſchnitt in Betracht zieht, daß 


das Biegungs: und Widerftandsmoment bei prismatifgen Körpern beſon⸗ 
ders mit, ber Zunahme der Duerfchnittshöhe wächſt. Aus dem Grunde 
ſucht man bei wichtigen Conftructionen in ber Paris die Ballen recht hoch 
zu conftruiren. 

Werden zu dem Ende mehrere Balken übereinander gelegt und durch 
Bander miteinander verbunden, fo ift der Widerſtand dieſes Syſtems gleich 
der Summe der Wiberftände der einzelnen Balten. Wurven n Ballen zu 
diefer Verbindung verwendet, fo iſt 

das Biegunggmomnt . . =nEJ 


J 
und das Widerſtandsmoment = n ka 


Werben die Balken aufeinander gefämmt, verzahnt, mit Dübeln, Bolzen 
und Bändern verbunden (Fig. 364), fo läßt ſich das Syſtem als ein einfacher 


Big. 364. 








Balten AB anfehen, deſſen Dimenfionen mit denen der Verbindung überein: 
ftimmen. In diefem Falle erhalten wir für n aufeinander gelämmte Balken 
mit den Abmefjungen * und Ah: 

das Biegungamoment KM. 1; b (mh)? 

das Widerftandgmoment &.4 5 (m h)2. 

Man legt auch zwifhen zwei Balten A B (Fig. 365) Keile C und ver: 
bindet diefelben durch Schrauben DE oder Bänder, oder man bringt nur 
in der Mitte der Balken Streben an, und die Enden hält man durch Bänder 
zufammen. Im lehtern Falle nehmen die beiven Balken eine gelrümmte Ge: 
ftalt an, und die ganze Conftruction heißt ein gefprengter Balken (Fig. 366). 


56. Die beiven Ballen AB (Fig. 365) mögen in gleichen Abftänden 
durch Bolzen DE befeitigt fein, mit ihren Enden frei aufliegen und in ber 
Mitte die Laft zu tragen haben. Die Abmeffungen eines jeden der beiden 
Balken feien 5, A und Z; die Entfernung der Mitten beider Hölzer fei a, der 
gleiche Zwiſchenraum alfo gleih a—h. Wären die beiden Balken unmittelbar 
aufeinander befeftigt, fo wäre die Tragkraft de3 zufammengefegten Baltens: 


nut. 
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Das Trägheitamoment / für den Querſchnitt der vorliegenden Con— 
ftruction findet fih im der Tabelle des $. 69: 
12 (a + mM’ — (a—h)?] 
17 5.2h(3a2 4 M%), 
Fig. 865. 











Die Tragkraft P, des Baltens ift daher: 
5.25 302 +2 
I Tath 
wofür tir, zur befjern Vergleihung mit P,, ſchreiben wollen: 
Dan? 3ar+ 1 
7 (@ 2% 
Eine Vergleihung zwifhen P, und P, zeigt, daß P, immer größer ala 
Pı it, und daß P, mit der Zunahme von a wädft. 
57. Es fei jept die Tragkraft P, des gefprengten Balkens AB (Fig. 366) 
zu beftimmen, wenn wir die Bezeihnungen ver vorigen Nummer beibehalten, 
unter a aber die größte Entfernung der Mitten beider Balken verftehen. 





P,:=3k 


PR=%k 





Durch die gebogene Geftalt eines jeden ver beiden Balken ift ein Theil ver 
Tragkraft verloren gegangen, da die, Feſtigkeit der Außerften Faſerſchichten 
ſchon dur die Biegung in Anfprud genommen iſt. Wir fehen jeden der 
Ballen als einen mit feinen Enden eingeffemmten an, und denfen die Biegung 
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durch eine in der Mitte wirtſame Kraft P’ hervorgerufen, Die größte Dur: 
biegung & in der Mitte ift: 
= pP» 
REIT 
Wird hierin für P’ die aus dem Widerftandgmomente entwidelte Bes 


J m 
laſtung gleich 8 gefegt, fo erhält s den größtmöglihften Werth: 
ke 
4 
Erreicht die Durchbiegung diefen Werth, fo kann ver geiprengte Balken 
nichts weiter tragen, feine Tragkraft P, ift daher Null. Um dies allgemein 
nachzuweiſen und zugleih einen Ausdrud für die Tragkraft P, des Baltens 
zu erhalten, gehen wir von dem Werthe der Durdbiegung s aus: 


WB 
192 EJ 
und beftimmen P’l aus dem Spannungsmomente 
4Pla=E)J, 
al 
a4 = a 


unter ö, die ftättfindende Dehnung reſp. Verkürzung ver äuferften Faſerſchicht 


h 
und e, deren Entfernung von der neutralen verftanben. Für e,, z sefeht, 


fo entfteht: ‘ 
_ 5 „EI 
Pl= 7 16 7 
Wir fubftituiren diefen Werth in dem Ausdrude für s und entwideln 4. 
6.086 
TU 


worin d, alfo die durd die Biegung der Balken hervorgerufene Ausdehnung 
bezeichnet. Hierbei foll aber vie Elaſticitätsgrenze noch nicht erreicht fein, fo: 
daß der geiprengte Balken außerdem noch Tragkraft befige. Bezeichnen wir 
dieſe mit Pz, fo haben wir: 


4Plg=EJ 
al 
2 — 


unter Ö, die durch Pz hervorgerufene Dehnung in der äußerſten Faſerſchicht 
verftanden, die von der neutralen um e, entfernt fein foll. 
a 





oft und J= 445.2 h (30? + 2). 


h 
2 
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Subftituiren wir diefe Werthe und entwideln a, fo entfteht: 


% I ath 
Äh 3erm 


Die in der äußerften Faſerſchicht in Folge der Biegung und der Laft P, 
ftattfindende Dehnung ift hiernach d, + d2. Schreiben wir hierfür Ö, u ift 
n. 5. 130 für eine Belaftung bis zur Elaſticitätsgrenze: 


229 
1 E’ 
und für eine Belaſtung auf die Dauer: 
6 _ &k 
TTE 


au fehen. 
Für die leptere Annahme erhalten wir hiernach: 


6_ k I  a+h 
ıTE 2413 








und die Tragkraft: 


— —— 
1* 7 —— 








Aus dieſem Ausdruck lernen wir, daß P, mit der Abnahme von — 
zunimmt und für ⸗ 0 feinen größten Werth gleih P, erhält, daß alfo 
ein gejprengter Balten immer eine geringere Traglraft befigt, als wenn 
man die beiven Balfen AA und BB in gleihen Abftänden von einander 
befeftigt. Die Tragkraft des gejprengten Balfens wird zu Null, wenn 


k®—12shE=0 
iſt, d. h. 





oder für 3. e geſetzt: 


Dieſer Werth von s entſpricht aber, wie wir oben geſehen haben, einer 
. Durdbiegung bis zur Clafticitätägrenze, ſodaß F, Nu werden mußte. Iſt 
weiter in dem für die Tragkraft P, erhaltenen Ausdrude s=0 und a=h, 
fo wird P, — P,, die beiden Balten find dann alfo unmittelbar aufeinander 


befeftigt. Soll biernad der geiprengte Ballen Rupen gewähren, jo muß, va 


a>hik, 
PR>P,tıb 


kP—12shE 3at + Mt 


FR lepaza ı fi 


Hieraus erbalten wir, 
gefegt wird: 
(e® 





+) >KkR.2h(a+h) 





— 
kPB_302+1M 
GERT 3ath 

k £)' 302 + A? 


sElr Batmh 
BVerftehen wir unter «& eine Zahl größer als 1 und fegen ftatt a, ch, 
fo entiteht: 
k_ (1230241 
=) >aatı 
und 





AsySE. Set 
> Var 
Für beftimmte Werthe von & läßt ſich hiernad bei beftimmten Materialien 
leicht das für die Sprengung nothwendige Verhältniß + berechnen. 


Benugen wir dieſe Subftitutionen bei der Beftimmung der Tragkraft P,, 
fo erhalten wir: 
san 6E(R\2 3 4241 
—30 lr 7 M« lc; 


ö un lu) Era 





oder: 








58. Gin Ballen, ver mit feinen Enden frei aufliegt, fei durch Aufeinander- 
nieten zweier Gifenbahnfchienen gebilvet, die den in Aufgabe 37 angegebenen 
Querſchnitt haben. Welche Entfernung 2 können die Unterftägungspuntte er- 
halten, wenn die in der Mitte wirffame Laft P 5000 Kilogr. beträgt? 


I=15 
e 
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Es ift das Trägheitgmoment einer Schiene auf ihre neutrale Achſe be— 
zogen gleich 774,4, daher für die Schienenbafis 774,4 + 62. 42=2286,4. 
Das Trögheitämoment für die vorliegende Verbindung ift demnach: 


J = 2.2286,4 = 4572,8 und 


Bir fegen k = 600 Kilogramm, 
dann ift: 
4.600 





«381 = 183" = 1,83”. 


5000 


59. Drei Träger von nebenftehens 
dem Duerfhnitte (Fig. 367) bilden die 
Unterlage einer Eijenbahnüberbrüdung. 
Es ift die Länge 2 verjelben, vd. h. 
die Entfernung ihrer Unterftügungss 
punkte zu beftimmen. Die gleihmäßige 
Belaftung für ben laufenden Meter fei 
1600 Kilogt. Das Trägheitsmoment 
des Querſchnitts ift nach Anleitung ber 
Aufgaben 37 und 58 zu beftimmen. 


Die Baſis A E des Schienenprofils 
it 93mm, die Stärke der Winteleifen 
ABC nehme man zu 6"" umd die 
Stärke CD der ſenkrecht ſtehenden Blech: 
wand ſei 6mm, J 








Es it 
J= 2 $774,4442.20,4°4 4.9,3.14,4°—4.7,5.13,8°—4.1,2.8,4°% 
J _ 414052 _ 
= 414052; — = Min 1568,4. 


Die gleihmäßige Belaftung ift für jeden Träger 2, die Länge Z in 


Gentimetern genommen. Die zur Berechnung von 2 zu benugende Öleichung ift aber: 

+ 01= #7, alſo für & = 600 Kilogr., 4 18 12. = 600.1568,4 und 
= 1188" = 11,88". 

60. Balten von der in der vorigen Aufgabe angegebenen Eonftruction, 


die aus vollen Blechwänden beftehen, erfordern nod eine Unterfuhung in 
Bezug auf den Wiverftand gegen Abſcheeren. 


Zu dem Ende fei ein mit beiden Enden A und B frei aufliegender 
Brüdenbalten von IM Länge gegeben, der pro Meter eine gleihmäßige 
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Belanung von p Kilszrammen zu tragen bt. Eitaerp=p tr u 
jeden, webei üb p, auf ta3 eigene Gexikt une p, aur tie zuüäffige Ber 
laftung beziet. Wir nehmen tie Herijontale AB als X:Mhie, vie Berti: 
cale in A als Y-Adie, wablen al’o A als Ceertinaten-Awisageruaht, dann 
find für einen beliebigen Luerifnin des Ballens im ter Entiemunz r von A, 
bei voller Belaftung deñelben, vie inneren Krärte beitimmt vurd: 

1) die Summe ver Horizontalcomponentin EX — 0 

2) vie Zumme der Berticalemponnen ZY=A—pr, 

unter A die Reaction des Auilagerpunftes A verkanken, welche 
bei voller Belaitung gleih $ pi it, 

3) das Epannungsmoment Gy=ZEXy=Ar— ip: 

Aus der zweiten Gleihung folgt, daß die Berticalcomponenten von dem 
Auflager ab bis zur Mitte des Ballens von p bis O abnehmen, und die 
dritte Gleihung zeigt anbererjeits das Wachsthum des Spannungsmomentes 
von O bis 1F für die Cuerjhnitte vom Auflager bis zur Ballenmitte. 
Diefes Verhältniß ändert ſich jevod bei theilweijer Belaftung, wie aus dem 
Folgenden zu erfehen. Es jei die Brüde auf einer Strede von der Länge A 
mit der vollen Beloftung veriehen, dann if A—}p, 4 a 
Unterfuhen wir zwei Duerjhnitte in der Entfernung z und z, von bem 
Buntte A, wobei wir 2 <A und æ, A annehmen, fo ift für den erjten 
Querſchnitt: 
—— 

0 —45 p æ. 

Da x jederzeit Heiner als A fein ſoll, A aber mit der Zunahme von A 
immer größer und größer wird, fo ift in dem Ausbrud 2° ver Vertical: 
component A jeberzeit größer als px und es erhält &Y feinen Heinften 
Werth für z= A, d. h. ver betreffende Querſchnitt hat die geringfte Ver— 
ticaffpannung auszuhalten, wenn die von A nad B ſich bewegende Laft den: 
felben erreiht. Der Duerfhnitt in ver Entfernung x, von A, für den die 
Verticalcomponenten Z Y zu Null werden, beftimmt fi demnach bei bewe— 
gender Saft durch die Gleihung: 


2 
ZY= mit p220— hp —(p + P) 20 = 0 
























P 

4m 12720’ Pı 20 = 0 
Mn. _Pı 

ze ten Ar—=o 

+2,00, 


a IE 


d. h. der betreffende Duerfhnitt liegt nicht in ber Mitte des Ballens wie bei 
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voller Velaftung, fondern verjelbe rudt der bewegenden Laft von der Mitte 
aus gleichſam entgegen. Was das Spannungsmoment Qg dagegen anbe: 
trifft, fo ift daſſelbe für einen beliebigen Querſchnitt um jo größer, je größer 
A ift, bat alfo bei voller Belaftung jederzeit feinen Marimalwerth. Ziehen 
wir jegt den Duerjhnitt in der Entfernung z, von A in Betracht, fo ift: 


re 
ZY= Amina = mim ma 


Qg= Ar mrla 4) 4m Ei 


Die Verticalcomponente ändert fi für venfelben Querſchnitt mit der 
Größe A und erreicht ihren negativ größten Werth, wenn A, das angenom- 
menermaßen Heiner ala x, fein fol, felbft zu x, wird, d. h. der betreffende 
Querſchnitt hat die größte Verticaljpannung auszuhalten, wenn die von A 
nah B fid bewegende Laft venfelben erreicht. Bezeichnen wir wieder die 
Entfernung des Querſchnitts von A aus, für den ZY zu Null wird, mit 
Zo, fo ergiebt fih zur Beftimmung biejer Entfernung dieſelbe Gleichung wie 
oben, d. h. alfo der, mit ver Verticalcomponente Null behaftete Querſchnitt, 
bei voller Belajtung in der Mitte gelegen, rüdt der von A aus fi bewe- 
genden Laft bis in die Entfernung x, von A entgegen, geht von da in 
Richtung der Laft vorwärts und erreicht die Mitte, fobald der Balten die 
volle Belaftung erhaften, geht nad) ver Seite B hin aus der Mitte heraus, 
bis auf die Entfernung x, von B ab gerechnet, wenn die bewegliche Laft 
mit ihrem Ende in den zu der Entfernung 2, gehörigen Querſchnitt gelommen, 
zieht fi dann wieder nad der Mitte zurüd und erreicht diefelbe, fobald die 
bewegliche Laft die Brüde verlaſſen. Das Spannungsmoment Q q hat wieder 
für die volle Belaftung feinen größten Werth. 


Durch das Herausrüden des mittleren Querſchnitts aus der Mitte nad 
rechts und linls um die Entfernung . 20, müffen bei den Gitterträgern 


jämmtlide innerhalb dieſer beiven Entfernungen gelegene Querſchnitte conz 
ſtructiv als mittlere behandelt werden, und bemgemäß von den betreffenden 
Knotenpunkten aus zwei entgegengefegt geneigte Diagonalftäbe nach entgegen: 
gefegten Seiten auslaufen, wodurch fi die in den mittleren. Feldern ver 
Gitterträger entftehenden Kreuzungen der Gitterftäbe als nothwendig ergeben. 

Gehen wir jegt zur Unterfuhung ber eriten aufgeftellten Gleihung über 
ZX=0, fo ift zu bemerfen, daß die Summe der Horizontalcomponenten 
ſich aus der Summe S der Spannungen oberhalb der neutralen Achſe, und 
der Summe D ver Prefjungen unterhalb verjelben zufammenfegt ($. 69). 
Trogdem, daß fi diefe Kräfte S und D durd den ganzen Querſchnitt hin 
durch vernichten, fo werben fie dod in den einzelnen Punkten deſſelben auf 
Abſcheeren wirkſam fein und man wird fie deshalb bei verhältnigmäßig dünnen 
Körpern, den Blehmandträgern, berüdfichtigen müflen. Bei Benugung 
der in $. 69 in Anwendung gebradten Bezeihnungen, war die Summe S 

Bernide, Meqchanit. I. Zweite Aufl, 29 


E57] Trüer Aichain Fine Iimüel 


aler Spsmıkize ver der murıze Moe ind jur — —— für 








In liter Bee u tie 
Laeritzun im ter Entieracaa e—g ven ter mauzıler Srischt: 
5 E 
ZI=—Ly, 
x er 
Fir einen zweiten Cueritcin in ter Guiersung r, ven A iR tie 
Eumme ter Srizmunzen in der Gufermmy e—n ebeie: 


. E:« 
= — 
Eu=ZEhr 
Tie innerbeib ter Sttede r—r, wirtisme Kraft, welde das Abjheeren 
berverzuruien juct, it temnas: 
B B . E E 
Z— = _— 
ERTEH=EN »( e 9 
und daraus erbält man vie in der Längenein beit z—z, wirtjame, auf die Dide 
d des Ballen fi vertheilende Schuktrait S,, durch die Tipikon mit r—x;: 
« 











15, 90-49 
J —— 
und mit Benutzung der, in Formel 3 dieſer Aufgabe, aufgeftellten Werthe von Qg: 


,- Föhn Aka) Ir @—=?) 
. en 


S,=4Enn A—Irle+a)) 
7 


Um die’ Aenderung derſelben von Duerſchnitt zu Querſchnitt erlennen zu 
tonnen, müflen wir z= x, fegen und haben dann mit Rüdfiht auf die 
Summe der Berticalcomponenten: 

A— 
2 7 2 277 

Hieraus ergiebt fih, Voß diefe Säubtraft für die neutrale Faſerſchicht 
ihren größten Werth annimmt, fo daß wir aud vie auftretende S, nur allein 
in Betracht zu ziehen haben: 


zYe 
= Enn 
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Dividiren wir dieſen Ausdrud durch die Dide d des Baltens, fo er- 
halten wir die pro Duabrateinheit in der neutralen Achſe der verſchiedenen 


Querſchnitte auftretende Schublraft, die Schubipannung r — & welche den 
größten zuläffigen Werth < höchſtens erreichen darf. 
Es ift hiernad: 
273 
)t=T5 * Am 
aus welcher Gleihung fih d berechnen läßt, wenn mir für t entiprechenbe 
Annahmen machen. Für gemöhnlid ift <= 0,6 k, unter k den Heineren der 
beiden Werthe %’ und &” des betreffenden Materials verftanden, >77 n be 
o 


deutet das ftatifhe Montent des Querſchnitts von ber neutralen Achſe bis zu 
einer der Außerften Fafern, bei fymmetrifhen Duerihnitten aljo die Hälfte 
des ftatiihen Momente vom ganzen Querſchnitt, J ift das Trägheitgmoment 
defielben und ZY die zu dem zu unterfuchenden Querſchnitt gehörige 
Verticalcomponente. 

Bezeichnen wir die Entfernung der Angriffspunkte von S und D in dem 


Querſchnitte mit 9, fo it Qg—= SH. Eriegen wir Qq vun ⸗ und S dur, 





£z 9, fo erhält man $ = — ‚ und ver Sicherheitgmodul £ gegen 
00 Ep 
o 7 
Abfcheeren wird bei Benugung dieſer Relation: 
zy 
Ni=zr 
In dem Beifpiele der vorigen Aufgabe ift der Marimalmertb von 2 
an den Auflagerpunften gleih 4. }- 1600. 11,88 — 3168 Kilogr. Für den 
vorgelegten Querſchnitt ift 
$=2 42.204 +9,3.14,4.72— 7,5.13,8.6,9— 1,2.8,4.4,2 
:42+9,3.14,4—7,5.13,8—1,2.8,4 
den Duerſchnitt der Eifenbahnfchiene zu 42T" nad Aufgabe 58 genommen, 
und dift = 0,6, fo daß nad Gleichung b) der Siherheitsmodul £ folgenden 
Werth erhält: 





=34, 


3168 

34.0,6 

Da wir mit ı bis auf 0,6 k= 0,6. 600 = 360 Kilogr. heraufgehen 

tönen, fo ift feine Gefahr gegen Abſcheeren vorhanden und vie Blechſtärke 
von’ 0,6°% volltommen ausreichend. 


t= 





= 155 Rilogr. circa, 


61. Ein Balken aus Tannenhol; von A” Länge und quadratiſchem 
Querſchnitt ift mit beiden Enden im horizontaler Lage eingemauert und fol 
29* 


2 Ieme Zoe. 
ne eDmaig Vrtile Im Jon 
Zate s ee Luen ’ 










a ir mr Biker mb Klemm; zu 6® üiem. 
Te Auer e jeee Sala se I" rn 
enandet for ft ve Zihe zer pedimißir secheize Kimuoe: 
ornmg zu erahnen, weise me Buiken zu mager vermögen, werz 1 ai: 
me Rorımane A; war wem 





Am: I-ız.se 
731 


ꝛer Kırırirerg a Recea metmien 
* 
63. Ex bobler Daten Tas Iußeier Ft cu horieutaier Sage wir heizen 
Eaden eingemuert, hu eiıe Sing von DB)“ mn cm tehraligen Tuer: 
ihat won 31 imberer Brei, 5) = inierer Die Wir gerb iR die 
Herbmäsige tz ses Balke ze winken, wenn teriibe ia zer Mitte eine 
vaſt von 4A) Kiisar. ja rigen Tui? 

1PI=k J ker os: I 31.50! 131-2503? 

. e 50 

21. * 2000-20 _ 131—2 150 —2:)? 


* 40 ⸗ 3 RE) -440 ser 


30 (31—2 2) 50—22)* = 465000, 
aus welher Gleihung jib turb Probiten r — 8,7” ergieht. 

64. Ja welder Entiermung 2 find tie Luerjhwelle für die Schienen 
einer Gijenbabn anzuordnen? 

Tie Entjernung it jo gering, dab Kb zur immer ein Rab eine 
Ciienbahnwagens zwiihen den lintertügungspunften befinden wird. Gewicht 
einer Locomotive 28000 Nilogr., von dem tie Häljte dem Gewicht auf 
die Triebachſe entipriht. Demnach in der Drud P auf eins der Triebräder 


_ = 7000 Kilogr. Die Schienen find auf den Querſchwellen mit Rägeln 


befeftigt, fo daß jedes Scienenftüd als ein mit feinen beiven Enden ein 
getlemmter Ballen angejehen werden muß. Zur Berechnung jeiner Länge I 
dient daher vie Gleichung: 


J 
4Pi=k 2; 7= 129 nad) Aufgabe 37; k = 600 Rilogr.; daher 
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65. Eine ſchmiedeeiſerne Welle von kreisförmigem Duerfhnitte fei auf 
eine Länge von 2,6” auf Torfion in Anfprud genommen. Die Torſions⸗ 
traft ſei 2000 Kilogramm an einem Hebelarme von 50°* wirkſam. 

Welchen Durchmeſſer erhält die Welle, wenn der Drud einen viermal fo 
großen Werth erreihen kann? Welches iſt ver größte Verdrehungswinkel? Welchen 
Durchmeſſer erhält die Welle Bi einer Berbrehung von, 0,40% 








@ if: woy=ı; (70) = 4.2000. 50; 
t=0,8k= 08.600 480 Külog.; Y Er 





Weiter ift: 
) 














ac 0,1 E = 800 000; 


__4.2000.50.180.260.32 
2.800 000... 16,2% 
Für eine zuläffige Verdrehung von 0,40 ift endlich: 
_ 04.x.800000 z 
4.2000 .50 = op 00 398 
d= 20,9", 

66. Die gußeijerne ftehende Welle einer Turbine, von quadratifhem 
Querſchnitte und einer Länge von 3”, hat im Umfange eines darauf befind: 
lichen Zahnrades von 31” Halbmeſſer einen Drud von 1500 Kilogr. auszuhalten. 

Die groß iſt die Seite a des Querſchnitts, wenn auf ſechsfache Sicher: 
beit geredinet wird? Welche Größe erreicht der Verdrehungswinkel bei dem 
normalen Drud? 


=1Ll 


> — 
Es iſt: 6.1500.31 = 480% 7? 
a= 13,5 
= 1 13,5 
1500.31 = & 55°305,900 000 7 
«= 0,56. 


67. Es ift der Durchmeſſer des cylindrifhen Zapfens einer Kurbelwelle 
aus Schmiebeeifen zu beftimmen, an welder zwei Arbeiter, jeder mit 15 Kilogr. 
wirlſam find. Die Länge der Kurbel ift 42m, 


30.42 = 480. 4m, daher d= 2,4, 


68. Auf einer horizontalen ſchmiedeeiſernen Transmiſſionswelle figen 
drei Räder A, B,C, von denen A das treibende Rad ift, B und C dagegen 
als getriebene Räder 14 und 18 Pferbeftärten zu übertragen haben, 

Welhe Durchmeſſer d und d, erhalten vie Wellftüde AB und BC, 
wenn in ber Minute 90 Umdrehungen von der Transmiſſionswelle gemacht werden? 
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nd 4 B. 22 ve Yeimmmtıher Jem 32 Bermeiturten 


ar Kür ꝛa⸗ 








übertragen mus. “ 









= 
= 72. mie 
15 





422343* 





h. mir das it Bi. das zur I* PBerseitiren Amzuleten Jar, if 
Wn= 7.11 =rtd® 
in 
Aha". 


69. Aus sen Formeln % 





NY . B 

für das Karide Mımer PR= 71520 Fr woilen wir allgemeine Fermeln 
für vie Dursmeier von Beten arlenem, wobei wir jedech Fr uch PR 
eriegen wollen, da Die zu übertrigenzen Kräfte P jetergeit in tem Umiamge 
eines Zabnrates oter erner Rıemiteice, alfa am einem Arme gleich BR widen. 

1. Ter Lueri&nir ter Welle jei em Kreis vom Turbmeiler d: 

ı:Z#=PR= zoo T. 
16 
I) Fuͤr Scmieteeiien ift ter größte Bertb von 731 Kilegt. 


a) Auf einiahe Sicherbeit für = 731 Kilegr. wernen vie Wellen 
in der PBraris nur ken berechnet. 


/PR -V 
= Vo MI 
b) Auf zwei-, drei- une vierriche Sicherbeit werden Bellen berednet, 
die durch Menihen- oder — bewegt werben: 











N 
ı=\n RE 3 -Y (1000 bis 2000) 


Die Formeln finden zugleich für Wellen aus Gußitapl Verwendung. 
©) Auf vier⸗, fünfs und ſechsfache Sicherheit berechnet man bie durch 
Glementarlräfte bewegten Wellen: 
B > 
PR Y — N 
d= N zanag = N (2000 bis 3000) —— 
d) Wellen, welde bebeutenven Stößen ausgeſetzt find, ober bei denen 
das Torfionsmoment vermöge bedeutender Schwungmaffen jehr groß werben 
lann, werden auf ſechs⸗, fieben- bis achtfache Sicherheit beredinet: 


B 11 — 
_ PR V — N 
d= \Vaws = \/ (8000 sis 4000) =, 
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2) Für Gußeifen ift der größte zuläffige Werth von € = 365 Kilogr. 


a) Auf einfahe Sicherheit werden gußeiferne Wellen niemals, auf zweis- 
und breifadhe dagegen felten berechnet. Hierfür ift alfo: 


. : u 
APR _ A) oo 00 
d= 35 25 (2000 bis 3000) 


b) Auf vier-, fünf: und ſechsfache Sicherheit berechnet man Wellen, die 
durch Glementarkräfte bewegt werben: 
\/_ PR vn 


a= VYriaız = V 4000 bis 000) U 


c) Wellen, welche beveutende Stöße auszuhalten, oder große Torfiond: 

momente zu übertragen haben, werden auf ſechs⸗ bis achtfache Sicherheit berechnet: 
3 PR 3 — N 
d= ame = V (0000 sie 8000) 

3) Fur Holz nehme man £ gleih „I, des betreffenden Merthes für 
Schmieveeifen. Bezeihnet d ven Durchmeſſer einer fchmiedeeifernen Welle, 
d, den Durchmeſſer des dem Polggon der gleich belafteten hölzernen Welle 
einbefhriebenen Kreijed, fo ift darnach: 

z LE 








—d=- — dd? 
De 
daher: 
daꝰ = 104? oder 
do = 2,15 d. 


U. Der Duerfhnitt der Welle fei ein Duadrat von der Seite a. Der: 
artige Wellen werden nur aus Stahl oder Schmiebeeijen hergeftellt. Wir be 
zeichnen wieder den Durchmeſſer der gleich belafteten cylinbrifhen Welle 
aus Stahl oder Schmiebeeifen mit d, fo ift: 


"a ya 
td tz v2, daher 
a= 0,94 d. 


IM. Der Querſchnitt der Welle fei ein NKreizring, von dem äußeren 
Durchmeſſer d, und dem inneren Durchmefier d,. Derartige Wellen beitehen 
aus Gußeifen und denken twir deshalb den Durchmeſſer d der glei Selafeten 
maffiven gußeifernen Welle zuerſt beredinet, dann ift: 


at E ra’ a 


worin v2 das Aushohlungsverhaltmiß heißt. 








Für gewohnlich ift Y — 0,6 und demgemäß: 
d, =105.d 
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70. Leichte iKmiedeciierne Bellen, weile bei einer ausben Anzahl von 
Umtrebungen rre Minute geringe Trude ju übertragen haben, werben zwed: 
mäßig mit Rüdift auf tie zulaiñge Bertrebung berefne, und muß man 
deshalb von tem Ioricns: Piegungimement ausgeben. 

€s if: 








N ax z . 
PR= = ll. 5 
71620 Fr 150 c ze hieraus 


1 


180.32 4 . 180.32.71620. Lin N 
=C a =*C «x 
Man erbilt nad Redtenbacher braudkare Abmehungen, unter der Bor- 
ausjegung N < u, wenn man ten Duotienten: 
180.32.71620 4 
=C = 
Bei Benugung tiefes Wertbes und für C—= 800000 Kilogramm ift 
9 der ipeciifhen Trepmintel: 
a 1 


— ü em ii 0 
7 2 397, ? 5 für 2= 400 te=1 


. “ — 
_ AD on _ N 
d= VrR= wor. 


71. 63 jollen die Timenfionen der Arme bei Rädern, Riemfdeiben, 
Aurbeln u. ſ. w. berechnet werden. In der Fig. 368 fei d der Durchmeſſer 
ver Welle, Ah die Höhe der Arme, 
Big. 368. d. i. die Abmeſſung in Richtung 
des Drudes P, c die Dide der: 
ſelben, R vie Länge der Arme, 
vom Mittelpunkte der Welle aus 
gemejlen, und es mag fi ber 
Drud auf z Arme vertheilm. Es 
tommt bei der Rechnung jederzeit 
der rechtecige Duerjhnitt in Ber 
trat, indem man bie in ber 
Praxis Verwendung findenven Rippen unberüdfihtigt läßt. Es ift, den Arm 
ala einen mit feinem Ende eingellemmten Ballen anſehend: 
PR 
= ktch?. 
Da die Welle auf Torfion in Anſpruch genommen, jo ift weiter: 
PR=ad», 
unter & einen der in der vorigen Aufgabe beftimmten Coefficienten verftanden. 
Segen wir noch, wie es bei eijernen Armen gemwöhnlid if, c— 4 A, fo ergiebt fih: 


men. 











= 20736 jcht. 
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a) Es feien Welle und Arme aus demſelben Material, dann ift bei 
vierfaber Sicherheit für Schmiebeeilen « — 35, k = 182 Kilogr.; für Guß⸗ 
eiſen «= 17 und k = 90 Kilogr. In beiden Fällen ergiebt fi: 


a_ys 

a Vz 
b) Es fei die Welle aus Schmiebeeifen und die Arme beftehen aus 
Gußeiſen, dann ift bei vierfacher Sicherheit « — 35, k = 90 Kilogr., daher: 





©) Iſt die Welle aus Holz und beftehen die Arme aus Gußeifen, jo iſt 
do 
2,15 
dem Bolygon eingeſchriebenen Kreijes verftanden, daher: 


in dem legten Ausdrud d= 





zu fegen, unter d, den Durchmeſſer des 





Für hölzerne Arme ift ce — A, daher: 
kin = ad! 
a) Beftehen Welle und Arme aus demfelben Material, fo ift d= 





2,15’ 
«= 35 und k = 30 Rilogr., daher: 
h_ 1/07 
b Y7 


b) ft die Welle aus Schmiebeeifen hergeftellt, fo ift bei derfelben 
Sicherheit: 


2V 
a Vz 
d) Beiteht die Welle aus Gußeifen, fo ift «= 17, k= 30 Kilogr., daher: 
a8. 
a z 


72. Eine jhmiebeeiferne Stange von 2” Länge und rechtedigem Duer: 
ſchnitte, deſſen Seitenverhältniß 1:4 fein mag, fteht mit ihrem unteren Ende 
frei auf und ift in Richtung der Achſe mit 3000 Kilogr. belaftet. Wie find 
die Abmefjungen des Duerfhnittes zu wählen? 

Es wird die Stange auf Zerfniden in Anfprud genommen und wir haben, 
unter » eine, die nothwendige Sicherheit beftimmende Zahl verftanden, nad 
8.72, II, 2: 

EJ 


aP=®"— 


7 


45* Ima IHsen Are Emil 
n= 10. E= 20a, I= 1b BP. IE beine 






verszien, axt ta Ab = 14 en ci, em J—=gä: 
2.20 
10.200 = FEED gas 
k=37r en b=l4r® 





73. Belte Banttirle erbaisen vie 26 im Turkmerer balienten 
5" heben auberiernen Eiulen, weihe zum Traaen ter Deden eines Kebril- 
gekäures kehimmt Frt. Der Akttzur je zweier Säulen im ber Pänazriktung 
tes Gebäudes iei 4=, maf der Tieie Dagegen 7,5= war tie Pelakung be: 
trage inc. des Geridi⸗ ver Säulen 3000 Kiez. pre I". 

& ik: 

P=4.15.30%0 = 0 000 Kilear.; E = 1.000 000; 

—X (1-17) und n.8.72,11,3 » P=(2x? 
64 7 N, : 








EJ 
m 





J= 
worin wir n — 20 jegen, taber: 
(22)?.1000 000 x 

500? 6 

-(®)' = 

v= 63) = 0,492 um d, = 22=, 
daher die Wandſtärle gleih 4”. 

74. Wie verhalten ſich vie Tragfräjte P, und P, bei majliven und 
hohlen gußeifemen Säulen, bei Berwenvung deſſelben Materials, aljo bei 
gleiher Länge und gleihem Querſchnitt: 

P__ 4 a ar—d?_1— 

POdr—dt dr+dt rt 140 


20.90. 000 = 26° (1— 49) 











75. Es ift der Durchmeijer einer jhmiebeeifernen Kolbenftange von einer 
Locomotive zu beftimmen, die eine Länge von 1,6” bat. Der Durchmeſſer 
des Dampflolbens fei 36°" und der Uebertrud pro LI" gleih 5 Kilogr. 
EJ 


n. 8.72, 11,4 nP=2n? 

z. 
4 
 _. 2000000. 

= dt, 

25.5090 = 2° a 
d=64M. 


z 
= 25; Ja 





P= 36? 5 = 5090 Rilogr. 


76. Es fein d und A Durchmeſſer und Länge der fhmiebeeifernen 
Zapfen, die von den Köpfen einer Schubftange umfaßt werden, dagegen 
d und 2 Durchmeſſer und Länge ber ſchmiedeeiſernen Schubftange, wobei ſich 
d auf den mittleren Querſchnitt beziehen mag. Dann findet ſich in folgender 


Uebungen. 





459 
Weiſe eine Beziehung zwiſchen dem bekannten Zapfenburchmefier ö und dem 
geſuchten Schubſtangendurchmeſſer d. 
LE. 29, 
PZ=ks 6 
En 
a. ga 
"Per 
a0 mE d* 
Hieraus folgt P= ke ja 
u 4knö )" 
0) Ext x (3 
‘/4kn 6 3 


E® 
Der Werth der vierten Wurzel wird nah —8 zwedmaͤßig gleich 
0,229 genommen, woraus ſich bei k— 450, E— 2.000 000 und — 
__ 0,229*. 2000000 .22.3 





ar 45,24 ergiebt. , 
Hiernach ift: 

a VII 

s 195 


Hat die Schubftange einen rechtedigen Querſchnitt mit den Seiten d und A, 
worin A die Heinere Dimenfion vorftellt, jo iſt 


EMIE TE 
A\® x.12 h 
@) = ver 
5 
78 0,6 T 
Die gußeifernen Schubftangen erhalten einen -+-förmigen Querſchnitt. 


Bezeichnen wir die größere Abmeſſung defielben mit A, die Dide der Rippen 
mit 0, fo it J= Jg (ch? + [r—e] e?) 


= annahernd Fr =} 
daher: Par} 
a ae Ede} 5 
A%_k.12.n.7.8 (8 
(= w.16.E % @ Y 


für n= 45,24, k= 450, E = 1000000, 4 i 
a_V2.2. 
T=Y97 
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77. Ein normaler Eylinder mit kreisförmiger Bafız drehe ſich um feine 
geometrifhe Achſe mit der Wintelgeihwindigleit ©. 3 joll die Gentrifugal: 
traft mit der Feftigleit tes Materiald verglichen werben. Der Cylinder habe 
ven Halbmefier RB und die Höhe h. Bei ver Zerörung bilde ſich eine ges 
rade Trennungsfläde, deren Ebene normal auf der Grundebene des Eylinders 

ftebt. Es wird hiernach ein Eylinder 
abgerifien, defien Grundebene der Kreis: 
abſchnitt ACB fein mag (Fig. 369). 
Die Fliehlrafte der einzelnen Mafjen: 
theile des abgerifienen Stüdes lafien ſich 
zu einer Refultante F vereinigen, die 
duch den Schwerpunkt vefjelben ge: 
richtet ift. 
Es ik: 
F=@e!Mr. 
Der zum Kreisabſchnitte gehörige Gentriwintel ji 2 x, fo it: 
u_Pe—hn2e) ag 


g 
unter q das Gewicht einer Kubileinheit des Cylinders verftanden. 
Nah $.42b iſt für den Kreisabſchnitt: 
(2 Rein z)s 


Fig. 369. 





= daher 
LE 

In der Minute mögen u Umbrehungen gemacht werden, fo ift: 
PS hg Risen. 


Die Trennungsflähe ift ein Redted, die zum Zerreißen nothmendige 
Kraft P, daher: 
P,=K.h.2Rsinz. 
Für die Vorausjegung, daß beide Kräfte fih das Gleihgewiht halten 
follen, haben wir daher: 
F=P, 
4m?8 
60°.9.12 
Hieraus erhalten wir die für das Zerreißen nothwendigen Umdrehungen 


in einer Minute: — 
un YE 
"Ren: Yg 


khqWR’sna—=K.h.2Rsin«. 


Uebungen. 41 


Setzt man ſtatt X, &, fo findet man die Anzahl Umdrehungen, die der 
Cylinder, ohne zerftört zu werben, machen kann: 


V. 


Unter denſelben Umftänden iſt u um fo Heiner, je größer æin x, d. b. 
je größer = wird; der ungünftigfte Fall ift daher für = — 90%. Soll des⸗ 
balb von den obigen Formeln Gebrauch gemacht werden, fo ift die Trennungs: 
fläche in der, durch die Achſe des Eylinders, gehenden Ebene anzunehmen, 
sin æ aljo gleih 1 zu fegen: 


__52_A/& 

u=— 7 

oder u= en VE 
In den vorftehenden Formeln ift ftatt 9, 9,81 Meter gejegt worden, 


demnach ift auh R in Metern zu mefien, X oder & auf den Quadratmeter 
und g auf den Kubikmeter zu beziehen. 








. 78. Wie viel Umdrehungen 

dic 30. muß ein Mahiſtein AEDB (Fig. 

370) aus Sandftein in einer Minute 

» machen, um durch die Gentrifugals 

- Teaft zerfprengt zu werden? Der 

Halbmefler des Steines fei 0,628", 

der Halbmefler des Auges 0,098”, 

das Gewicht eines Kubikmeters 

2600 Kilogr., der Modul des Zer— 
reißens 2 900 000 Kilogr. 


+P 


-Z 


Nah der Formel: 


u=52 = 2550 Umbrehungen ungefähr. 
— oen urgeſan 


79. Der Balken AB (Fig. 371) wird bei B durch die horizontal 

wirkſame Kraft P angegriffen und durch die Strebe CD in ſenkrechter Lage 

Fig. 371. erhalten. Es fi AB=4, CD=a be 

Winkel DCA=a«, jo ift das Widerſtands- 
moment für den Querſchnitt in D: 





Pli—asin«) =kL, 
woraus ſich die Querſchnittsdimenſionen von 
DB beſtimmen laſſen. 


Die Strebe CD erfegt eine Kraft V, 
welche mit der Kraft P in Bezug auf A 
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77. Ein normaler Cylinder mit kreisformiger Bafi drehe ſich um feine 
geometrifhe Achſe mit der Wintelgefhwindigleit co. Es fol die Centrifugal- 
kraft mit der Feſtigleit des Materiald verglihen werden. Der Cylinder habe 
den Halbmefler R und die Höhe A. Bei der Berftörung bilde ſich eine ges 
rade Trennungsflähe, deren Ebene normal auf der Grundebene des Cylinders 
ſteht. Es wird hiernach ein Cylinder 
abgeriſſen, deſſen Grundebene ver Kreis: 
abſchnitt 40 B fein mag (Fig. 369). 

Die Fliehkräfte ver einzelnen Maſſen⸗ 
theile des abgerifjenen Stüdes laſſen ſich 
zu einer Nefultante FF vereinigen, die 
durh den Schwerpunkt deſſelben ge: 
richtet ift. 

@ it: 

F=0°:Mr. 
Der zum Kreisabſchnitte gehörige Gentrimintel ji 2 2, fo iſt: 
m e-bein2a)ng 
= 72, 


Sig. 369. 





g 
unter q das Gewicht einer Rubileinheit des Cylinders verftanden, 
Nah $.42b iſt für den Kreisabſchnitt: 
(2 R sin x)® 


Sa geng MR 


Fol „green 
7 
in der Minute mögen u Umdrehungen gemacht werden, fo iſt: 
In der Minute md Umdrehungen gemad) fo iſt 
_2zu 
60 
2 
Fer Rtanat. 


Die Trennungsfläche ift ein Rechted, die zum Bewegen nothwendige 
Kraft P, daher: 
PA=K.h.2Reinz. 
Für die Vorausjegung, daß beide Kräfte fih das Gleichgewicht halten 
follen, haben wir daher: 
F=P, 
4n?8 BB 
Gr. 9. gt Te B’eina?= K.h.2 Reina. 
Hieraus erhalten wir die für das Zerreißen nothwendigen Umdrehungen 
in einer Minute: 
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Sept man ftatt X, k, fo findet man die Anzahl Umdrehungen, die der 

Cylinder, ohne zerftört zu werden, machen fann: 
52 E 

TRimaYg 

Unter denfelben Umftänden iſt u um fo Heiner, je größer sinz, d. b. 
je größer = wird; der ungünftigfte Fall ift daher für = — 90%. Soll des- 
halb von den obigen Formeln Gebrauch gemacht werden, fo ift die Trennungs- 
flähe in der, durch die Achje des Cylinders, gehenden Ebene anzunehmen, 
sin z aljo gleich 1 zu fegen: 





” K 


oder = 2 ayı 


In den vorftehenden gemein iſt ftatt g, 9,81 Meter gejegt worden, 
demnach ift auh R in Metern zu mefien, X oder & auf den Duadratmeter 
und q auf den Kubilmeter zu beziehen. 





Sig. 310. 78. Wie viel Umdrehungen 

z muß ein Mühlften AEDB (Fig. 

370) aus Sandftein in einer Minute 

machen, um duch die Gentrifugals 

- kraft zerfprengt zu werben? Der 

Halbmefjer des Steine fei 0,628”, 

der Halbmefler des Auges 0,098”, 

das Gewicht eines Kubikmeters 

-2 2600 Kilogr., der Modul des Zer- 
reißens 2 900 000 Rilogr. 


+P 


Nah der Formel: 


2) eernnr 


79. Der Ballen AB (Fig. 371) wird bei B durd vie horizontal 

wirlſame Kraft P angegriffen und durch die Strebe CD in ſenkrechter Lage 

Big. 371. erhalten. Es fi AB=4, CD=a ber 

Winkel DCA=a, fo ift das Widerſtands⸗ 
moment für den Querſchnitt in D: 


2550 Umdrehungen ungefähr. 





P(i—asine) =kZ, 


woraus fih die Querſchnittsdimenſionen von 
DB beftimmen lafjen. 


Die Strebe CD erfegt eine Kraft V, 
welche mit der Kraft P in Bezug auf A 
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eine gleihmäßig vertheilte Laft von 7500 Kilogr. tragen. Wie groß ift die 
Seite a des Querſchnitts? 


1012; ISs aiet. = 40 





= 27,4". 


62. Ein Kornboden ruht auf Ballen aus Eichenholz von 6” Länge, 
25” Breite und 31” Höhe. Die Mitten je zweier Ballen find 1” von: 
einander entfernt. Es ift die Höhe einer gleihmäßig vertheilten Kornauf- 
ſchuttung zu berechnen, welche die Ballen zu tragen vermögen, wenn 1 Kubif- 
meter Kornmaſſe 800 Kilogr. wiegt. 


01 =kZ; = 00 Sülgr; I 425.317 


@=6.1.2.800, unter x die Höhe der Auffhüttung in Metern verftanden 
60.25.312.12 


63. Ein hobler Balten aus Gußeijen ift in horizontaler Lage mit beiden 
Enden eingemauert, hat eine Länge von 20” und einen rechtedigen Duer 
fnitt von 31” äußerer Breite, 50°” äußerer Höhe. Wie groß ift die 
gleihmäßige Stärke des Baltens zu machen, wenn derfelbe in ver Mitte eine 
Laft von 20000 Kilogr. zu tragen hat? 


(1-22 90° 
yPl »I;k 17 440Rilge.; = SR eı—2n)60 2) 


























50 
31. 60 20000. 2000 (31—2 x) 60 - 22) 
5 440 — 7 5.50 «440 oder 
31.50° 2 „2000. 6.50 Gi - 2x) (60— 22)? = 465000, 


8.440 
aus welcher Gleihung ih durch Probiren æ — 8,7" ergiebt. 

64. In welcher Entfernung 2 find die Duerjhwellen für die Schienen 
einer Eifenbahn anzuordnen? 

Die Entfernung iſt fo gering, daß fih nur immer ein Rab eines 
Eiſenbahnwagens zwiſchen den Unterftügungspunften befinden wird. Gewicht 
einer Locomotive 28000 Kilogr., von dem die Hälfte dem Gewicht auf 
die Triebachſe entfpriht. Demnach ift der Drud P auf eins der Triebräder 
u = 7000 Kilogr. Die Schienen find auf den Duerfhwellen mit Nägeln 
befeftigt, fo daß jedes Schienenftüd als ein mit feinen beiden Enden ein: 
gellemmter Balken angefehen werden muß. Zur Berechnung feiner Länge 2 
dient daher die Gleihung: 


4Pil=k I; Z = 129 nad Aufgabe 37; k = 600 Kilogr.; daher 


_ 8.600.129 _ oo. 
F 70 ae 
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65. Eine jhmiebeeiferne Welle von kreisformigem Querſchnitte fei auf 
eine Länge von 2,6” auf Torfion in Anfprud genommen. Die Torſions⸗ 
traft ſei 2000 Kilogranım an einem Hebelarme von 50°" wirkſam. 

Welchen Durchmeſſer erhält die Welle, wenn’ der Drud einen viermal fo 
großen Werth erreihen kann? Welches ift der größte Verbrehungsmwintel? Welchen 
Durchmeſſer erhält die Welle si einer Verbrehung von, 0,40? 


@ it: wo9=ih; wo=4. 2000. 50; 








t= 0,8 k= 08.600 480 Sülogr.; ia 





5 
480 


Weiter ift: 


1 
Vo=enrCh h FL C= 0,4 E= 800.000; 


4.2000. 50.180.260.32 _ |, 
#.800 000... 16,2* Ye 
Für eine zuläffige Verdrehung von 0,40 ift endlich: 
0,4.7.800 000 x 
4.2000.50 = Bye 35 
d= 20,9", 

66. Die gußeijerne ftehende Welle einer Turbine, von quadratiihem 
Querſchnitte und einer Länge von 3”, bat im Umfange eines darauf befind: 
lien Zahnrades von 31°” Halbmefjer einen Drud von 1500 Kilogr. auszuhalten. 

Wie groß iſt die Seite @ des Querſchnitts, wenn auf ſechsfache Sicher: 
heit gerechnet wird? Welche Größe erreicht der Verdrehungswinkel bei dem 
normalen Drud? 











a= 


»_ 
Sit: 6.1800.31= 480573 
a= 13,5 
za 1 13,5 
1500.31 = a5," 305,800 000 
a=0,56 


67. Es ift der Durchmeffer des cylindriſchen Zapfens einer Kurbelwelle 
aus Schmiebeeifen zu beftimmen, an welcher zwei Arbeiter, jeder mit 15 Kilogr. 
wirkſam find. Die Länge der Kurbel ift 42m, B 


30.42 = 480. 1.743, daher d= 24m. 


68. Auf einer horizontalen jhmiebeeifernen Transmiſſionswelle figen 
drei Räder A, B,C, von denen A das treibende Rad ift, B und C dagegen 
als getriebene Räder 14 und 18 Pferveftärken zu übertragen haben. 

Welche Durchmeſſer d und d, erhalten die Wellftüde AB und BC, 
wenn in der Minute 90 Umdrehungen von der Transmiſſionswelle gemacht werden? 


452 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. 


eine gleihmäßig vertheilte Laft von 7500 Kilogr. tragen. Wie groß ift bie 
Seite a des Querſchnitts? 


J J 
10el= ki k=173 Rilogr.; z= 4a® 


a 1/7500 400.6 
J 12.73 


62. Ein Kornboden rubt auf Balten aus Eichenholz von 6” Länge, 
25°” Breite und 31" Höhe. Die Mitten je zweier Ballen find 1” von: 
einander entfernt. Es ift die Höhe einer gleihmäßig vertheilten Kornauf- 
ſchuttung zu berechnen, welche die Ballen zu tragen vermögen, wenn 1 Kubik- 
meter Kornmafje 800 Kilogr. wiegt. 

MG =kl; 6 = 60 Rüge; I= 426.31° 
@=6.1.2.800, unter x die Höhe der Auffhüttung in Metern verftanden 
__ _60.25.312.12 
6.6.1.800.600 

63. Ein hohler Balten aus Gußeiien ift in horizontaler Lage mit beiden 
Enden eingemauert, bat eine Länge von 20” und einen rechtedigen Quer— 
fhnitt von 31" äußerer Breite, 50 Außerer Höhe. Wie groß ift die 
gleihmäßige Stärke des Ballens zu machen, wenn derſelbe in der Mitte eine 
Laſt von 20000 Kilogr. zu tragen hat? 


— I; rer =40nitoge; I} 








= 274". 


= =1" 


31.50°— (31—22)(50—2 z)® 














50 
31.50% 20000 .2000 _ (31—2 2) 60—22)° 
0 3 2-5 - 440 ober 
20000 . 2000 . 6. 60 


31.50°— 510 = (31 — 22) (560— 22)? = 465000, 
aus welher Gleihung ſich duch Probiren = = 8,7" ergiebt. 

64. In welcher Entfernung I find die Querſchwellen für die Schienen 
einer Eijenbahn anzuordnen? 

Die Entfernung ift fo gering, daß fih nur immer ein Rad eines 
Eifenbahnwagens zwiihen den Unterftügungspunften befinden wird. Gewicht 
einer Locomotive 28000 Nilogr., von dem die Hälfte dem Gewicht auf 
die Triebachſe entipriht. Demnach ift der Drud P auf eins der Triebräder 
22000 — 7000 Silgr. Die Säienen find auf den Duerſchwelen mit Sägen 
befeftigt, fo daß jedes Schienenftüd ala ein mit feinen beiden Enden ein- 
geflemmter Ballen angejehen werden muß. Zur Berechnung feiner Länge 2 
dient daher die Gleihung: 


4Pl=k — — = 129 nah Aufgabe 37; k = 600 Kilogr.; daher 


__ 8.600.129 
7000 





ı = 885m, 


Uebungen. 453 


65. Eine fhmiebeeiferne Welle von freisfsrmigem Duerfchnitte fei auf 
eine Länge von 2,6” auf Torfion in Anfprud genommen. Die Torfiond: 
traft fei 2000 Kilogramm an einem Hebelarme von 50°" wirkſam. 

Welchen Durchmeſſer erhält die Welle, wenn der Drud einen viermal fo 
großen Werth erreichen kann? Welches ift ver größte Verbrehungsmwintel? Welden 
Durchmeſſer erhält die Welle bei einer Verbrehung von 0,407 





@ it: wo=ıt; (7) = 4.2000. 50; 
t= 0,8 k= 08.600 — 480 Rilogt. tn 








, 
error 


_„”] . —A . 
Vo) “50 re Jr Fr 0,4 E = 800 000; 


__4.2000.50.180.260. 
2.800 000 . m. 16,2% 
Für eine zuläffige Verdrehung von 0,49 ift endlich: 
0,4.2.800 000 2 
4.2000.50 = — 35 
d= 20,9", 

66. Die gußeiferne ftehende Welle einer Turbine, von quadratifhem 
Querſchnitte und einer Länge von 3”, hat im Umfange eines darauf befind- 
lichen Zahnrades von 31” Halbmefjer einen Drud von 1500 Kilogr. auszuhalten. 

Die groß iſt die Seite « des Querſchnitts, wenn auf ſechsfache Sicher: 
heit geredet wird? Welche Größe erreicht der Verdrehungswinkel bei dem 
normalen Drud? 


= 16,2”, 
Weiter ift: 














— 1,1. 


F 
Es if: 6. 1500.31 = 4805 v⸗ 
a= 13,5 
za 1 13,5‘ 
1500.31 = @ 55° 300,800 000 e 
«=0,8. 


67. Es ift der Durchmefler des cylindrifhen Zapfens einer Kurbelwelle 
aus Schmiebeeifen zu beftimmen, an weldher zwei Arbeiter, jeder mit 15 Kilogr. 
wirfam find. Die Länge der Kurbel ift 42m, 


30.42 = 480-1208, daher d= 2,4, 


68. Auf einer horizontalen ſchmiedeeiſernen Transmiſſionswelle figen 
drei Räder A, B,C, von denen A das treibende Rad ift, B und C dagegen 
als getriebene Räder 14 und 18 Pferdeſtärken zu übertragen haben. 

Welche Durhmefier d und d, erhalten die Wellftüde AB und BC, 
wenn in ber Minute 90 Umdrehungen von der Transmiſſionswelle gemacht werden? 


454 Dritter Abichaitt. Fünres Tarttel 
) Für tid AB, vu2 tie Gesmmshen zieh 32 Fertaicter 
Abertragen mus, it ı Pr) = 716 








— 
160.32 , me Hirt 29 ar. 
” 16 
d= a3 


b) Für das 





id BC. das nur 1% Piertehirten iertzaleuuen har, ie 
(Ve)= 71620. }3 za? 
d = 6,8”. 


A zur ua — J, 
69. Aus ven zermeln für das Terienswirertantsmoment (Fn=ı, 
. e 


für das Ratifhe Moment PR= T1620 I wellen wir allgemeine Formeln 


für vie Turdbmeiier von Wellen ableiten, webei wir jedech Fe tut PR 

erfegen wollen, va die zu übertragenten Aräfte P jeverzeit in tem Umjunge 

eines Zahnrades oder einer Riemjbeibe, aljo an einem Arme gleih R wirten. 
I. Der Enerjdmitt ver Welle jei ein Kreis vom Durchmeſſer d: 


z N 
—d=PR= _. 
27: 71620 7 


1) Für Schmiedeeiſen ift der größte Werth von t — 731 Kilogr. 
a) Auf einfahe Sicherheit für € — 731 Kilogr. werden die Wellen 
in der Braris nur jelten berechnet. Hierfür it: 


3 3 
PR N 
d= Vo = V 500 

b) Auf zwei-, dreis und vierfahe Eicherheit werden Wellen berechnet, 
die durch Menihen: over Thierkräfte bewegt werben: 

\/_PR V — N 
-\yow3” (1000 bis 2000) —-- 
Die Formeln finden zugleih für Wellen aus Gußſtahl Verwendung. 


c) Auf vier⸗, fünf umd ſechsfache Sicherheit berechnet man die durch 
Glementarkräfte bewegten Wellen: 


’f PR Ve . N 
IN gun” (2000 bis 3000) —-- 


d) Wellen, welche bedeutenden Stößen ausgefegt find, oder bei denen 
das Torſionsmoment vermöge bedeutender Schmwungmaffen jehr groß werden 
tann, werden auf ſechs-, ſieben- bis achtfache Sicherheit berechnet: 


'f PR V B N 
d= Var ⸗V (8000 bis 4000) —-- 





a 
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2) Für Gußeifen iſt der größte zuläffige Werth von 2 —= 365 Kiloge. 


a) Auf einfahe Sicherheit werden gußeiferne Wellen niemals, auf zweis- 
und dreifache degegen ſelten berechnet. Hierfür iſt alfo: 


PR V (200 sis 3000) X 
d= VE = \/ (2000 bis 3000) . 


b) Auf vier, fünf: und fehsfahe Sicherheit berechnet man Wellen, die 
durch Elementarkräfte bewegt werben: 


ji — J 
V 
d= \men- (4000 bis sooo) I 


c) Wellen, welche bedeutende Stöße auszuhalten, oder große Torfions: 
momente zu übertragen haben, werben auf ſechs⸗ bis achtfache Sicherheit berechnet: 


7 VY — — N 
d= \Yaws- (6000 bis 8000) —- 

3) Für Holz nehme man € gleih 4, des betreffenden Werthes für 
Schmiebeeifen. Vezeihnet d ven Durchmeſſer einer fehmiedeeifernen Welle, 
do den Durchmeler des dem Polggon der gleich belafteten hölzernen Welle 
einbejchriebenen Kreiſes, fo ift darnach: 

tm 


As 
sd 10 16% 





daher: 
dy? = 10? oder 
4, = 2,15 d. 

1. Der Duerfhnitt der Welle fei ein Quadrat von der Seite a. Der: 
artige Wellen werden nur aus Stahl oder Schmiebeeijen hergeftellt. Wir be: 
zeichnen wieder den Durchmefjer der gleich belafteten cylindriſchen Welle 
aus Stahl oder Schmieveeifen mit d, fo ift: 


en -Ey3, daher 
= 0M.. 


II. Der Querſchnitt der Welle fei ein Areisting, von dem äußeren 
Durchmeſſer d, und dem inneren Durchmefier d,. Derartige Wellen beftehen 
aus Gußeifen und denken wir deshalb den Durchmeſſer d der glei u 
maffiven gußeifernen Be zuerſt berechnet, dann ift: 

Ta =ı a [-( @) mar a 
16 16 4, 1-9 
worin $ -2 das Auspählungsverhältiß heit. 


Für gemwöhnlid ift w — 0,6 und demgemäß: 
4, = 1,05 d. 
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70. Leichte ihmiedeeiierne Bellen, welhe bei einer großen Anzahl von 
Umtrebungen pro Minute geringe Trude zu übertragen haben, werben zwed: 
mäßig wit Nüdütt auf die zulziñge Verdrehung berehnet, ur wuh man 
deshalb von tem Toriiens: Piegungsmement ansgeben. 











€s ik: 
Pr A421 
PR= 71680. = 155° 703 —E 3% und hieraus 
180.32 4 180. ». 71620 1 N 
“ == ri =:C “u. 


Man erbält nach Rertenbacher brandbare Abmehungen, unter der Bor: 
ausjegung N <u, wenn man dem Luotienien: 
180.32.71620 I P 
— 7 = 20736 jept. 
Bei Benupung tiefes Wertbes und für C—= 800000 Kilogramm ift 
= 9 der ſpeciniſchen Trepmintel: 


og ir 1= 400= iſt à 10 
TI = zgr > für 7= 400) ta=1 


“ “ 7 
_ AI Sn _ N 
d= VMFRS V 20736 —- 


71. Es follen die Timenfionen der Arme bei Rädern, Riemſcheiben, 
Aurbeln u. ſ. w. berechnet werden. In der Fig. 368 fei d der Durchmeſſer 
der Welle, A die Höhe der Arme, 
Big. 368. d. i. die Abmefjung in Richtung 
des Drudes P, c die Dide der⸗ 
jelben, R vie Länge der Arme, 
vom Mittelpuntte der Welle aus 
gemeſſen, und e3 mag ſich der 
Drud auf z Arme vertheilen. Es 
Y lommt bei ber Rehnung jederzeit 
r der rechteciige Querſchnitt in Be: 
trat, indem man die in ber 
Praris Verwendung findenden Nippen unberüdfihtigt läßt. Es ift, den Arm 
als einen mit feinem Ende eingelemmten Balfen anfehend: 





Da die Welle auf Torfion in Anſpruch genommen, jo ift weiter: 
PR=ad, 
unter a einen der in der vorigen Aufgabe beftimmten Goefficienten verftanden. 
Segen wir noch, wie es bei eijernen Armen gewohnlich ift, c= } A, fo ergiebt ſich: 


aan 
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a) Es fein Welle und Arme aus demfelben Material, dann ift bei 
vierfaher Sicherheit für Schmiedeeiſen & — 35, k — 182 Kilogr.; für Guß« 
eijen a= 17 und & = 90 Rilogr. In beiden Fällen ergiebt fih: 


LE CH 
a Ny J 
b) Es ſei die Welle aus Schmiedeeiſen und die Arme beſtehen aus 
Gußeiſen, dann iſt bei vierfacher Sicherheit « = 35, k = 90 Kilogr., daher: 


c) Hit die Welle aus Holz und beftehen die Arme aus Gußeifen, jo ift 
in dem legten Ausbrud d = zu fegen, unter d, den Durchmefier des 
2 
dem Polygon eingeſchriebenen Kreiſes verftanden, daher: 
Ah Vi⸗ 
% 7 
Für hölzerne Arme ift ce = h, daher: 
kyh=ad!. 
a) Beftehen Welle und Arme aus demfelben Material, fo it d= ne 
«= 35 und k = 30 Kilogr., daher: " 
h_ yor 
% Nr 
b) Zt die Welle aus Schmiedeeiſen hergeftellt, fo ift bei derſelben 
Sicherheit: — 
V 
dad Vz 


6) Veiteht die Welle aus Gußeifen, fo it @&= 17, k= 30 Kilogr., daher: 
3 


h_A/85 








72. Eine fhmiebeeiferne Stange von 2” Länge und rechtedigem Duer- 
ſchnitte, deſſen Seitenverhältniß 1:4 fein mag, fteht mit ihrem unteren Ende 
frei auf und ift in Richtung der Achſe mit 3000 Kilogr. belaftet. Wie find 
die Abmeffungen des Duerfhnittes zu wählen? 


Es wird die Stange auf Zerfniden in Anfprud genommen und wir haben, 
unter n eine, bie nothwendige Sicherheit beſtimmende Zahl verftanden, nad 
8.72, 11, 2: 

nP=z? Ext 


7 
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a=10; E= 2 000 000; J= 714 5 A®, unter h die Heinere der Abmeſſungen 
verftanden, und da h:5= 1:4 fein fol, fo it J= 4A: 
_ @2.2000000 | 5. 
10.3000 = —por 4% 
kh=37® und b= 14,8". 
73. Welche Wanpftärte erhalten die 26" im Durchmeſſer haltenden 
5’ hohen gubeifernen Säulen, welde zum Tragen der Deden eines Fabrik: 
gebaudes beftimmt find, Der Abftand je zweier Säulen in der Längsrichtung 
de3 Gebäudes fei 4”, nach der Tiefe dagegen 7,5” und die Belaftung be 
trage incl. des Gewichts der Säulen 3000 Kilogr. pro LI”. 
Es ik: 
P=4.7,5.3000 = 90 000 Rilogt.; E = 1 000 000; 
— * 4:(1_|%]" am) 
I= 4 (\ [2] ) um — —— 


worin wir n — 20 fegen, daher: 


_ (2m)?.1000000 m 
20.90. 000 = I 


v= a) 0,492 und d, = 22" 
a)” = > 


26° (14%) 


daher die Wandſtärle gleih A. 

74. Wie verhalten fi die Tragfräfte P, und P, bei maffiven und 
hohlen gußeifernen Säulen, bei Verwendung deſſelben Materials, alfo bei 
gleiher Länge und gleichem Querſchnitt: 

B__« as dd 1, 
Po dr dert det? 1--W 

75. Es ift der Durchmeſſer einer jhmiedeeifernen Kolbenftange von einer 
Locomotive zu beftimmen, die eine Länge von 1,6” hat. Der Durchmeſſer 
des Dampflolbens fei 36°" und der Uebervrud pro LI" gleih 5 Kilogr. 








EJ = 
aET. . 1. 
n.$.72, An P= 2m in =: I= dt 
P=T 36°. 5 = 5090 Rilogr. 
„ _. 2000000. 
— 44 
25.5090 = 2° aa 
a=sım 


76. Es feien d und A Durchmeſſer und Länge ber fhmiebeeifernen 
Zapfen, die von den Köpfen einer Schubſtange umfaßt werben, dagegen 
d und I Durchmeſſer und Länge der ſchmiedeeiſernen Schubftange, wobei ſich 
d auf den mittleren Querſchnitt beziehen mag. Dann findet ſich in folgender 


. Uebungen. 459 


Weiſe eine Beziehung zwifhen dem befannten Zapfendurchmeſſer 6 und dem 
geſuchten Schubftangendurchmefier d. 


AN Rn 

PZ=kz;? 
En a, 

RPeagg 


a ®_m®Ed 
16% n.64 R' 
3 4 4knd F 
u Er Far) 
"/4kn 6 
Enti 
Der Werth der vierten Wurzel wird nah Rebtenbader zwedmäßig gleich 
0,229 genommen, woraus ſich bei k— 450, E = 2 000 000 und 4 = 
0,229* . 2000000 . 22.3 


Hieraus folgt P=k— 





= oh = 45,34 ergiebt. , 
Siernach iſt: 
d 11 
s—iYWT 


Hat die Schubftange einen rehtedigen Querſchnitt mit den Seiten d und A, 
worin % die Heinere Dimenfion vorftellt, fo ift: 


om = nat 
AMt_x.12 h 
(@) = daher 


= Vos}- 
7a 065 


Die gufeifernen Schubftangen erhalten einen -H-förmigen Duerfhnitt, 
Bezeihnen wir die größere Abmeſſung deſſelben mit %, die Dide der Rippen 


mit c, fo it J= pa (ch? + [A—e] e*) = annähernd 2y-FA fur — #5 
daher: a0 m — 


Mr 


für n= 45,24, k= 450, E = 1000000, 7 1 
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. €: wermaler Erlizzer mit freitiermiser Bars vırhe kb um keine 





tn Saltmener B ur: tie Site k Bei ver Zerkinung küre kb eine ge 
zate Trennungsilide, teren Exene nermal ari ter Grmarebrne tes Erlimzer: 
Hebe. Es wire biernach eim Crlimeer 
abzerinen, deren Grumtehene wer Kreis: 
atiknit ACB iein mag (Fig. 369). 

ie Fliehtränte er einzelnen Malen: 
tbeile des abgerinenen Städes lanen ji 
zu einer Reiultaute F vereinigen, bie 
durch den Schwewunlt denelben ge: 
richtet it. 

Es ik: 

F=e!Mr. 
Ter zum Areisabidmitte gehörige Gentriwinkel ja 2 x, jo it: 
u_Pe—pen2n) hg 


g 
unter q das Gewicht einer Kubileinheit des Cylinders verftanden. 
Nah $. 42% iſt für den Kreisabſchnitt: 
_@Rsinz)® 
"SpRa_janzg ve 
ot „@Ren 2)” 
Fa, 12 
In der Minute mögen u Umdrehungen gemacht werben, fo ift: 
2ru 
60 
2 
Fra Ban 
Die Trennungsfläde ift ein Rechted, die zum Sereijen nothwendige 
Kraft P, daher: 





P=K.h.2Rsinz. 
Für die Vorausfegung, daß beide Kräfte fih das Gleichgewicht halten 
follen, haben wir daher: 
F=P, 
AM8 0 —E 
30°.5. 15h qW? Brain = K.h.Y Reine. 
Hieraus erhalten wir die für das Zerreißen nothwendigen Umdrehungen 


in einer Minute: — 
u 2 V K 
"Rena: Yg 
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Setzt man ſtatt X, %, fo findet man die Anzahl Umdrehungen, die der 
Cylinder, ohne zerftört zu werden, maden kann: 
52 E 
RmaYg 
Unter venfelben Umftänden ijt u um fo Heiner, je größer sin.z, d. h. 
je größer = wird; der ungünftigfte Fall ift daher für = — 90%. Soll dee 
halb von den obigen Formeln Gebrauch gemacht werden, jo ift die Trennungs- 
fläche in der, duch die Achſe des Cylinders, gehenden Ebene anzunehmen, 
sin x aljo gleih 1 zu ſetzen: 
3 


»2 at 


In ven vorftehenden —* iſt ſtatt 9, 9,81 Meter geſetzt worden, 
demnach iſt auch F in Metern zu meſſen, ÄX ober % auf ven Quadratmeter 
und g auf den Kubikmeter zu beziehen. 








oder 





gig. 370. 78. Wie viel Umdrehungen 

Fo muß ein Mühlftin AEDB (Fig. 

370) aus Sandftein in einer Minute 

machen, um dur die Gentrifugals 

-P kraft zeriprengt zu werben? Der 

Halbmefjer des Steine fei 0,628”, 

der Halbmefler des Auges 0,098", 

das Gewicht eines Kubikmeters 

2600 Kilogr., der Modul des Ber: 
reißens 2 900 000 Kilogr. 


+P 


Nah der Formel: 






= 2550 Umprehungen ungefähr. 






1 ?) 
79. Der Ballen AB (Fig. 371) wird bei B durch die horizontal 
wirkfame Kraft P angegriffen und durd die Strebe CD in ſenkrechter Lage 
Big. 371. erhalten. Es ji AB=4, CD=a ve 
L Winkel DCA=e, fo ift das Widerſtands⸗ 

moment für den Querſchnitt in D: 





Pü-amm)=k, 


woraus fi bie Querſchnittsdimenſionen von 
DB beſtimmen laſſen. 


Die Strebe CD erfegt eine Kraft V, 
welde mit ver Kraft P in Bezug auf A 
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77. Ein normaler Eylinder mit freisförmiger Bafis drehe fih um feine 
geometrifhe Achſe mit der Winkelgeſchwindigkeit co. Es foll die Centrifugal« 
kraft mit der Feſtigleit des Materials verglichen werden. Der Cylinder habe 
den Halbmeffer R und die Höhe 4. Bei der Zerftörung bilde ſich eine ger 
rade Trennungsflache, deren Ebene normal auf der Grundebene des Eylinders 

ig. 369 fteht. Es wird hiernah ein Cylinder 

g. 368. abgerifjen, defjen Grundebene ver Kreis— 

abſchnitt 40 B fein mag (Fig. 369). 
Die Fliehkräfte der einzelnen Maſſen⸗ 
theile des abgerifienen Stüdes lafjen ſich 
en zu einer Reſultante F vereinigen, die 
duch den Schwerpunkt deſſelben ge: 

richtet ift. 
Es iſt: 
F=o?®Mr. 
Der zum Kreisabſchnitte gehörige Centriwinkel ſei 2 =, fo it: 
— Mezimanks, 


unter q das Gewicht einer Rubiteinhit des Cylinders verftanden. 
Nah $.42b iſt für den Kreisabſchnitt: 
(@ Rein z)s 





SER le yemza daher 
Foot, @Rsnz) 
— 57 12 
In der Minute mögen u Umdrehungen gemacht werden, fo ift: 
2ru 
= 
PS grau Ruinen, 


Die Trennungsfläde ift ein Redted, die zum Sereipen nothwendige 

Kraft P, daher: 
=K.h.2Reinz. 

Für die —— daß beide Kräfte ſich das Gleichgewicht halten 

follen, haben wir daher: 
F=P, 
4228 a ö—ν 
gr R3sinz’=K.h.2Rsinz. 

Hieraus erhalten wir die für das Zerreißen nothwendigen Umdrehungen 

in einer Minute: 
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Sept man ftatt X, x, fo findet man die Anzahl Umdrehungen, die der 

Cylinder, ohne zerftört zu werden, maden kann: 
u VE 
Rein q 

Unter denſelben Umftänden iſt u um fo Heiner, je größer zinz, d. h. 
je größer = wird; der ungünftigfte Fall ift daher für = — 90%. Soll des- 
halb von den obigen Formeln Gebrauch gemacht werden, fo iſt die Trennungss 
flähe in der, durch die Achſe des Eylinder3, gehenden Ebene anzunehmen, 
sinz aljo gleih 1 zu fegen: 


___52 VE 
u=— T 
oder u. & 


In den vorjtehenden Formeln ift ftatt g, 9,81 Meter gefegt morben, 
demnach ift auh A in Metern zu mefien, X over % auf den Quadratmeter 
und g auf den Kubikmeter zu beziehen. 








78. Wie viel Umdrehungen 
muß ein Mühlftein AEDB (Fig. 
370) aus Sandftein in einer Minute 
maden, um durch die Gentrifugals 
-P kraft zerfprengt zu werben? Der 
Halbmeſſer des Steines fei 0,628”, 
der Halbmeſſer des Auges 0,098”, 
das Gewicht eined Kubikmeters 
2600 Kilogr., der Modul des Zer- 
reißens 2 900 000 Kilogr. 


Fig. 370, 
zZ 


+P 


-Z 


Nah der Formel: 


2550 Umprehungen ungefähr. 





79. Der Ballen AB (Fig. 371) wird bei B durch die horizontal 
mwirfjame Kraft P angegriffen und durch die Strebe CD in fenkrechter Lage 
erhalten. Es ji AB=}, CD=a de 
Winkel DCA= a, jo ift das Widerſtands⸗ 
moment für den Querſchnitt in D: 


Pi-amme)=k, 


woraus fih bie Querſchnitisdimenſionen von 
DB beſtimmen laſſen. 


Die Strebe CD erfegt eine Kraft V, 
melde mit ver Kraft P in Bezug auf A 
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77. Ein normaler Cylinder mit lreisförmiger Bafis drehe fih um feine 
geometrifhe Achſe mit der Winkelgeſchwindigleit o. Es fol die Centrifugal: 
kraft mit der Feſtigkeit des Materials verglichen werben. Der Cylinver habe 
den Halbmefjer R und die Höhe Ah. Bei der Zerftörung bilve fih eine ges 
rade Trennungsflähe, deren Ebene normal auf der Örundebene des Eylinders 
fteht. Es wird hiernach ein Cylinder 
abgerifjen, defien Grundebene der Kreis- 
abſchnitt 40 B fein mag (Fig. 369). 

Die Fliehkräfte ver einzelnen Maſſen⸗ 
theile des abgerifienen Stüdes laſſen ſich 
zu einer Refultante F vereinigen, die 
durh den Schwerpunkt defjelben ge: 
richtet ift. 

@ if: 

F= 0° Mr. 
Der zum Kreisabſchnitte gehörige Gentrimintel ſei 2 =, fo it: 
m Pe—hen2e)hg 
= 38, 


Fig. 369. 





g 
unter q das Gewicht einer Kubileinheit des Cylinders verftanden, 
Nah $.42b iſt für den Kreisabſchnitt: 
_..@Reina)® 


SR vhe 
Rein a)ꝰ 
F=a1,22 m, 
@' fl h 12 
In der Minute mögen u Umdrehungen gemadt werden, fo ft: 
_2ru 
60 
4m?2.8 
F- I a R3 si: 5, 
Or. ga ram R sin æ 


Die Trennungsfläche iſt ein Rechtech, die zum Zerreißen nothwendige 
Kraft P, daher: 
P=K.h.2Rsina. 
Für die Vorausfegung, daß beide Kräfte fih das Gleichgewicht halten 
follen, haben wir daher: 
F=P, 
4m28 
60?.9.12 
Hieraus erhalten wir die für das Zerreißen nothwendigen Umbrehungen 
in einer Minute: 


hqu® R’sina’=K.h.2Rsinz. 
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Sept man ftatt X, x, fo findet man die Anzahl Umdrehungen, die ver 
Eylinder, ohne zerftört zu werden, maden fann: 
_ _52 [2 
Reina q 

Unter denfelben Umftänden ijt u um fo Heiner, je größer sinz, d. h. 
je größer = wird; der ungünftigfte Fall ift daher für æ — 90%. Soll des⸗ 
halb von den obigen Formeln Gebrauch gemacht werben, fo ift die Trennungs⸗ 
flähe in der, dur die Achje des Cylinders, gehenden Ebene anzunehmen, 
sin x aljo gleih 1 zu ſetzen: 


u 








u„__52_ı/£ 
2 q . 

52 k 

oder u= n 


In den vorſtehenden Formeln iſt ftatt g, 9,81 Meter geſeht worden, 
demnach ift auh R in Metern zu mefien, X oder & auf den Quadratmeter 
und g auf den Kubikmeter zu beziehen. 


. 78. Wie viel Umdrehungen 

Be soo. muß ein Mihlftin AEDB (Big. 

370) aus Sandftein in einer Minute 

- machen, um durch die Gentrifugals 

-P kraft zerfprengt zu werden? Der 

Halbmeſſer des Steines fei 0,628”, 

der Halbmefier de3 Auges 0,098”, 

das Gpwiht eine Kubikmeters 

-z 2600 Kilogr., der Modul des Zer- 
reißens 2 900 000 Kilogr. 


+P 


Nah der Formel: 


— 2550 Umdrehungen ungefähr. 





) 
79. Der Ballen AB (Fig. 371) wird bei B durch vie horizontal 
wirffame Kraft P angegriffen und durd die Strebe CD in fenkrechter Lage 
Big. 371. erhalten. Es ji AB=b, CD=a ve 
— Winkel DCA= a, fo iſt das Widerſtands⸗ 
moment für den Querſchnitt in D: 


P(i—asina) =kl, 


woraus fi die Querſchnittsdimenſionen von 
DB beſtimmen laſſen. 


Die Strebe OD erfegt eine Kraft V, 
melde mit der Kraft P in Bezug auf A 
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entgegengeſetztes Drehungsbeftreben hat. Für ven Gleichgewichtszuſtand haben 


wir alfo: Vasnacoe=Pi 
ı 
v- Pen os 
21 
asn?a 


Die Kraft V’ nimmt die rüdwirkende Seltigfeit der Strebe in Anſpruch. 
2 
Wir erhalten n. 3. 151, indem wir der Sicherheit wegen (@) =1 fegen: 





EJ 
== . 
EJ __21P 
a asin2« 
2alP 
’= Esin2a 


Hieraus fehen wir, daß J am Heinften wird, wenn sin? recht groß, 
a aljo 459 wird. 

Es ift hiernach zugleich die Strebe am ſchwächſten zu conftruiren, wenn 
man fie bei gegebener Länge unter 450 gegen den Horizont neigt. Iſt an- 
fatt der Länge a der Punkt D, d. h. die Entfernung AD—= 5 gegeben, 
"welche dur die Strebe geftügt werben. foll, fo wirb: 





ı 
kirTri 
EI _P 
BFrosecad boosa 
I= EdIE ‚ 
Eesin 0? cosa« 


J ift am Heinften, wenn 
sina®cosa ein Marimum 


sin @2.0080—8in a,?.008.0, 608 «—008 a°—008 0, +-c0sa,? 





























lim 0=lm 
a—a @—0; 
. 1 
Es ift aber 
cos & — 608 &, — (cos @® — c08 a?) 
a— a 
008 @ — 008 0, 
(1 — 008 @® — 008 @ 008 & — 608 ©?) 
“— 0 
FR. 
«ta; 2 
=2sin + ¶ — 008 aꝰ —c08 @ . 008. — 008 &,?) 
2 a—a 
„aa 
sin 
un & 2 
sin + (1 — 008 @® — cos & 008 & — 008 a,?). 
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Geht man jept zur Grenze über, fo wird der zweite Factor glei — 1, 
daber ift: J 
— sina+3c0sa?sina—=0 
3 eos a* — 1 cos aꝰ + sina? und 


tang a = V2. 
Bil man hiernach eine recht ſchwache Strebe haben, fo muß tang a=vV2 
oder AC=beotga (Fig. 372) 
=b.3V2 
= bsin 45° 


fein, woraus ſich auf leichte Weiſe der Punkt C für den Anſchluß der Strebe 
finden läßt. 


Fig. 372. 





80. Zwei mit einander rechtwinfelig verbundene Balten AB und. BC 
(Fig. 373), von denen ber eine in verticaler Lage mit feinem unteren Ende 
befeftigt ift, find durh das Wintelband D F' verbunden und in dem Punkte C 
durch P Pfund belaftet. 

& fi AB=1, BC=L, ve Winkel BDF=e un DF=a. 

Für die Duerfnittsdimenfionen im Punkte 7’ haben wir: 

Pa—asnd)=kl. 
Für das Stüd BD, deijen abfolute Feftigleit durd die Kraft W in 
Anfprud genommen wird, ift im Falle des Gleichgewichtes: 
Wasna=P(y—asina). 
‚ Die anftatt der Strebe nothwendige Kraft 7 ift. wieder, wie. in dem 
vorigen Falle: " 
__aPı 
Tasn2a 
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Legen wir endlich noch P yaraliel feiner Richtung nad B, ſo nimmt P 
die rudwirlende Seftigleit von dem Xheile AD in Anſpruch, während auf 
Biegung der beiden Theile AD und DB das Moment Pl, wirkam iſt. 


81. Es ſei AA (Fig. 374) ein horizontal gelagerter Ballen, der mit 
der Hängefäule BC feft verbunden ift, woburd ein Theil des Drudes dem 
Ballen entzogen und vermittelft der Sparten A B an die Mauern übertragen 
wird. Eine derartige Conftruction heißt ein einfahes Hängemwert. 





Die Sparren haben die Länge I und find unter dem Winkel @ gegen 
den Horizont geneigt. Der Drud Q in Richtung der Hängefäule ift von der 
Belaftung des Ballen? A A abhängig. Es ift, wein G das Gewicht eines 
Sparrens bezeichnet: 





S=}0Qcoseca 
u= HE ngu 
v=4Q+6. 


Die Kraft S nimmt die rüdwirkende Yeitigfeit der Sparren in Anfprud. 
Es ift daher: 





” cosco =. 
ar 
game’ 


woraus die Querſchnittsdimenſionen eines Sparrens zu berechnen find. Iſt 
anftatt der Sparrenlänge I die Spannweite = gegeben, fo ift ftatt Z, Ja sec 
geiekt, 

Qa® 


Tg 


Soll J ein Minimum fein, fo muß sin cos? zu einem Marimum 
gemadt werben: 
sin a— sin @® = Mar. 
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Es iſt 
ein a—sina°’—sina, +sina,?  sina—sina,  sinad— sina,? 
e—0 .—aı e—0ı 
sin E 5 
2 «+. 2 «ta, 
.c08 + 1 + c08 + L 
— ⸗ — 2 
2 2 


x (sin a? + sina. sine; + sin a2). 


Gehen wir zur Grenze über, fo wird aus diefem Ausorud: 
008 — c080.3sin?—0 





3sine?—=1= c0sa? + sina? 
cotg a = Y2. 
Zur Ausführung der Conftruction haben wir 
Fig. 375. (Fig. 375): 
f 3 tanga = BC 
ZiVE=BC. 
Z in450= BC. 


Ein Hängewerk heißt zufammengefegt, wenn 
zwei oder mehrere Hängefäulen BC (Fig. 376) 
angebracht find. 

Die Sprengwerke ftimmen in der Theorie 
mit den Hängewerfen überein, in der Conftruction 


Big. 376. 








unterfheiven fie fih injofern von einander, als die Sprengwerke die Unter: 

ftügung eines Balkens von unten bewirfen. Der aus dem Drude Q 

(319. 377 a. f. ©.) refultivende Horizontalſchub Z7 ift bei den Sprengwerfen 
BWernide, Meanit, I. Zweite Aufl. 30 
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mit der Stabilität der Pfeiler zu vergleihen. Bei dem einfachen Epreng: 
werfe wird die Hälfte ver Laft Q von den ieilern getragen: 
S=}Qcoseca 


_Q+26 
4 


v=4Q+@. 
It z die Breite, h die Höhe und 2 vie Länge des Pfeilers, y feine 
Dichtigkeit, jo haben wir die Stabilität St gleich 
yin2?y— (Ha— Va), 
unter a den Arm der Kraft 7 verftanden. 


Fig. 377. 


Zür die praftiihen Ausführungen ift es nothwendig, daß die Stabilität 

einen pofitiven Werth behalte. Es muß deshalb 
\ $In22y— (Ha—Vx)>0 
fein, d. h. 

Ha<$ihzy+ Vz 

Zur Bildung einer Gleihung fegen wir dad doppelte Moment von H 

gleich dem entwidelten Werthe und beftimmen daraus bie unbelannte Stärke x: 
2Ha=yihary+Va. 


82. Ein prismatifher Balken von der Länge Z fei in gleichen Ab: 
ftänden in mehreren Punkten durd Säulen geftügt und trage eine gleichmäßig 
vertheilte Lat Q—g.l. Es find die Drude auf die Unterftügungspuntte 
zu berechnen. 

a) Der Balten A A (Fig. 378) liege mit feinen Enden frei auf. 

1) & fei eine Säule vorhanden. ever Theil des Balkens hat bie 
gleihmäßig vertheilte Laft 4 Q zu tragen und ift als ein Balken anzujehen, 
der an einem Ende unterjtügt und mit dem andern eingeflemmt if. Wir 
erhalten deshalb nah $. 70 3c die Drude auf die Unterftügungspunfte A 


gleih Z der Saft = d. h. gleih „3 Q, fo daß für den Drud auf die Säule 
noch 42 Q übrig bleiben, da die-Summe der einzelnen Drude gleich Q fein muß. 


467. 


2) €3 fei der Ballen AA (Fig. 379) duch zwei Säulen geftügt. 
In diefem Falle hat jeder Theil des Ballens 4 der gleichmäßig vers 
theilten Laſt zu tragen. Die Theile AB find als Balken zu betrachten, die 


Fig. 378. 





mit einem Ende einge: 
Henmt, an dem andern 
unterftügt find, während der 
Theil BB einen mit beiden 
Enden eingellemmten Bal 
ten vorftelt. Wir haben 
deshalb den Drud in A 
gleih 3 der Laft 4 Q, den 
Drud in B wegen der auf 
A B ruhenden Laft gleich 
g von 4 Q. Die Punkte 
B haben aber nod außer: 
dem duch die über BB 
vertheilte Lat = }Q Drud 
auszuhalten, von dem jede 
der Säulen durd bie Hälfte 
beanſprucht wird. 


Nah dieſer Ausein⸗ 
anderſetzung haben die 
Punkte A die Laſt 

340Q=30Q, 
die Punkte 3 die Laft 

2:30+44=3Q 
auszuhalten. 

In ähnlicher Weife ift 
zu verfahren, wenn der 
Ballen durch eine größere 
Anzahl von Säulen ger 
ftügt wird, 


b) Der Balfen fei mit 
feinen beiden Enden eben« 
falls eingeffemmt und durch 
eine beliebige Anzahl Säulen 


geftügt. In vdiefem Falle ift jeder Theil des Balkens ala ein mit feinen beiden 
Enden eingellemmter Balken zu betrachten, weshalb $. 70, 4c auf jeden Theil 
in Anwendung tommt. Iſt eine Säule CD (Fig. 380 a. f. ©.) vorhanden, 
fo hat diefe einen Drud gleih 3 Q auszuhalten und die Endpunkte haben 
eine Laft gleih 4Q zu tragen. Bei zwei Säulen ift jede mit +Q in An- 
fprud genommen, während jeder der Endpunkte EQ zu tragen hat u. ſ. w. 


30* 
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Sind endlich die Sänlen in ungleichen Abfänden angebracht (Fig. 381), 
fo ift anzunehmen, daß jeder Baltentheil einen jeiner Länge propertienalen 
Theil der ganzen Laft zu tragen hat. Es habe der Ballen AC die Lange &, 
die Belaftung auf die Längeneinheit fei q Pfund und eine zur Unterftagumg 
angebrachte Säule tbeile den Balten in bie Längen I, und 4. Für dieje 
Annahmen trägt AB die Laft gl, und BC vie Saft g%. 

Fig. 380. 





Iſt der Ballen an feinen Enden unterftüßt, fo ift ver Drud auf A: 
3 g4, auf C: 344, der Trud auf die Säule: gl, +) = $gl. 
Iſt ver Ballen aber mit beiden Enden eingellemmt, fo ift der Drud auf 
A=ygl, ufC=yYgl, un auf die Sue=dgal +u)=4gl. 
83. Es fiellen A B und BC (Fig. 382) zwei Dachſparren vor, die 
unter dem Winkel & gegen den Horizont geneigt und burd den Duerbalten 
D F geipreizt find. Die Sparrenlänge fei Z, die gleihmäßige Belaflung auf die 
Längeneinheit q Pfund, die Länge BD— BF jei glei I,. Der Theil BD 
bat die Laſt g2,, der Theil DA die Lalt g (—4) zu tragen. Der hori⸗ 
zontafe Schub im Kehlbalten DR ift: 
PONPLE RAR 
Fig. 382. 
B 
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Ein gleiher Schub entfteht an den Fußpunlten der Sparten. Mit der 
Abnahme von Z, wird »iefer Schub Heiner, für 4, = 0 erhält alſo derſelbe 
feinen Heinften Werth gleih Zglcotge, fo daß es vortheilhaft ſcheint, 
den Kehlbalten ganz fortzulafien. In dieſem Falle würde der Sparren jedoch 
eine Durchbiegung erleiden, mobur der Winkel & Heiner, der Schub aljo ſich 
do wieder vergrößern würde, weshalb bei langen Sparten der Kehlbalten 
von Nupen ift. Iſt die Tiefe 40 (Fig. 383) des Daches bedeutend, fo muß 
der Kehlbalfen noch geftügt werden. Die Stügen DG und FH bilden mit 
der Horizontalen den Winkel B. Der horizontale Schub im Kehlbalten ift in 
diefem Falle: ah cotgB-+4g(l+l)cotge. 

Diefer Schub wird um fo geringer, je größer der Winkel 4 wird, für 
B = 90° erreiht er deshalb feinen Heinften Werth, weshalb die Unterftügungen 
rechtwinlelig zu A C zu conftruiren find, 

Wir haben in diefem Falle: 

S=}g(l—1) cootg a. 

Nehmen wir „=%L, fo ift im erften Falle: 

S=}qlcotge, 
und im zweiten: S=}gqleotge. 

84. In dem Folgenden follen einige befondere Fälle der zufjammen- 
gefegten Feſtigkeit der Betrachtung unterworfen werben, 

1) Der prismatifhe Körper won der Länge 2 jei auf Biegung und 
Torfion zugleih in Anfprud genommen, d. h. die äußeren Kräfte reduciren ſich 
für jeden Querſchnitt auf zwei Aräftepaare, von denen das eine Qg normal 
zur Querſchnittsebene gelegen, das andere V’v dagegen mit dem Querſchnitt zus 


\ 
ſammenfällt. Es ift ganz allgemein n. 3.143: 200 — = und mit Rüdfiht auf 


Formel 140: Qg= —E & Hieraus erhalten wir die durch das Kräfte: 


paar Qg in der Entfernung e von der neutralen Faſerſchicht hervorgerufene 
Ausdehnung: — 44. 


EJ 


Ferner ift nah 3. 149b: Vo 4 CJ,, unter & den Verbrehungs- 


wintel in Bogenmaß auf die ganze Körperlänge 2 verftanden. Ziehen wir 
allein folhe Körper in Betracht, für melde Je = J, iſt, bei denen alfo das 
volare Xrägheitgmoment J, gleih dem dodpelten "Zrägheitsmoment J für 


relative Feftigfeit gefegt werden darf, fo it Vv— 25 CI. Die Punkte 
de3 Querſchnitts, welche in ber Entfernung r von der Achſe entfernt find, 
erleiden die Verbrehung ra und es ift daher die Verfhiebung: 


ra__Vo 
2.09 


y-=—-= 
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In Fig. 384 ſei AB die Faſer von der Länge I vor der Verdrehung, 
Fig. 384. 
N N B 


1a u 


AC deren Lage nad derjelben und d bezeichne die durd die Berbrehung 
hervorgerufene Dehnung, dann i 
a4? =P+ (ra) 
2ld- = (ra)? 
und wenn man der Aleinheit von d wegen, d? gegen 22d vernadjläffigt, 
fo ergiebt fi die vu. die Verbrehung hervorgerufene Ausdehnung: 


“-7-1(7) -4l 307)" 


Die Summe der beiden hervorgerufenen Ausbehnungen e und &,, be 
zogen auf diefelbe Entfernung e von ber Achſe, darf bei praftifhen Ausfüh— 
tungen niemals dem der Glafticitätgrenze entiprehenden Maximalwerth (c) 
gleih werden, es muß aljo jederzeit 

8-8, <(e) und ebenfo 
E(e+2)<E(e) fein. 

Da nun E (e) n.%.134 mit (0), der Spannung in der Elaſticitäts- 

grenze übereinftimmt, fo wird man bei praftifhen Ausführungen 
E(e+ 5) = ſetzen dürfen. 

Bei Benugung der oben entwidelten Werthe von & und &,, indem wir 
r=e feßen, unter e die Entfernung der Außerften Faſern von der Achſe 
verjtanden, erhalten wir: 


rl N‘ |=: 
url) ee) 
(e2)- al KT =0. 
Hieraus findet fi zur Berechnung der Querſchnittsdimenſionen: 
rl = 3Q9+ syan+ 


Die mittelft höherer Mathematit und genauerer Berüdfihtigung der 
entmwidelte Formel heißt: 


a) KE=Hant VD Vo. 








Dividiren wir die legte Gleihung durch Z und berüdfihtigen, daß nad 
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5 14: «24 die in ter Entfernung e ftattfinbende Normalfpannung 
sun e 1 = et, n. 5.150 die in der Entfernung e auftretende Tan: 
v 


gentialfpannung 7 bezeichnet, fo erhalten wir: 
)k=}0 +3 VR +4 


Bird diefe Gleichung durch Z divibirt und dabei I die für die Braris 


zuläffige Gefammtausvehnung, mit &, bezeichnet, aber = £gejeßt, fo entiteht: 


#=tetrr Ve+(G)- 


Benugen wir die in Formel 135 angegebene Beziehung zwiihen den 
beiden Elafticitätsmodul E und C, wonach C= %E, und führen mir ftatt 


5 die Verſchiebung Y ein, fo ift: 
Ya=dEe+3Vr+ En” 
2) Auf den Körper wirke eine Zug: oder Drudfraft P und das Torfiond: 
moment Vv. 
Wir tönnen hierbei von der oben unter d angegebenen Formel ausgehen 
und darin, da die fämmtlihen Faſern durch die Zug- oder Drudkraft P 


diefelbe Spannung @ erleiden, = E jegen, unter F den Querſchnitt des 
Körper verftanden. Hiernach iſt: 


k= 245 +3 (2) + ( zr ober 


ler) 


Für den kreisförmigen Querſchnitt iſt J= a dt, e -/ wr= 3 d?, 


daher: 
N IEY) 


3) Iſt der Körper von einer Schubkraft P angegriffen und wird er 
außerdem auf Biegung in Anfprub genommen, fo kann wiederum von 
Formel 1b auögegangen und babei die Schubipannung z nah Aufgabe 60 
beftimmt werden. Es war die Schubfpannung für die neutrale, Faſerſchicht, 
wenn wir mit Ö die Dide (Breite) des Querſchnitis an dieſer Stelle bezeich⸗ 


e 
neten, gleich = * Fin. Für ZY, die Summe der Verticalkräfte, iſt in 
unfern Falle P zu f&reiben, dabei wollen wir eine Faſerſchicht in der Ent- 
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fernung 7 von ver neutralen in Vetracht ziehen und bie betreifende Breite 
des Duerjgnitts an diefer Stelle gleih 2 jegen. Hiernach üt: 


Pe 
=7 € AR 
In gleiher Weife ift für 0 die Spannung derjenigen Fafern zu feen, 


die ſich in der Entfernung 7) von der neutralen befinden, alfo o = n24. 


J 
Nah diefen Subjtitutionen erhalten wir aus 16: 


DE PELEE SIT PEIAES TEE BEZ ober 


nr Vrr la Enn] +[ ME En) 


85. Es ift der Durchmeſſer d einer gußeifernen Welle zu berechnen, 
welche ein Torfionsmoment von 12004” zu übertragen hat, und bei welcher 
der Marimalwerth (Q 9) de3 Spannungsmomentes 12804” beträgt, unter der 
Vorausſetzung, daß die größte irgendwo vorfommende Spannung 500 Kilogr. 
nicht überfteige. 

a) Berechnung auf relative Feftigkeit: 

= 
280.100 = +75 4° 
1280. 100 = 500 32 d 
d= 13,8), 
b) Berechnung auf Torſions-Feſtigkeit: 
120.100 = $.500. F a⸗ 
d= 11,5. 

c) Berechnung auf zufammengefegte Feſtigleit: 

500. 35,.4°=3.1280.100 + 8. 100 1260” F 12002 
d= 14,8", 

86. Eine Eifenbahnbrüde von 32” Spannweite foll zwei Blechträger 
von T Querfhnitt erhalten. Derjelbe beiteht aus Schmiebeeifen und wird als 
Querſchnitt von gleicher Feſligkeit conftruirt, die neutrale Achfe liegt alſo auf 
der halben Höhe. Nehmen wir diefelbe conftant zu A=3,2", fowie die Breite 


5 (Fig. 385) ebenfalls conftant zu + = 0,533", fo handelt e3 fih um die 
Berehnung der Flantihhöhe d und ver Dide 5 der Mittelmand, wobei wir noch 
3 conftant gleich J nehmen wollen. Die gleihmäßige permanente Laft betrage 


pro Meter 1600 Kilogr., die mobile Belaftung durch einen Gifenbahntrain 
dagegen 3200.Rilogr. pro Meter Länge. Die Spannungsmomente Q g find am 
größten bei voller Belaftung, die Verticalträfte ZY' erreichen dagegen ihre 
größten Werthe, fobald die mobile Laft an den betrefienden Querſchnitt gelangt. 

63 ift nad) Aufgabe 60 für einen Querſchnitt in der Entfernung x von 
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dem einen Brädenende, unter der Vorausſetzung, daß bie mobile Laft gerade 
bis dahin gelommen, die Summe der Berticalcomponenten: 


2’ 
zY=4n!—-}Imn 7 — = 

und das Spannungsmoment für diefen Querſchnitt: 
Fe 2’ 
Quinn + BT 17, 


da der Drud A auf den Unterftügungspunkt, von dem aus fidh die Laft bes 
ELSE IN 








wegt, gleih Zpı + pa2 zz iſt. 


Segen wir in diefen Ausbrüden p, = 1600 und 73 = 3200 Rilogr., fo 
ergiebt ſich für: 






zo nach Aufgabe 60 
= 11,712)% und 20,288m 









Mn. ZY= 
bei voller Belaftı 
nzY tung 


o 








+ 20582 


" 11200000] 23040000| 33600000! 
Qg= | 24640000) 38400000| 43200000] 40960000) 
bei voller Belaftung 
iR Qg= 









26880000, 41080000) 57600000] 61440000] 


Führen wir die Rechnung für - 
einen Querſchnitt in der Entfernung 
=} von dem einen Ende aus, 
fo ift in der unter Nr. 3 derAufgabe 84 
entwidelten Formel P — 26400 und 
Qq = 43200000. Für volle Be: 
Taftung mären dagegen die Werthe 
19200 und 57600000 in Rechnung 
zu bringen. Zur Beſtimmung bes 


ſtatiſchen Momentes D/, 7 iſt zuerſt 
” 


die Entfernung 7 von der neutralen 
Achſe zu beftimmen, in welder durch 
die doppelte Inanſpruchnahme von 
P und Qg, das Material am 
meiften zu leiden hat. Bei dem 
vorgelegten Querſchnitt ift dies die 
Uebergangsftelle zwifchen der Mittel: 
wand und ben Flantſchen, da bie 
Längenfpannungen bauptjählih in 
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den Flantſchen, die Shubfpannungen dagegen in der Mittelwand auftreten. Es iſt 
demnach y = a und baber & An= # d(h—d). ferner ift das Träg- 
heitsmoment 7 de3 Duerfchnitts gleich: 


tu)" -1e-9(5-0)} = 
1 [0'-6-2)]+ 6-91 = 
el IB EZUDE REN eg 


oder annähernd gleich 
of, „fe? ME h 
Pal) +36) 
Unferer Aufgabe gemäß ift aber 4 =b ud d=}d, wodurch fid 


2 
ergiebt: J=Zbd 6) . Endlich ift z in der zu benugenden Formel gleich 
d=4}d, fo daß, wenn wir für & die Annahme maden, daß die Gefammt- 
ſpannung höchſtens 600 Kilogr. betragen foll, die betreffende Gleichung die 
Form erhält: R 


600 h\? h h 8 12P ba 2 
ab) =:16G +4) re) 
(71,4 d — 96)? = (160— et — 0,196 d)? 

®—26d4—4=0 
d= 3,7" und die Dide Ö der Mittelmand 
d=06". 








Die erhaltene Stärke d der Mittelwand iſt von =.- 12m bis 


‚= - 20” zu benugen, da zwiſchen dieſen Querſchnitten, ZY jein 
Zeichen ändert, entfprehend den oben berechneten Werthen x, — 11,7 und 
20,3”. Im gleicher Weile, wie hier gezeigt, find die Abmefjungen für die 
Querſchnitte in der Entfernung æ ⸗ 4 + 

die Conftruction des Blechträgers vorzunehmen. 


zu berechnen und demgemäß 
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Stoß feſter Körper. 


Treffen zwei Körper A und B (Fig. 386), die fih unabhängig von: 73 
einander bewegen, während der Bewegung zufammen, fo entfteht ein Stoß, 
d. h. die Körper wirken innerhalb eines Zeitmomentes gegenfeitig zerftörend 
aufeinander ein, woburd die urfprünglic 
vorhandenen Geſchwindigleiten der Größe 
und Richtung nad im Allgemeinen ges 
ändert werben. Die Körper bewegen ſich 
daher nah dem Stoße mit veränderter 
Geſchwindigleit. 

Durch die gegenſeitige Einwirkung der 
Korper aufeinander erleidet die Oberfläche 
derſelben eine Veränderung, einen Ein: 
drud, deſſen Größe von der Stärke des Stoßes und der Art der Körper 
abhängig ift. Bei Beendigung des Stoßes jedoch wird diefer Eindruck durch 
die inneren Kräfte des Körpers, durch die Elafticität, ganz ober theilmeife 
aufgehoben, fo daß bie Körper nah dem Stoße ihre frühere Form vollftändig 
oder theilweife wieder annehmen. 

Der ftoßende Körper wird während des Stoßes einen Theil feiner Ge 
ihreinvigkeit verlieren, mährend die des geitoßenen dabei größer wird. Im 
Augenblide der größten Zufammendrüdung befigen beide Körper jedoch dieſelbe 
Geſchwindigleit, da fie durch das Ineinanderdringen als ein feit verbunbenes 
Syſtem angefehen werben können. 

Der Stoß findet bei zwei Körpern ftet3 allein in der Richtung ftatt, in 
welder die Körper ſich gegen einander nicht verſchieben können, d. h. im Allge— 
meinen in Richtung der Normale NN zur Berührungsebene DE der Körper. 

Fällt die VBewegungsrihtung der Körper mit der Stoßrihtung nicht zur 
fammen, fo ift die erftere entſprechend zu zerlegen, wobei die Componenten 
nad der Stoprihtung allein in Betracht kommen, da bier eine Geſchwindig⸗ 
teitsänderung eintreten Tann. Hiernach werben wir bei ben folgenden Unter: 


Fig. 386. 
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ſuchungen die Bewegungsrichtungen mit der Stoßrichtung zufammenfallen laſſen, 
da die in anderen Fällen nothwendige Zerlegung feine Schwierigleit hat. 
Außerdem möge vorausgefegt werben, daß die Berbinbungslinie der Schwer: 
puntte S, und S, ber beiden Körper bei dem Stoße normal zur Berührungs: 
ebene D E verfelben fei. Der hier zunächſt zur Behandlung kommende Stoß 
heißt der gerade Eentralftoß. 

Einem Körper von der Maſſe m, , der die Geſchwindigkeit c, hat, folge 
ein zweiter von der Maſſe m, mit der Gefchmwindigleit cz. Seten wir c, 
größer als c, voraus, fo wird der zweite Körper den erften einholen und es 
wird ein Stoß erfolgen. An ver Berührungsftelle entftehen Drudkräfte, durch 
welde die vorhandenen Bewegungen der Körper allmälig eine Aenderung er: 
fahren. Die in den beiven Maſſen m, und m, entwidelten Drude find, nad 
dem Gefepe der Wechfelwirtung der Kräfte, jederzeit gleih groß und haben 
entgegengefegte Richtung. Bezeichnen wir dieſen Drud in einem beliebigen 
Augenblide des Stoßes mit P, die betrefienden Geſchwindigkeitsänderungen 
mit 5, und ja, fo iſt n. F. 30, ⸗ = und ja = daher ergiebt fih 
nad) Glimination von P: 

A _ 
jo m’ 

d. h. das BVerhälmiß der beiden Geſchwindigkeitsänderungen behält während 
der ganzen Stoßdauer, in den einzelnen Zeitmomenten, denſelben conftanten 
Werth, und es muß deshalb aud die gefammte Geſchwindigkeitsanderung für 
eine beliebige Zeit des Stoßes, dieſem umgelehrten Verhältniß der Maſſen 
glei fein. Es feien die Gejhwindigfeiten der beiden Maſſen, zu einer be: 
liebigen Zeit der Stoßwirkung, o, und o,, fo ift der Geſchwindigleitsgewinn 
der Mafje m, gleih vi —c, und ver Geſchwindigkeitsverluſt der zweiten Mafie 
my beträgt 0,—v,. Beides find die während der betrachteten Zeitdauer ftattgefun- 
denen Geſchwindigleitsãnderungen, fo daß wir ald Ausgangsgleihung erhalten: 


ya Mr ser: 
2 m 
matma—mutmte. 2.2.2... (182) 

d. h. die Summe der Bewegungsgrößen der ſich floßenden Körper, 
ift in einem beliebigen Momente des Stoßes, glei der Summe 
der Bewegungsgrößen zu Anfang deſſelben. 

Iſt die im Augenblide der größten Zufammendrüdung beiden Körpern 
gemeinfhaftlihe Geſchwindigkeit v, fo erhält man: 


my 6, + Ma 02 = (m + mo) v. 





a— 


d. h. 
—— ————— 
m + Mg 
Wir nehmen die zum Stoße kommenden Körper als unvolltommen 
elaftifh an. 
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Die Praris rechtfertigt diefe Annahme, da e3 weder volltommen elaftiihe 
noch volltommen unelaftiihe Körper giebt, wenn man aud der Sicherheit 
wegen bei den Rechnungen in ver Praris die Körper oft als volltommen hart 
oder unelaftiih annehmen muß. 

Die durh den Stoß hervorgerufenen Einprüde werben für diefe An— 
nahme nur theilmeife wieder aufgehoben, e3 geht alfo ein Theil der darauf 
verivendeten Arbeit, d. h. der vorhandenen lebendigen Kraft, verloren. Nennen 
wir diefen Arbeitöverluft P, die den Maſſen m, und m, nah dem Stoße 
beigebrachten Geſchwindigkeiten v, und vg, fo gilt einmal F. 152: 

m 4 ma =mv + ma va, 
und dann die Gleichung der lebendigen Kräfte: 
Im? tmea)=imv’tmv)+V .. (153) 
-& fei P ver die Formänderung bewirfende Drud ober der entgegen- 
geftellte Wiverftand; s, und sg mögen die Größe der Einvrüde in ven beiden 
Körpern nad) der Stoßrihtung bezeichnen, fo iſt die beim Bufammendrüden ver⸗ 
richtete Arbeitgröße, da der Widerftand P allmälig von O bis P mwädlt: 
4P( + )=4Pat+4Pa. 

Nah den Unterfuhungen über die Ausdehnung und Zufammendrüdung 
der feiten Körper innerhalb ver Glafticitätsgrenze haben wir, unter Z, und Z, 
die Längen, f, und /, die Duerfcnitte und A, und Z, die Elaſticitäts- 
modul der ftoßenden Körper verftanden: 








1 
=p—ı 
"9:7: 
* 
————— 
_ “ JaEr’ 
daher ift die zur Formänderung nothwendige Arbeitgröße 4 P(s, + 52) gleich 
1 1 
ıPpı ( 2). 
(tz) 
Beide Körper nehmen hierbei diefelbe Geſchwindigleit v — arm 


an, und es ift deshalb die zur Formänderung nothwendige Arbeitgröße zweitens: 
Ilm, 61? 4 m 02?) —4 vꝰ (m +m,) 
= 4a)? Am. 
3(@— 6) tm 
Durch Gleichfegung beider Werthe find wir im Stande, den größten 
Drud P zu finden, der, duch den Stoß hervorgerufen, bie Formänderung 
der beiden Körper bewirkt: 


4 b Mm Mg 
el äα— 
—4660 
us 














P=(a— 4) 
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Tie Größe der ganzen Zufammenprädung s, gleib 3, + 2 iR aber 
nah GEinjegung des Werthes von P: 
mm AhBEH+tjbE 
eV can 
Die Mafje m, möge das nahe, die Mafie m, daS , ſache der auf 
Zormänderung verbraudten Arbeit zurüderhalten, unter =, und n, echte 
Brüde verftanden. 
Te —— V iſt dann: 
= P[i—n)s + (12) 8] 
Ion, „Iom 
te) 
Hierin ftatt P ven oben gefundenen Werth gejept, fo entiteht: 
V=lla-ca) m Mm Seh al—m)t fl am) 














m tm ShEH+hbE 
wofür wir zur Abfürzung fchreiben wollen: 
— — m My 
V=y(o mt: Denen. (156) 


74 Die beiven an die Spige geftellten Bleihungen 152 und 153 können 
nun nah Subftitution des Arbeitverluftes FW’ zur Berehnung der Gefhwin- 
digleiten 0, und v; nad dem Stoße benugt werben. 

Aus der erften Gleihung ift: 
m (1 — 4) = Mm (a — te). 
Bezeihnen wir den Geſchwindigkeitsgewinn #, —c, des geftopenen Körpers 
mit z, fo ift der Geſchwindigleitsverluſt: 
a-n= "tz, 
. m; 
n. 5.153 if: 
mg (63? — 03?) — m, (u? — 12)—2P7=0, 


worin wir ſtatt my, © + e,, und flatt 02, ame ſchreiben: 








U— ka. — — 


1 
—Vr=0. 
m, *5 m 


Gubfituiren. wir ir V den in $. 156 beftimmten Werth, fo entfteht: 
m, 2 
a rent 2 ) g=0 


(a— a) a +19: 














Sm 
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Hieraus ergiebt ſich die Geſchwindigleit v, der geftoßenen Maſſe m, nah 
dem Stoße: 


I 








Der Geſchwindigkeitsverluſt des floßenden Körpers ift: 





m man +19. 


Die Geſchwindigkeit oz felbit aber 








9-9, 4m; a -WUH VI 


Aus den allgemeinen Formeln für v, und r, lafien ſich leicht die ent: 
ſprechenden Werthe für fpecielle Fälle finden. 


Haben beide Körper gleihen Grad der Glafticität, fo ift in dem Aus: 
drude für q,n, — nz gleih n zufeßen. Dadurch erhalten wir: g—= 1—n und 


„=4a Ho m Im + Vn 
aaa o) +Yn). 


. Befand fich hierbei die Mafie m, in Ruhe und war viefelbe im Verhältniß 
zu mg fehr groß, fo wird 


d. h. die große Maſſe bleibt in Rube, die andere bewegt ſich ihrer urfprüng- 
lichen Richtung entgegengefegt. Der letzte Ausprud kann zur Beftimmung 
des Glafticitätgrades n benugt werben: 





na v92:29 
0 02:29 
— ha 
=n 


unter A, die Höhe veritanden, von welcher man die Maſſe m, herabfallen 
laſſen muß, um beim Auffhlagen die Geſchwindigkeit cz zu befigen, während 
hg die Höhe bezeichnet, um melde die Mafie m, nah dem Stoße 
zurüdipringt. 
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Nehmen wir für m, die Platten, für m, die Nugelform, fo find flatt 
n die in der folgenden Tabelle angegebenen Werthe zu benugen, die durch 
Verſuche auf die oben angegebene Weiſe gefunden worden find. 











Eifenbein 0,78 
Glas .... 0,879 
Kor 

Stahl | 0,309 
Boll 

Hl .... fo = 0 
Sußeifen . faſt ⸗1 





Segen wir die beiden zum Stoß lommenden Körper als vollfommen 
elaſtiſch voraus, fo ift: 
n=n-l, 
q wird daher gleih O, und mir erhalten: 
2m + m —m)c 
Mm + Mg 
„= 2m cat —m)o 
m Hm; 
Sind die beiden Körper volltommen unelaftifdh, ſo iſt m =m—0, 
g=1ub " 


9 


und 


=. . 


Es wird hierbei aljo v, = vg gleid der Geſchwindigleit v, welche die 
Körper im Augenblide der größten Zufammenvrüdung befigen. 

Der bei dem Zufammenftoße zweier Körper ftattfindende Arbeitäverluft V, 
defien Werth wir oben beftimmt haben, tritt in der Praxis jederzeit ein, da 
wir bier die Körper niemals als volllommen elaftifh vorausfegen dürfen, 
woraus ſich die Regel für die praktiihen Conftructionen von felbft ergiebt, 
daß Stöße in einer Maſchine fo viel ala möglih zu vermeiden 
find. Für umvolllommen elaftifche Körper ift: 


= — cp _Tı 
v=ta-a’, Im 
für volllommen elaftifhe dagegen: 








v=0, 
für volllommen unelaftifche aber: 
Vera. 


m + Ma 
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Der auf Formänderung wirkſame Drud, oder der Widerſtand, der ſich 
demfelben entgegenitellt, ift ſtets gleich dem oben entwidelten Werthe P, ebenjo 
bat die Größe der Zufammendrüdung ftet3 den obigen Werth s, fo lange die 
Grenze der Elaſticität nicht überſchritten wird. 

Führen wir in den erhaltenen Refultaten die Geihwindigteiten c, oder cz, 
der beiden Körper mit entgegengejegtem Zeichen ein, jo beziehen ſich vie For— 
meln auf zwei Körper, die fih gegeneinander bewegen und zum Stofe gelangen. 

Liegen die Schwerpunfte der beiden zum Stoß kommenden Körper nicht 
in der Stoßrichtung, fo entftehen nicht allein Aenderungen in den Geſchwindig⸗ 
keiten, die fih duch Anwendung obiger Formeln ergeben; es werben auch 
außerdem, beide Körper als vollfommen frei vorausgefegt, drehende Bewer 
gungen um die Schwerpunkte der Körper hervorgerufen werden. Für bieje 
gelten die obigen Formeln in gleiher Weife, nur hat man vor der Anwen: 
dung derfelben die Mafjen ver Körper auf den Punkt des Zufammenjtoßes zu 
reduciren und dieſe reducirten Mafjen ftatt m, und m, in Rechnung zu bringen. 

& it hiernah im Allgemeinen bei zwei Körpern A und B, die fih 
geradlinig bewegen, ein vierfaher Stoß möglich: 

1) der gerade Gentralftoß (Fig. 387), 

2) der ſchiefe Centralſtoß (Fig. 388), 

3) der gerade ercentriihe Stoß (Fig. 389), 

4) der fchiefe ercentriihe Stoß. 

Big. 387. Fig. 389, 
D 


Fig. 390. 





Wernide, Mechanit. I. Zweite Aufl, a1 
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75 Ein Körper von der Maſſe m,, der gezwungen ift, ſich um eine feite 
Achſe zu drehen, erleide durch einen Körper von der Mafie m, (Fig. 390 
a.v. 6.) einen Stoß. Der letztere treffe die Mafie m, mit der Geſchwin— 
digkeit c, während dieſe ruhend vorausgeſezt werden mag. Die feſte Achſe 
nehmen wir als X-Achſe des Syſtems, der Punkt des Zuſammenſtoßes habe 
die Goorbinaten 2, n, o und bie Stoßrihtung bilde mit den Achſen die 
Winlel a, B, . 

Die Geſchwindigkeit » der geftoßenen Mafje m,, welche der Annahme 
gemäß nur eine drehende Bewegung um bie fefte Achſe erfährt, ift nad dem 
vorigen Paragraph: 


„sata - dm mr VI: 


Hierin ift, da die Pi im Teen Zuſtande vorausgejegt wurde, 
4 =0 zu fegen, und andererfeit3 ift die Mafle m, auf den getroffenen 
Punkt, ver fih in der Entfernung r von ber Drehachſe befindet, zu redu⸗ 
ciren. Bezeihnen wir daher mit 7, daS Trägheitgmoment de3 ſchwingenden 


Körpers, in Bezug auf die Drehachſe, fo ift m, = a + Zur Beftimmung 


von Cg denken wir die Geſchwindigleit c der ftoßenden Maſſe nah Richtung 
der X-Achſe und normal dazu zerlegt. Die erftere Componente ce. cos hat 
auf die Bewegung keinen Einfluß, die lehtere c. sin a, in einer zur Drehachſe 
normalen Ebene gelegen, zerlege man weiter nad tangentialer und normaler 
Richtung. Nennen wir den von r und c sin « gebilveten Winkel 77, fo wird 
die Normalcomponente c sin a cosm durd die feſte Achſe vernichtet und bie 
Tangentialcomponente esin«sinn ift in der obigen Gleihung ftatt c, in 
Rechnung zu bringen. Hiernach iſt die Geſchwindigleit des geftoßenen Körpers: 
1 remain + Vi 1-9 
und die betrefiende Wintelgejhwindigleit @: 
oegmn zesinasinn(1 + VI—g)- 

Betrachtet man bei Stoßkräften, welche nur mährend einer unendlich 
Heinen Zeitdauer wirlſam find, die Bewegungsgröße als dad Maß der 
Kräfte, fo bedeutet in den vorftehenden Formeln m, c sin die Rraft, r sinn 
deren Arm, daher my csina.rsinn das ftatiihe Moment Z Pp ver Stoß: 
traft. In dem Nenner findet fih das Trägheitsmoment 7 der bewegten 
Maſſen, fo daß die gefundene Formel, abgefehen von den Elafticitätsverhält- 
niſſen, fih kürzer durch 





_2ZPr 
77 


wiedergeben läßt, wodurch fie mit der für Drudkcäfte ($. 58) gefundenen 
Formel übereinftimmt, nur daß die dort benugte Winkelbejchleunigung ı bei 
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Stopkräften durd die Wintelgeihtwindigfeit o erfept wurde. Denkt man ZPp 
direct aus der gegebenen Stoßkraft m, c dur Zerlegung nach den drei Achſen 
entwidelt, fo findet fi der Figur gemäß: 
ZPp=myc(0.008ß—n.cosy). s 
Die Größe der gefundenen Winfelgefhwindigleit co ändert fih dem oben 
gefundenen Ausdrud zufolge, abgefehen von den anderen maßgebenden Werthen, 
mit ber Entfernung r des getroffenen Punktes von der Drehachſe. Soll unter 
den obwaltenden Verhältniſſen a ein Marimum werden, fo muß hiernach 


WB ii I, i aan, A 
T Im, ein Marimum oder + Mzrein Minimum fein. 


Zur Beftimmung des geſuchten Werthes von r ift 
T, T, 
Atmr-(A+mn) 








Tim In — 0 zu fegen. 

Es ift aber 
T, Tı _Nte-n) 
I Hm (A +) mean 
rn rn ” 

daher der Grenzwerth, für r=n, 
-. =0 oder - 
r= ....... (N 





Der in der Entfernung V = von der Drehachſe getroffene Punkt heißt 


Stoßpunkt und erhält alſo die Mafie m,, in dieſer Entfernung getroffen, 
die größtmöglichfte Geſchwindigkeit. 


Trifft umgelehrt der fi um eine fefte Achſe mit der Winkelgeſchwindigkeit 
© drehende Körper einen Körper von der Maſſe m,, der daburd in eine 
geradlinig fortihreitende Bewegung we wird, fo ift in der Formel 


( +V1<9 








vi Sei 4 Es - ei) 


m m 
T, . . 

e ⸗ r coa e ⸗ O: m au fegen, und wenn wir nod v, mit 

© bezeihnen, fo ift nad diefer Subftitution: 

a grocosnli +V1-J9- 


T, 
Ontmr 
31* 
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Die größtmöglichte Geihwindigteit ergiebt fi bier wieder für 


= V 7, 


weshalb der ſchwingende Körper zur Hervorbringung derjelben wieder wie im 
vorigen Falle mit feinem Stoßpunkte die Maſſe m, treffen muß. 


Bringen wir den erhaltenen Ausdrud für c auf folgende Form: 


T, 

7 a r con 
= — a+vV1-9, 

za tm 
fo bebeutet der Nenner die zu bewegende Mafie m, ber Zähler dagegen die 
Bewegungsgroͤße des ftoßenden Körperd, fo daß wir wiederum UWebereinftims 
mung mit ber in $. 57 für Drudfräfte aufgeftellten Formel finden, wenn die 
Bewegungsgroͤße ala Maß der Stoßkräfte angefehen und die Geſchwindigkeits- 
änderung 5 dur die Geſchwindigkeit c felbft erjegt wird. Die Formel hat, 
die Bewegungsgröße kurz mit P bezeihnend, die Form: 
P 


e=—. 


m 

76 In ven beiden zulegt behandelten Fällen hat die feſte Drehachſe durch 
den bervorgerufenen Stoß verſchiedene Kräfte aufzuheben, und daher felbit 
durch diefe Zerftörung der Kräfte, den Stoß auszuhalten. 

In Richtung der Drehachſe wirkt die Stoßfraft m, ccos«, welche ein 
Verſchieben der Drehachſe, in ihren Lagern, hervorzurufen ſucht. Der dadurch 
entftehende Stoß iſt fogleih vermieden, wenn die Wirkung der Stoßkraft in 
einer zur Drehachſe normalen Richtung erfolgt. Für dieje Annahme wird die 
dur den Stoß hervorgerufene Winkelgeſchwindigkeit: 


r B 
EB rw 22 


Zerlegt man jegt die Stoßkraft, welde mit dem Drehungshalbmefier r des 
getroffenen Punktes den Winkel 77 bilvet (Fig.391), nah Richtung des Drehungs⸗ 
halbmeſſers und normal dazu, fo wird die lehtere Componente allein Bewer 
gung verurfahen, die erftere dagegen die Drehachſe zu zerbrechen ſuchen. 
Soll das vermieden werben, fo muß 7 gleih IR fein, die Stoßkraft alfo 
tangential zu dem Nreisbogen wirken, den der getroffene Punkt bejchreiben 
würde. In diefem Falle ft: 


r 
en4mmmt 
Stößt ambererfeit® der ſchwingende Körper gegen den fortſchreitenden 
(Fig. 392), fo liegt zwar die Stoßfraft in einer zur Drehachſe normalen 


7 


Ebene, es geht jedoch die Componente = rosinn für bie Bewegung ver: 
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Ioren. Um dies zu verhindern und ambererjeit3 die aus ber Gomponente 
nah Richtung der Bewegung hervorgerufene Reaction gegen die Drehachſe zu 
vernichten, muß 70 gejegt werden, d. h. es muß auch hier die fortihreitende 


Fig. 391. Fig. 392. 





Bewegung der Mafje m,, in tangentialer Richtung des, vom getroffenen Punkte 
beſchriebenen Kreisbogens erfolgen. Für diefe Vorausſetzung ijt die Gefhtwin- 
digleit c der Maſſe m, nad den Stoße: 


e= — — ro. 

Ttmr 

Nachdem wir auf diefe Weife die Richtung und Lage der Stoßkraft jo 77 
beftimmt haben, daß keine ihrer Componenten verloren geht und ftoßend auf 
die Drehachſe wirkt, werben die einzelnen Mafjenelemente, durch den Stoß 

plöglic in eine andere Geſchwindigleit ver⸗ 
Fig. 393. fegt, allein nod eine Reaction auf die 
Drehachſe äußern können. Diefe entiteht 
durch die gegenfeitige Zerftörung der ur⸗ 
fprünglih angebradten Kräfte mit den 
Gegenträften der Bewegung. Um vie 
Reaction zu beftimmen, bezeihnen wir die 
einzelnen Mafjenelemente des um die feite 
Achſe ſchwingenden · Körpers (Fig. 393) 
mit ty; ar Ha «--, ihre Entfernungen von 
der Drehachſe mit 7], 19) 75..., ihre 
Coorbinaten mit 2, Yı» 215 22: Yar 22; 
Ay Yan Zur. 

Für diefe Annahmen find die tangentialen bewegenden Kräfte bei ber 
vorhandenen Winkelgeſchwindigkeit @, in rı & 42 720, Ur, @u.|.w. Die 
Winkel, welche viejelben mit ver Y+ und Z-Adhfe bilven, feien d,, &; 
du, 8; Öyı5-.- \ 

Nehmen wir zuerft den Fall, daß ber um bie fefte Achſe drehbare Körper 
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geftoßen wird, nennen die Goorbinaten des getroffenen Punktes wie oben 
1,n, 0; feine Entfernung von der Drehadfe r und bie Wintel,‘ welche vie 
Stoßfraft mit der Ys und 2.Achſe bilvet, B und y, fo ift die Reaction in 
Richtung der Y-Adje: 
m, cc ß — m Zu, rı cosd, 
ober 
m, e cos ß — m Zu, zı- 
Bezeihnen wir die Coorbinaten des Schwerpunftes der drehenden Mafje 
m, mit 2,y,2, ſo it Zu, =m 2 
Die Reaction in Richtung der V-Achſe daher: 
m; ccoß— am, 2. 
In Richtung der 2-Achſe entiteht die Reaction: 
myccoy— a Zu, r, cost, 
=mccsy+oZpyı 
=myc008y+ om y- 
Außer diefen Reactionen felbft find noch die hieraus hervorgehenden 
Paare in Betracht zu ziehen. Diefe find: 
a) für die Reactionen parallel ver Y-Achſe: 
Img eo cos ß — o Zu, 2, 215 
b) für die Reactionen parallel der 2⸗Achſe: 
Imyecoy+oZmyı i- 
Sollen hiernach fämmtlihe Stoßwirkungen auf vie Drehachſe verſchwinden, 
fo müflen folgende Bedingungen erfüllt werden: 
mccoß—amz—=0 
m,ccosyt+omy=0 
Im, ccaß— ol, 21 =0 
Im, c0sy+o Zu yın =0, 





worin ftatt @ der oben gefundene Werth m; € zu fubftituiren 


r 
wäre, Beachtet man jedoch, daß bie Reaction gegen die Drehachſe allein von 
der bewegten Maſſe m, herrührt, fo ift ftatt 7, + m, r?, 7,, und für die 
Winkelgeſchwindigkeit @, me zu feßen, 
ı 

Aus den beiden erften Bebingungsgleihungen ergiebt fih nad dieſer 

Subftitution (Fig. 394): 
coß= m 2=siny' 
ı 


T, 


0y= — m y= — cony!. 
By=—qmmy= r 
Durch Divifion diefer beiden Gleihungen entfteht: 


tang y' = zZ 
y 
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Durh Addition erhält man andererſeits, nachdem die Gleihungen 
quabrirt find: 
T, 
rs —. 
m Vy?+ z® 


Aus der erften Bedingung tang y' = y Pit A=y=»v,dbh. be 


Schwerpunlt S des drehenden Körpers muß mit dem getroffenen Punkte A 
(Sig. 395) deſſelben in einer durch bie Drehachſe gelegten Ebene liegen, zu 


Big. 394. Fig. 395. 





ver aljo die Stoßkraft normal gerichtet iſt. Sepen wir die normale Enter 

nung des Schwerpunftes S von ber Drehachſe gleich s, fo ift ver zweiten 
Bedingung gemäß: 

= —_ 

m 8 


die Entfernung r de3 getroffenen Punktes A von der Drehachſe ift alfo in 


. 4. Trägheitgmoment J 
Bezug auf dieſelbe gleich Tatilhes Moment” d. h. diefer Punkt muß biefelbe 
Entfernung von der Drehachſe haben wie ver beim phyſiſchen Pendel ges 
fundene Schwingungsmittelpuntt. 


(158) 


Berüdfihtigen wir ferner die Wirkung der Kräftepaare und fepen in ven 
obigen Ausbrüden die jept befannten Werthe von cos ß und cos y, fo entiteht: 
Im z— Zu 1. =0 
A Im y+Zuyıa=0d 
d. h. 
1 Zt aa _ Zmyı zı, 
m, 2 My 
Diefen beiven gleichzeitig beftehenden Werthen von 2 fann man im All: 
gemeinen nur Genüge leiften, wenn /=0, d.h. wenn Zu, u, = Zu V1 =0 
iſt. Aus dieſer Bedingung ſchließen wir nad $. 60, daß die Drehadfe eine 
der drei Hauptachſen des Körpers fein muß, die fi wegen 2= O,.in dem 
Durchſchnittspunkte, der Stoßkraft Ebene mit der Drehachſe, ſchneiden. 
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Stoßt im zweiten Falle der dreheude Körper gegen ven ſich geradlinig 
bewegenden, fo werden die in der Mafle m, durd den Stoß rege gewordenen 
Wiverftände fih gerade fo wie oben berechnen. Die Componenten der ur: 
ſprunglich wirkjamen Kraft find diesmal: 


in der YıAdie EN rwcosß, 
in ber Ze Adie 2 r@cosy. 
Tie auf die Achſe ftattfindenden Reactionen find daher: 
res om, z in Nihtung der YıYihe, 


Aroeosy 4 amyy in Richtung ver 2. die, 


ı Ara cB— Li 
T, als Wirkungen der Aräftepaare. 
Ar o cos y +0 Fayırı 
Für den Fall, daß das Syſtem diefe Stoßwirkungen allein verrichtet, 
haben wir, die Kräjte gleih Null gefegt: 





T, 
Tamp—om:= 


Damp komy=0 
Hieraus ergeben fih die Bebingungsgleihungen wie oben: 


tany y' = Zum 


ms 

Dir fegen zweitens die Wirkung der Kräftepaare gleih Null, indem mir 

ftatt cos ß und cosy bie durd die lehten Gleihungen beftimmten Werthe 
fubſtituiren: Im: -Eαν0ο 
Imy+Zayın=d 

wir kommen aljo in gleicher Weife zu derfelben Bedingung wie oben, es muß 

u 2 8 —— ° 

m: my 





I= 
d. h. 
Zui an=öhynm=o 
ſein. 5 
Faſſen wir die Bedingungen, unter welchen die Drehachſe eines fchwin- 
genden Körpers buch den Stoß feine Erfhütterung erleidet, zufammen, fo ers 
halten wir: 
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1) Die Stoßtraft wirt normal zu der duch bie Drehachſe und ven 
Schwerpunkt gelegten Ebene. In derſelben befindet ſich der Angriffspunft ver 
Stoftraft. 

2) Die Entfernung r des Angrifjspunltes von der Drehachſe ift durch 

= T, de 

r= ms beftimmt. 

3) Die Drehachſe des Körpers ift für denjelben eine Hauptachſe. 


Sol hiernach die Achſe de3 ſchwingenden Körpers im Augenblide des 
Stoße3 gar feine Reaction auszuhalten haben, gar feine Erſchutterung er: 
leiden, jo muß der Punkt des Zufammenftoßes ſammtlichen obigen Bedingungen 
gemäß gewählt werden. In diefem alle nennt man bvenfelben, Mittelpuntt 
des Stoßes. Hieraus folgt umgekehrt, daß ein in Schwingung begriffener 
Körper nur in diefen Punkte in feiner Bervegung gehemmt werben darf, wenn 
dabei eine Reaction gegen die Drehachſe vermieden werden foll, wobei aber 

"außerdem auch nod allen übrigen Bedingungen genügt werden muß. 
Aus dem Werther * wofür wirr ⸗ A ſchreiben wollen, folgt, 78 
ı 
daß wenn die Drehachſe durch den Schwerpunft des ſchwingenden Körpers 
geht, die Entfernung des Stoßmittelpunftes von der Drehachſe unendlich 
groß wird. Die Eonftruction defielben ift alfo in viefem Falle unmöglich, 
fo daß die Drehachſe dann immer durd den Stoß Erfdütterungen 
erleiden wird. Andererſeits folgt aber für die weitere Bewegung des 
ſchwingenden Körpers nad dem Stoße, wenn im Stoßmittelpunfte das 
Zufammentrefien erfolgte, wenn alfo fämmtlihen obigen Bedingungen genügt 
wird, daß die Dur die Bewegung hervorgerufenen, in $. 60 beftimmten 
Drude D, und D, nicht aufgehoben find, daß aljo die Drehachſe aud in 
vdiefem Falle Drud auszuhalten hat, Es iſt hieraus erfihtlih, daß e3 für 
die Drehachſe in einem ſchwingenden Körper feine Lage giebt, in welcher fie 
beide Reactionen, die durh den Stoß veranlaßte und die durch bie weitere 
Bewegung hervorgebradte, vernichten könnte, 

In der Praxis maht man hiervon bei dem Hammerbetriebe Gebrauch, 
und legt die Drehadhfe fo an, daß die durch den Stoß hervorgerufene Re: 
action aufgehoben wird, läßt aljo das Zufammentreffen ftet3 im Mittelpuntte 
des Stoßes erfolgen. Läßt fi der ſchwingende Körper durch eine zur Dreh: 
achſe normale Ebene in zwei gleiche und fymmetrifhe Theile zerlegen, fo wird 
die Drehachſe für ven Durchſchnittspunlt mit diefer Ebene eine Hauptadfe 
fein. In derfelben Ebene liegt der Schwerpunft des Körpers. Soll ein Stoß 
gegen venfelben keine Erſchütterung auf die Drehachſe ausüben, fo muß die 
Richtung des Stoße3 in derfelben Ebene und normal zu der duch den Schwer: 
puntt und die Drehachfe gelegten Ebene liegen und endlih muß der Stoß in 


der Entfernung r= * von der Drehachſe erfolgen. 





79 Theorie der Bewegung der Mafdinen. Cine Weide iü ame Bar: 
bintung von öryern, die ben Juwed haben, mitt cimer wiipraiblen Streit 
irgend eine Arbeit ;u verridten. Gz ich biermad cine nerbambene Stuait 
durch tie Raichine an irgent einen Bunlı gelraft werben, me he den wer 
langien Umüänten gemit beiler wirfiam iein faun Die Mıifime kaum Bier 
Erllarung gemäß werer Krait entwideln, uch icll Re ver ber gegebenen Srait, 
irgent erw: verfraufen. Tas leere wire Ah wit weßäkerig ermiden 
lanen, va Heibung, Trägbeit ver Maiien, unvermeklide Etibe im ver Wu: 
idine und andere Rebenumjtände aui Selen der ;u werridtenben Hrbeit die 
viöpomible Srait währen ter licbertragumg verringern werben. Gine Rx 
ſdine if hiernach um jo befier conſtrairt, um ic außer der Theil der wer: 
handenen Strait ih, der au den Urt der Arbeit gebradt wire. 

Tie in ber Praris zur Berwentung ismmenben SKıäjte Fu: 
Menjhen: und Thierträite, die Krajt des Windes, die Sail de: darch 
die Schwertraft bewegten Waflers, die Ewanſivkcait des Waierbampfes. 


zu deren Heritellung vie ganze Maidinenanlage gemacht wurbe. 

Ten erfien diejer Theile nennt man bie Kraftmaidine, dem dritten 
in Berbindung wit dem zweiten vie Arbeitsmaidhine, worurch ſich zegleich 
die beiden Hauptabtheilungen ergeben, in welche vie einzelnen Mafdyinen gehören. 

Wir venlen eine Maſchine in Bewegung gefept und achmen an, vie 
einzelnen Theile feien in einer jolden Weije confuirt, daß fie den harauf 
wirlenden Kräften volllommenen Wiverfiand entgegenfefen, daß aljo jeder ein: 
zelne Theil als volllommen feit angejehen werden darf. Dieſe Boramsiegung 
würde unzuläfig werben, wenn ſich während ver Bewegung häufig Etöbe 
wiederholten, die eine Jormänderung bewirten Tännten, woburd die Arheit: 
größe der fid) der Formänderung entgegenjegenden Wiverkände mit im Reh: 
nung gebradt werben müßte. In den Fällen jedoch, wo man durch ten 
Stoß jelbft eine Arbeit verrihten läßt, wie bei 2 
werfen, find die den Stoß erleidenden Theile fo ſtark conſtruirt, daß die 
Formänderung vernadjläffigt werben darf; die Geſchwindigkeit in der Majchine 
wird jedoch geändert, wodurch, wie wir in $. 73 gefehen haben, ein Berluk 
der vorhandenen Arbeitgröße herbeigeführt wird. Die den Stoß erleidenden 
Theile find daher fo viel ala möglid daftifd herzuftellen, um dieſen Berta 
an Arbeitgröße fo gering al3 möglich zu machen. 

In ven Fällen, wo die Berrihtung der Arbeit nit durch einen Stoß 
geihehen fol, muß man vie plöglihen Geſchwindigkeitsänderungen um fo 
mehr vermeiden, da damit jedesmal ein Berluft an lebenviger Kraft verbunden 
if. Zu dem Ende wendet man, um eine continuirlihe Bewegung allmälig 
in eine abwechſelnde umzuändern, Krummzapfen und Greentrils an. 

Die Arbeitgröße einer Kraft oder eines Widerſtandes beftimmt ſich nad 
3. 53 durch das Product Ps, wenn der Drud P conflant bleibt. Trifft 


i 
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das nicht zu, wie es im Allgemeinen bei einer in Bewegung befindlichen 
Maſchine der Fall fein kann, fo ift für jeden einzelnen Zeitmoment vie 
Arbeitgröße jeder Kraft ober jedes in der Maſchine vorhandenen Wiberftandes 
zu beftimmen und die algebraifhe Summe verjelben als Arbeitgröße ber wor: 
handenen Kräfte und Wiberftände anzuſehen. 

& fei hiernach EP, s, die Arbeitgröße der bewegenden Kräfte; & P, s, 
fei die der nüglihen Widerſtände in ber Mafchine, das ift die von berfelben 
verrichtete nüpliche Arbeit; IP, 43 fei die Arbeitgröße aller ſchaͤdlichen Wider: 
ftände, die fih mährend der Bewegung geltend mahen, und ZP,s, fei 
endlich die Arbeitgröße derjenigen Theile in der Maſchine, bie wermöge ihres 
Gewichtes bald im Sinne der Bewegung, bald in entgegengejepter Weile 
wirfam find. Blieb die Geihmwinvigfeit während der Bewegung der Mafchine 
viefelbe, befand fih die Maſchine alfo im Beharrungszuftande, fo ift die 
Arbeitgröße der bewegenden Kräfte gerade im Stande geweſen, die übrigen 
Leiftungen zu verrihten. Für biefe Vorausfegung erhalten wir die all- 
gemeine Gleihung: 

EZERsa—EBs»— ER tZRy=0 .. . (189) 

Befand fih die Maſchine dagegen nicht in dem Beharrungszuftande, fo 
mußten bie bewegenden Kräfte in den einzelnen Mafjentheilhen aud noch die 
Geſchwindigkeiten ändern. Die hierzu nothiwendige Arbeitgröße ift n. F. 57 
gleih dem Zuwachſe an lebendiger Kraft für jedes einzelne Mafjenelement, 
wenn wir die Aenberung in ber Geſchwindigleit gleihmäßig annehmen. 
Bezeihnen wir die Gefhmwindigteit zu Anfang ber Bewegung mit v,, zu Ende 
derjelben mit o,, und ein Mafjenelement mit m,, fo ift die zur Gefhwindig- 
teit3änderung nothwendige Arbeit: \ 

Zym (u’— vi?) 

In dieſem Falle haben wir die allgemeine Gleihung: 
ZRa—EPrs—ERy + EPs Em (00) =0 (160) 

Erfolgt die Bewegung in einem Kreiſe, fo ült ver Austrud Z m, (v,?—v,?) 
nod durch 47T (w®—E?) zu erſehen, worin T das Trägheitämoment ber 
bewegten Maſſe, & die Winkelgeſchwindigleit zu Anfang ver Bewegung und @ 
diefelbe, zu Ende derſelben bezeichnet. 

Wir laffen der Bequemligleit wegen die Summenzeihen (2) aus ver 
Gleichung fort, müfjen aber jeberzeit bei der Anwendung berfelben daran 
venten, daß jeder einzelne Summand eine algebraiihe Summe ver Arbeit: 
großen der einzelnen Kräfte oder Widerſtände darſtellt. 

Wir legen hiernach den folgenden Unterſuchungen die allgemeine Glei— 
chung zu Grunde: 

Pa—Ps—Pı + Ps — mi Gaꝰ - 0) — O. 

Man nennt die Arbeitgröße Ps, der bewegenden Kräfte die rohe 
Arbeitgröße der Mafchine, während 'Pz 8, die nutzbare Arbeitgröße ges 
nannt wird. 








42 Tora Arten 2 Sobetee Gopwel 

" Run ii ze ir jwoimiiager ort, je mehr isch ber 
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ex — were il — Rarimum 
⁊ ex A wer Atccziate Pc, Dieſe 
tes ;x äfvrrıvare Treat: P, als amd vom ber 
3 22 Cmmikt exe tier Futeren jeinen 
areiten Bert, ie wirt tur azivre Arer , fe amd die verrichtete 
Arteinnirte. Aarereriiit min IN ter Uebertrzrung Sıöbe jewie eine Zer⸗ 
legung des Trades ever ver Geiristisfer werminen werten, bie einen 
madtbeiligen Ciadas cus aben fernen 

Ter Sram P,», Welt tie Wrbeitzröße ver paineen Biterftände 
ver, vie fett einem Theil der reivm Arbeit au Reiten ber mupbaten ver: 
krauden werten Cine jwedmäsige Confracien ter Maidine wur ihrer ein: 
zelnen Theile wire vie NWrbeitsröße der beireifenten Wireriinte vermintern 
können, ie tab es für den Cenürucienr Haurtanigabe if, ten Summant 
Pz 5 zu einem Minimum ;u machen. 

Zus ten Eummant P,s, anbetriüt, ver Rd mit einem Teppelzeihen in 
ver Gleibung findet unt ib auf das Heben orer Sinfen ven Körpern, in ver 
Maihine währent ver Bewegung beziebt, jo wird das Glied natürlid ver: 
ibwinten, wenn der Schwerpunf des gamjen Eyiieme: währen der Bewe: 
gung in derjelben Horizentalen bleibt, wie ſich das ; 3. bei gut centrirten 
Aivern, Riemideiben over borizental bewegten Körpern jinket. 

Tas Geb P,s, ik dagegen mit einem pejitimen Zeichen in Rechnung 
zu bringen, wird aljo vie robe Arbeitgröße vermehren, wenn bie Körper, 
welche viele Arbeit erzeugen, während ver Bewegung belintig niederfinfen. 
Ter Summand ift weiter mit einem negativen Zeichen einzuführen, wenn tie 
Körper durch die Maſchine beitändig gebeben werten müjjen. In bielem 
Falle macht die Arbeitzröße P, s, einen Theil der mugbaren Arbeitgröße aus. 
Findet endlich bald ein Heben, bald ein Sinlen won Körpern in ver Ma: 
ſchine ftatt, wie e3 bei einem ſchlecht centrirten Rabe oder bei dem Zägegatter 
einer Schneidemühle vortommt, jo wird die mugbare Arbeit während ver Be: 
wegung periobiih vermehrt und vermindert, erhält jedoch jedesmal ven ur— 
fprünglien Werth, wenn der Maſchinentheil in dieſelbe Lage zurädgefommen ift. 

Wenn aud bierburd im Allgemeinen vie nugbare Arbeitgröße nicht ver: 
mindert wirb, fo wird doch eine perioviihe Veränderung in der lebendigen 
Kraft des Syſtemes hervorgerufen. Hieraus entjpringt eine Aendetung in ber 
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Geſchwindigleit, was mögliherwerfe auf die Dualität der Arbeit nachtheilig 
einwirfen lann. 

Das legte Glied 4m (v,?— v7?) endlich in der obigen allgemeinen Gleis 
hung giebt den Zuwachs an lebendiger Kraft während der Bewegung ar. 
Es verſchwindet, wie jhon oben angegeben, ganz aus ber Gleichung, wenn 
die Bewegung eine gleihförmige, wenn aljo vg = v, ilt. Solange vg >v,, 
iſt zur Bewegung der Mafjen ein Zuwachs an lebendiger Kraft nothwendig, 
welcher jederzeit die nugbare Arbeitgröße vermindert. Es ift hiernad die Ber 
megung in einer Maſchine fo viel als möglich gleihförmig einzurichten. 

Wird eine Mafchine in Vetrieb gefegt, fo muß bie Geſchwindigleit der⸗ 
felben allmälig von O bis zu der normalen v wachſen, die wo möglich zu 
erhalten it. Während biejer Zeit muß die Maſchine zur Bewegung ver 
Maffen die lebendige Kraft mv? entwideln, welhe für die nugbare Arbeit: 
größe verloren geht. Hieraus folgt, daß es umvortheilhaft iſt, die Maſchine 
während der Arbeit wieberholentlih anzuhalten, da die zur Herftellung der 
Geſchwindigleit notwendige Tebendige Kraft der nutzbaren Arbeitgröße vers 
Toren gebt. 

Denn die Arbeit der Mafchine darin befteht, Körper nad irgend einer 
Richtung zu bewegen, jo ift erfihtlih, daß diefelben die, Mafchine mit ver 
möglichft geringften Geſchwindigkeit verlaſſen muſſen, wenn ein größerer Ber: 
luſt an lebendiger Kraft vermieden werden foll. 

Wird die erlangte Geſchwindigleit in der Maſchine erhalten, fo befteht 
die Gleichung 159: 

Ba—-Bs»— Bas tRs=0. 

Aus derfelben folgt unmittelbar, daß die in der Maſchine vorhandenen 
Mafien dieſelbe Geihmwindigleit angenommen haben, da nur in .diefem Falle 
die lebendige Kraft in der Maſchine den conftanten Werth behalten Tann. 

Hieraus folgt: In einer Mafchine, die einen gleihförmigen Gang ans 
genommen, kann ſich fein Körper befinden, ver eine hins und hergehende 
Bewegung hat. Bei einer volllommenen Gleihförmigleit in der Maſchine 
muß die legte Gleihung für jeden Zeitmoment richtig fein, weshalb wir, 
unter 6 bie virtuellen Geſchwindigkeiten verftanben, für den gleihförmigen Gang 
der Mafchine die Gleihung erhalten: 

PR, —R%r—-BR5 tt, =0... 0.0. (161) 

Hierin liegt das Gefeg: Für den gleichförmigen Gang einer Maſchine 
muß die Summe der virtuellen Momente gleih Null fein, die bewegenden 
Kräfte müſſen alfo fämmtlihe Widerftände gerade überwinden, d. h. zwiihen 
den in der Maſchine auftretenden Kräften und Widerſtänden findet Gleichs 
gewicht ftatt ($. 40). 

Betrachten wir die legte Vedingungsgleichung noch einmal, fo ift in 
Betreff des Glieved + Po, zu bemerken, daß e3 gleich O ober pofitiv ober 
negativ fein kann, jenahdem ver Schwerpunkt jedes Korpers fih auf derſelben 
Höhe erhält, over P, 6, zw der rohen oder nugbaren Arbeitgröße zu rechnen 


494 Dritter Abſchain. Sechetes Capitel 
iR. Ein abwedfeluees Steigen oder Sinlen if wumögfih, da Dies Dir obige 
Beringungsgleihung aufheben mühte. Hafen wir da zulegt Nufgetellte zu: 
fammen, je ann eine Mafdine nur dann einen gleidhfürmigen Ganz er: 
halten, wenn ſich darin feine hin: und hergehenden Theile, jentern allein 
genam centrirte Räder, Wellen, Riem: und Schuurjcheiben x. veriuten. 
so Aus ver allgemeinen Gleihung 160 
Psa—Ppras—P34P,—4alt—N)=0, 
entwideln wir die nußbare Arbeitgröße Pr &2 
PRas=Pa—Rs + Ps —ym(s— u?) 
=P a4 —[Bs# Ps + 4m (et — rn?) 
Segen wir fatt des Alammerausdrudes, a. P, 5, , unter @ einen echten 
Brad verftanden, fo entfteht: 
"BRas=(M1-o).Ps. 
Der Factor 1—a, welcher jelbit wieder ein echter Bruch if, heißt ver 
Nugeffect der Maſchine und mag durd 7 bezeichnet werten: 


a8. .2.22222222. 00) 





Es iſt hiernach der Nupefiect einer Maſchine gleich der nudbaren Arbeit: 
größe, divivirt dur die rohe Arbeitgröße. In der Regel wird der Nutzeffect 
einer Maſchine in Procenten der rohen Arbeitgröße angegeben. 

Bill man die nugbare Arhbeitgröße einer Maſchine nad der oben auf: 
geftellten Gleichung beredinen, fo ift vor Allem die Kenntniß der rohen Arbeit: 
größe der disponiblen Kraft nothwendig. 

a) Für Menſchen- und Thierkräfte ift die Sache bereits in Ar. 28 der 
Uebungen des zweiten Abſchnitts erledigt (durch die, für vie Mittelmerthe von 
P,v,t gegebene Tabelle und die Gerftner’ihe Formel). 

b) Beftimmung der Arbeit der bewegten Luft. 

Es bezeichnen v die Geſchwindigleit des Windes in Metern, y das Ge: 
wicht einer Kubileinheit in Kilogrammen, Q da8 Bolumen der bewegten Luft 
in Kubitmetern. Die rohe Arbeitgröße Z ift glei der lebendigen Kraft: 


Ley am, 
g 


Da die Luft circa 800 mal leiter als Waſſer it, fo iſt fttt 7, Fu 
Kilogramm zu fepen. 

Bezeihnet F den Querſchnitt des Windftromes normal zur Bewegungs- 
richtung in Duabratmetern, fo it Q — Fo und die rohe Arbeitftärte L 
ift nach der Subftitution und Ausrehnung der numerifhen Werthe: 

L7 = 0,064 Fv®hm, 
c) Beltimmung ver Arbeitftärke des durch die Schwerkraft bewegten Wafjers. 
Bezeihnet Q das Waflerguantum in Kubitmetern, das in einer Secunde 
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auf die Maſchine fließt, und A die Höhe in Metern, von welder bafielbe 
herabfinkt, fo verrichtet daſſelbe die Arbeitftärte: 

7 = 1000 Qhkm, 

Iſt dagegen die Geſchwindigleit v befannt, mit der das Waller das fih 
entgegenftellende Hinderniß trifft, jo ift die Arbeitftärle, welche das Waſſer 
aufgenommen, welde es daher aud wieder an das Hinderniß abgiebt: 

17 1002 ‚am, 
29 

d) Um die rohe Arbeit des Waſſerdampfes zu beftimmen, haben wir 
zwei Unterfuhungen zu machen, jenachdem der Dampf während de3 ganzen 
Kolbenlaufes einftrömt oder nicht, d. h. jenachdem der Dampf ohne oder 
mit Erpanfion wirkt. 

a) Der Dampf wirle ohne Erpanfion. 

€ ſei der Dampforud auf 1 Duabratcentimeter Kolbenflähe glei 
p Kilogramm, und der Inhalt des Kolbens gleih F Duadratcentimeter. Der 
Drud auf die Gegenfeite des Kolbens betrage für jeden Duabratcentimeter 
g Kilogramm, und 85 fei die Länge des Kolbenweges in Metern. 

Die Arbeitgröpe Z ift für diefe Vorausfegungen: 

L=F@p— gem. 
Wenn die Majhine in jever Minute u Spiele macht, der Kolben alfo 


in diefer Zeit den Weg Zus Meter zurüdlegt, fo iſt die mittlere Geſchwin— 
vigfeit v des Kolbens: 





_2us 
60 
und die Arbeitjtärke: 
F=t —g) a im. 
F=nFo—dem 


Bei den Condenſationsmaſchinen ift g der Drud im Condenſator, bei 
den Maſchinen ohne Condenfation ift g gleich dem Atmofphärendrud auf jeden 
Duadratcentimeter = 1 Kilogramm. 

P) Der Dampf wire mit Erpanfion. 

Es bezeichne F die Kolbenflähe in Ouadratcentimetern, p bie ftärfere 
Spannung de3 Dampfes, >, die ſchwächere in Kilogrammen für jeden Duadrats 
centimeter, g den Drud in Rilogrammen für jeden Duabratcentimeter ber 
Gegenfeite des Kolbens, s die Länge des Kolbenweges, der beim Anfange der 
Erpanfion bereit3 zurüdgelegt ijt, und s, die ganze Länge des Kolbenweges 
in Metern, 


Die Arbeitgröße Z findet ſich mittelft höherer Mathematik: 


km 
L=roplı + 2,3026 109 (4) — . 
ı 


s 


4, Trirter Abjchmirt. Sechetes Eapitel 
Tie Arbeirnärte L= erbelien wir daber, wenn vie Maihime im amer 
Rinute w Kelteniciele matt, wena wir L mit 5 wultizlcieen: 


I= = = — + 2,3026 Ing (**) -4]”- 

Benn aus im Augemeinen bei mew zu eutrerienzen Hıaikomeu vie wu: 
bare Arbeit nah ver oben binzehellten allgemeinen Gleidung beim wırz, 
io verfäbrt man bei bereits auägerübrten Raichinen gewöhnlich im anderer 
Seiſe. Hier jiebt man eine dırecte Mefung der Berabuung wer, wur ba: 
dabei außer dem zw übertragennen Drud P, ten Bej # over die Gerbrin: 
digleit € veilelben zw beitimmen, jesadtem die Arbeitzröße oder Arbeiritirte 
ver Kraft verlangt wird. Die Jnitrumente, welde zur Behimmuny ter 
Kräite (Trud, Wiveritand x.) benußt werten, heißen: 

Krajtmeiier, Tynamometer. 

Tieje zerfallen in Gewidt:, jeder: und Bremitynamsmeter. 

Die Gewiht: und Federdynamometer find mit ven Gewicht: umb Ferer: 
wagen im Allgemeinen übereinſtimmend. Die Gewichtswagen find bereit: in 
Nr. 34 bis 38 der Uebungen des zweiten Capitels behandelt. 

Die Federwagen over Federdynamometer beftehen aus gebärteten Stahl: 
federn, auf welde die zu meſſenden Kräfte wirlen und eine Formänderung 
hervorbringen, die durch einen Jeigerapparat bemerkbar gemacht wird, we- 
durch ſich mittelbar die Größe der Kraft angeben läßt. Tie Stablfedern 
müfjen jo viel als möglih vollfommen elajtifd jein, weshalb die darauf 
wirkenden Kräfte niemals jo groß gewählt werden dürfen, daß die Elaſticitäts- 
grenze der Federn überihritten werde. Die zu diefen Dynamometern ver- 
wendeten Federn erhalten je nad) der verfdiedenen Anwendung verichiedene 
Formen (Fig. 396 und 397). 

Fig. 396. Fig. 397. 
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Dad Bremsdpynamometer oder ver Prony'ſche Zaum mirb benupt, 
um die Arbeitftärfe einer rotirenden Welle zu beftimmen. Das Princip ber 
Meſſung beruht hierbei darauf, die Mafchine von der gemöhnlid zu verrichs 
tenden Arbeit zu befreien und ftatt deſſen von der Maſchine eine Arbeit ver- 
richten zu laſſen, die fih leichter meſſen läßt. 

Das Bremsdynamometer (Fig. 398) befteht aus dem Hebel AB und 
dem Badenftüd D, welches auf der rotirenden Welle C ruht. Ein zweites 
ähnliches Badenftüd E, welches unter der Welle liegt, kann mittelit Schrauben: 
bolzen gegen ven Hebel beliebig ftart angezogen und bie Welle durch die 
beiven Badenftüde alſo beliebig eingepwängt werden. Durch das Einzwängen 
entjteht an dem Umfange der Welle Reibung, die von der Betriebskraft 
überwunden werden muß, da der Balken 4 B wegen des untergeftellten 


Fig. 398. 


Bodes F und des befeftigten Seiles 7 der Bewegung nicht Folge leiften 
kann. Bevor eine Mefjung vorgenommen wird, find während der gewöhn— 
lichen Arbeit die Anzahl Umdrehungen in der Minute von derjenigen Welle 
zu notiren, auf welcher das Bremsdynamometer angebracht werden fol. Nach: 
dem die gewöhnliche Arbeit entfernt, wird das Dynamometer angebradht und 
die Schrauben werden fo ftark angezogen, daß die Welle wieder die vorher 
beobachtete Anzahl Umdrehungen made. Sobald dieſer Zuftand eingetreten, 
können wir fchließen, daß die Arbeitgröße der erzeugten Reibung mit ber 
gewöhnlich zu verrichtenden Arbeit gleihe Größe haben muß. 

Iſt Q der durch das Anziehen der Schraubenbolzen hervorgerufene Drud 
in Kilogrammen am Umfange ver Welle, r deren Halbmefjer, der Reibungs— 
coefficient, fo ift die Arbeitftärke der Reibung, wenn u umdrchungen in der 
Minute gemacht werden: 

2urult 
u ar 


Da fih ver Drud Q nur auf ſchwierige Weife direct finden läßt, fo ſucht 
man mittelft der auf die Wagſchale bei M gelegten Gewichte oder durch eine 
Bernide, Meganit. I, Zweite Aufl, 32 
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bier angebrachte Federwage ver Reibung u Q das Gleihgewiht zu halten. 
Daſſelbe tritt ein, fobald der Ballen A B während der Bewegung der Welle 
eine horizontale Lage angenommen bat. Bezeihnet G das durch die Wage 
angegebene Gewidt in Kilogrammen plus den an den Punkt M rebucirten 
Gewicht des Hebels, jo ift die Gleichgewichtsbedingung für den Mittelpunlt 
der Welle ala Momentenpuntt: 

wAr=G.MC. 


Segen wir MC=a, fo ift hiernach die Arbeitftärke der Reibung, d. h. 
zu gleicher Zeit die Arbeitftärke der vorhandenen Kraft, wenn vie gewöhnliche 
Arbeit von der Maſchine verrichtet wird: 





co 
IF = 0,1047 Gau”. 

Eine zwedmäßigere Conftruction des Bremsdynamometers al? die vor: 
bergehenve ift die in Fig. 399 abgebildete, welche zuerft von Egen an: 
gegeben ift. J 

Fig. 39. 


T 


Es wird hier die Reibung niht am Umfange der Welle felbft, fondern 
an dem Umfange des gufeifernen Ringes D E F hervorgerufen, woburd ver 
Apparat für Wellen von verſchiedenem Durchmeſſer brauchbar wird. Die 
untere Bade iſt duch das fhmiedeeiferne Band erfegt, an deſſen einem Ende 
K fi) eine Schraube mit Mutter zum bequemen Anziehen des Bandes be: 
findet, während das andere Ende 4 durch einen Keil oberhalb des Balfens 
AB jeitgehalten wird. Durch das Loch Z wird dem Apparate Schmiere zu: 
geführt. Die Befeftiigung des Dynamometers auf der Welle geſchieht durch 
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ſechs Schrauben S, 7, U. Der gußeijerne Kranz DEF befteht gewöhnlich 
aus zwei halbkreisförmigen Theilen, die duch Schraubenbolzen aneinander be 
feftigt werden, wodurch das Aufbringen des Apparates auf die Welle bedeutend 
erleichtert wird. 

In Ermangelung eine® Bremsdynamometers kann man nah Profeſſor 
Weisbach die nugbare Arbeitſtärke auch mitteljt eines einfachen Gurte be: 
ftimmen (Fig. 400), indem man den Verſuch zweimal ausführt und babei 
das eine Ende B des Gurtes einmal auf der einen Geite in D und das 
zweite mal auf der entgegengejegten Seite in E befeftigt. Das andere Ende 
A des Gurtes, mit einer Wagſchale verfehen, wird in beiden Fällen fo ftark 
belaftet, daß die Welle die für die gewöhnliche Arbeit nothwendige Anzahl 


Fig. 400. 





u Umdrehungen made. Es ift hierbei durch die Maſchine die Reibung 
zwiſchen dem Wellmantel und ben biegfamen Bande zu überwinden. Bei 
dem erften Verfuhe hat für die in der Figur angegebene Vewegungsrichtung 
das befeftigte Ende die größere Spannung Q= P-+ die Reibung (7) aus: 
zuhalten, beim zweiten Verſuche wird dagegen dad mit den Gewichten vers 
fehene Ende fo ſtark beanſprucht. Beide Spannungen P und Q, demnach 
aud die Differenn Q— P verfelben, d. i. die am Wellmantel ftattfindende 
Reibung F, ergeben ſich durd den doppelten Verſuch unmittelbar. Bezeichnen 
wir den Halbmefier der Welle wieder mit r, fo ift für die voraußgefegten 
u Umdrehungen pro Minute, die Arbeititärte: - 


— _2ramu „_2rau 
a 
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bier angebrachte Federwage ver Reibung u Q das Gleihgewiht zu halten. 
Dafjelbe tritt ein, fobald der Ballen A B während der Bewegung der Welle 
eine horizontale Lage angenommen hat. Bezeihnet @ das durd die Wage 
angegebene Gewicht in Kilogrammen plus dem an den Punkt M reducirten 
Gewicht des Hebels, fo ift die Gleichgewichtsbedingung für den Mittelpunft 
der Welle ala Momentenpuntt: 
vAr=G.MC. 

Segen wir MC= a, fo ift hiernad die Arbeitftärfe der Reibung, d. b. 
zu gleicher Zeit die Arbeitftärke der vorhandenen Kraft, wenn vie gewöhnliche 
Arbeit von der Maſchine verrichtet wird: 








60 
I” = 0,1047 Gau”. 


Eine zmwedmäßigere Conftruction de3 Bremsdynamometers als bie vor: 
bergehende ift die in Fig. 399 abgebildete, melde zuerit von Egen an: 
gegeben ift. J 

Fig. 39. 


T 


& wird bier die Reibung nicht am Umfange der Welle felbft, fondern 
an dem Umfange de3 gufeifernen Ringes D E F hervorgerufen, woburd ber 
Apparat für Wellen von verjhiedenem Durchmeſſer brauchbar wird. Die 
untere Bade ift durd das ſchmiedeeiſerne Band erjegt, an deſſen einem Ende 
K fi eine Schraube mit Mutter zum bequemen Anziehen des Bandes be: 
findet, während das andere Ende HZ dur einen Keil oberhalb des Balfens 
ADB jeftgehalten wird. Durch das Loch Z wird dem Apparate Schmiere zu: 
geführt. Die Befeftigung des Dynamometers auf der Welle geſchieht durch 
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ſechs Schrauben S, 7, U. Der gufeiferne Kranz DEF befteht gewöhnlich 
aus zwei halbkreisförmigen Theilen, die duch Schraubenbolzen aneinander bes 
feftigt werden, wodurch das Aufbringen des Apparates auf die Welle bedeutend 
erleichtert wird. 

In Ermangelung eines Bremsdynamometers kann man nah Profeſſor 
Weisbach die nugbare Arbeitſtärke auch mittelft eines einfachen Gurtes ber 
ftimmen (Fig. 400), indem man den Verſuch zweimal ausführt und dabei 
das eine Ende B des Gurte einmal auf der einen Seite in D und das 
zweite mal auf der entgegengejeßten Seite in E befeftigt. Das andere Ende 
A des Gurtes, mit einer Wagfchale verjehen, wird in beiden Fällen fo ſtark 
belaftet, daß die Welle die für die gewöhnliche Arbeit nothwendige Anzahl 


Big. 400. 





u Umdrehungen made. Es ift hierbei durch die Maſchine die Reibung 
zwiſchen dem Wellmantel und dem biegfamen Bande zu überwinden. Bei 
dem erften Verſuche hat für die in der Figur angegebene Bewegungsrichtung 
das befeftigte Ende die größere Spannung Q= P-+ die Reibung (F) aus: 
zuhalten, beim zweiten Verſuche wird dagegen das mit den Gewichten ver: 
fehene Ende fo ftart beanſprucht. Beide Spannungen P und Q, demnach 
auch die Differenn Q— P derfelben, d. i. die am Wellmantel jtattfindende 
Reibung F, ergeben fid) durch den doppelten Verſuch unmittelbar. Bezeihnen 
mir den Halbmefjer der Welle wierer mit r, fo ift für die vorausgeſetzten 
u Umdrehungen pro Minute, die Arbeitftärke: 


— Irzu m_ 2rau 


= I 
u co oo nn. 
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Die Arbeitftärte L” erhalten wir daher, wenn bie Maſchine in einer 
Minute u Kolbenfpiele macht, wenn wir Z, mit 5 multipliciren: 





1 km 
=& Fplı + 2,3026 log ) * 

Wenn auch im Allgemeinen bei neu zu entwerfenden Maſchinen die nuß⸗ 
bare Arbeit nad der oben hingeftellten allgemeinen Gleichung beftimmt wird, 
fo verfährt man bei bereit ausgeführten Maſchinen gewöhnlich in anderer 
Weiſe. Hier zieht man eine directe Meflung ver Verehnung vor, und bat 
dabei außer dem zu übertragenden Drud P, ven Weg s oder die Geſchwin— 
digkeit v deſſelben zu beftimmen, jenachdem die Arbeitgröße oder Arbeititärte 
der Kraft verlangt wird. Die Inſtrumente, melde zur Beltimmung ver 
Kräfte (Drud, Wideritand zc.) benugt werden, heißen: 

Kraftmejjer, Dynamometer. 

Diefe zerfallen in Gewichts, Jeder: und Bremsdynamometer. 

Die Gewichts und Federdynamometer find mit den Gewichts umd Feder: 
wagen im Allgemeinen übereinftiimmend, Die Gewichtswagen find bereits in 
Nr. 34 bis 38 der Uebungen des zweiten Gapitel3 behandelt. 

Die Federwagen oder Federdynamometer beftehen aus gehärteten Stahl: 
federn, auf welde die zu mefjenven Kräfte wirken und eine Formänderung 
hervorbringen, die durch einen_Zeigerapparat bemerkbar gemacht wird, wo— 
durch fih mittelbar die Größe der Kraft angeben läßt. Die Stahlfevern 
müffen fo viel als möglich volllommen elajtifch fein, weshalb die darauf 
wirtenden Kräfte niemals fo groß gewählt werden dürfen, daß die Elaſticitäts- 
grenze der Federn überſchritten werde. Die zu diefen Dynamometern ver 
endeten Federn erhalten je nad der verſchiedenen Anwendung verfdiedene 
Formen (Fig. 396 und 397). 

Fig. 396. ig. 397. 
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Das Bremsdynamometer oder der Prony'ſche Zaum wird benutzt, 
um die Arbeitſtärke einer rotirenden Welle zu beſtimmen. Das Princip der 
Meſſung beruht hierbei darauf, die Maſchine von der gewöhnlich zu verrich— 
tenden Arbeit zu befreien und ftatt deſſen von der Mafchine eine Arbeit ver- 
richten zu laſſen, die fich leichter mefjen läßt. 

Das Bremsdynamometer (Fig. 398) befteht aus dem Hebel AB und 
dem Badenftüd D, welches auf der rotirenden Welle C ruht. Ein zweites 
ähnliches Badenftüd E, welches unter der Welle liegt, kann mittelit Schrauben- 
bolzen gegen den Hebel beliebig ſtark angezogen und bie Welle durch die 
beiven Badenftüde aljo beliebig eingezwängt werden. Durch das Einzwängen 
entfteht an dem Umfange der Welle Reibung, die von ver Betriebötraft 
überwunden werden muß, da ver Ballen A B wegen des untergeftellten 


Fig. 398. 


Bodes F und des befeftigten Seiles Z7 der Bewegung nicht Folge leiften 
Kann. Bevor eine Mefjung vorgenommen wird, find während der gemöhn- 
lihen Arbeit die Anzahl Umdrehungen in der Minute von derjenigen Welle 
zu notiren, auf welcher das Bremsdynamometer angebracht werden fol. Nach: 
dem die gewöhnliche Arbeit entfernt, wird dad Dynamometer angebradht und 
die Schrauben werden jo ftark angezogen, daß die Welle wieder die vorher 
beobachtete Anzahl Umdrehungen mache. Sobald diefer Zuftand eingetreten, 
können wir fchließen, daß die Arbeitgröße der erzeugten Reibung mit der 
gewöhnlich zu verrichtenden Arbeit gleihe Größe haben muß. 

Iſt Q ver durd das Anziehen der Schraubenbolzen hervorgerufene Drud 
in Kilogrammen am Umfange der Welle, r deren Halbmefjer, u der Reibungs⸗ 
coefficient, fo ift die Arbeitftärke der Reibung, wenn w Umprehungen in der 
Minute gemacht werben: 


I-=uQ 


urul 


60 





Da fih ver Drud Q nur auf ſchwierige Weife direct finden läßt, fo ſucht 
man mittelft der auf die Wagſchale bei M gelegten Gewichte oder durch eine 
BDernide, Mechanit. I. Zweite Aufl. 32 
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bier angebradte Federwage ver Reibung u Q das Gleidhgewidt zu balten. 
Daſſelbe tritt ein, fobald der Ballen A B während der Bewegung ver Belle 
eine horizontale Lage angenommen bat. Bezeihnet G das durd tie Mage 
angegebene Gewidt in Kilogrammen plus dem an den Punkt Af rewucirten 
Gewicht des Hebels, jo ift die Gleichgewichtsbedingung für den Mittelpuntt 
der Welle ala Momentenpuntt: 
pür=G.MC. 

Segen wir MC=a, fo ift hiernad die Arbeitftärfe der Reibung, d. b. 
zu gleicher Zeit die Arbeitftärte der vorhandenen Kraft, wenn vie gewöhnliche 
Arbeit von der Maſchine verrigtet wird: 





I” = 0,1047 Gau. 


Eine zwedmäßigere Conftruction des Bremsdynamometers al? die wor: 
hergehende ift die in Fig. 399 abgebildete, welche zuerft von Egen an: 
gegeben ift. J 

Fig. 399. 


T 


& wird bier die Reibung niht am Umfange der Welle felbft, fondern 
an dem Umfange des gufeifernen Ringe D E F hervorgerufen, wodurd der 
Apparat für Wellen von verſchiedenem Durchmefjer brauchbar wird. Die 
untere Bade ift durch das ſchmiedeeiſerne Band erfegt, an deſſen einem Ende 
K fi eine Schraube mit Mutter zum bequemen Anziehen des Bandes be: 
findet, während das andere Ende H durch einen Keil oberhalb des Balfens 
AB feitgehalten wird. Durch das Loch L wird dem Apparate Schmiere zu: 
geführt. Die Befeftigung des Dynamometers auf der Welle gejchieht durch 
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ichs Schrauben S, 7, U. Der gufeiferne Kranz; DEF befteht gewöhnlich 
aus zwei halbkreisförmigen Theilen, die duch Schraubenbolzen aneinander be 
feftigt werden, modurd das Aufbringen des Apparates auf die Welle bedeutend 
erleihtert wird. 

In GErmangelung eine® Bremsdynamometers kann man nah Profeſſor 
Weisbach die nugbare Arbeitſtärke auch mittelft eines einfahen Gurte bes 
ftimmen (Fig. 400), indem man den Verſuch zweimal ausführt und babei 
das eine Ende B des Gurtes einmal auf der einen Geite in D und bas 
zweite mal auf der entgegengejepten Seite in Z befeftigt. Das andere Ende 
A des Gurte, mit einer Wagſchale verfehen, wird in beiven Fällen fo ſtark 
belaftet, daß die Welle die für die gemöhnlihe Arbeit nothwendige Anzahl 


Fig. 400. 





u Umdrehungen made. Es ift hierbei durch die Maſchine die Reibung 
zwifhen dem Wellmantel und dem biegfamen Bande zu überwinden. Bei 
dem erften Verſuche hat für die in der Figur angegebene Bewegungsrichtung 
das befeftigte Ende die größere Spannung Q= P-+- die Reibung (F) aus: 
zuhalten, beim zweiten Verſuche wird dagegen das mit den Gewichten ver— 
fehene Ende fo ſtark heanfprudt. Beide Spannungen P und Q, demnach 
and die Differenz Q— P derjelben, d. i. die am Wellmantel ftatifindende 
Reibung F, ergeben ſich durch den doppelten Verfuh unmittelbar. Bezeichnen 
mir den Halbmefier der Welle wieder mit r, fo ift für die vorausgeſetzten 
u Umprehungen pro Minute, die Arbeitftärte: - 


= 
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bier angebrachte Federwage der Reibung u Q das Gleichgewicht zu halten. 
Daſſelbe tritt ein, ſobald der Ballen A B währen der Bewegung der Welle 
eine horizontale Lage angenommen hat. Bezeichnet G das durch die Wage 
angegebene Gewicht in Kilogrammen plus ven an den Punkt M reducirten 
Gewicht des Hebels, fo ift die Gleichgewichtsbedingung für den Mittelpunft 
der Welle ala Momentenpuntt: 
wAr=6.MC. 

Segen wir MC= a, fo ilt hiernach die Arbeitftärfe der Reibung, d. h. 
zu gleicher Zeit die Arbeitftärte der vorhandenen Kraft, wenn die gewöhnliche 
Arbeit von der Maſchine verrichtet wird: km 





IF = 0,1047 G au”. 

Eine zwedmäßigere Conftruction des Bremsdynamometers ala die vor: 
bergehende ift die in Fig. 399 abgebildete, welche zuerft von Egen an: 
gegeben ift. “ 

Fig. 399. 


T 


Es wird bier die Reibung niht am Umfange der Welle felbft, fondern 
an dem Umfange de gufeifernen Ringes D E F hervorgerufen, wodurch der 
Apparat für Wellen von verfchiedenem Durchmeſſer brauchbar wird. Die 
untere Bade iſt durch das ſchmiedeeiſerne Band erſetzt, an defien einem Ende 
K fi) eine Schraube mit Mutter zum bequemen Anziehen des Bandes be: 
findet, während das andere Ende 7 dur einen Keil oberhalb des Balfens 
AB jeftgehalten wird. Durch das Loch ZL wird dem Apparate Schmiere zu: 
geführt. Die Befeftiigung des Dynamometers auf der Welle geſchieht durch 
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ſechs Schrauben S, 7, TU. Der gufeijerne Kranz DEF beiteht gewöhnlich 
aus zwei halbkreisförmigen Theilen, die duch Schraubenbolzen aneinander ber 
feftigt werden, modurd das Aufbringen des Apparates auf die Welle bedeutend 
erleichtert wird. 

In Ermangelung eines Bremsdynamometers kann man nad Profefjor 
Weisbach die nugbare Arbeitſtärke auch mittelft eines einfahen Gurtes bes 
ftimmen (Fig. 400), indem man den Verſuch zweimal ausführt und babei 
das eine Ende B des Gurtes einmal auf der einen Geite in D und das 
zweite mal auf der entgegengejegten Seite in Z befeftigt. Das andere’ Ende 
A des Gurtes, mit einer Wagſchale verfehen, wird in beiven Fällen fo ftark 
belaftet, daß die Welle die für die gewöhnliche Arbeit nothwendige Anzahl 


Fig. 400. 





u Umdrehungen made. Es ift hierbei durd die Mafhine die Reibung 
zwiſchen dem Wellmantel und dem biegfamen Bande zu überwinden. Bei 
dem erften Verſuche hat für die in der Figur angegebene Bewegungsrichtung 
das befeftigte Ende die größere Spannung Q= P-+- die Reibung (F) aus: 
zuhalten, beim zweiten Verſuche wird dagegen das mit den Gewichten wer 
fehene Ende fo ftart beanſprucht. Beide Spannungen P und Q, demnach 
aud die Differenz Q— P derfelben, d. i. die am Wellmantel ftatifindende 
Reibung F, ergeben ſich durd den doppelten Verſuch unmittelbar. Bezeichnen 
wir den Halbmefler der Welle wieder mit r, fo ift für bie vorausgeſetzten 
u Umdrehungen pro Minute, die Arbeitftärke: - 
_2rzu 2rmu Im 


er * e 
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Uehbungen. 





1. Zwei Körper von den Mafien m, und m, bewegen ſich mit tem Ge: 
ſchwindigleiten c, und c, hinter einander und ſtoßen ſich geradlinig central. 


Wie ändern ſich die entwidelten Berthe von c, und r,, unter der Barans- 
fegung, daß 2 > c, ſei? 


a) Wenn m, ohne Bewegung if, 

b) wenn m, im Berhältniß zu m, jehr groß ift, 

<) wenn m, im Berhältnip zu m, febr groß umd ohne Bewegung ik. 
1) Für unelaftifhe Körper: 





_ _ tt 
. 2° „+ 

b) v=0.- 

)J)v=0 


2) Für volllommen elaftiihe Körper: 
— ma, „Bm 
tn nm 
b) = 
)u= 





9=24—% 
yn=—o 





2. Wie ändern ſich diefelben Werthe v, und oz, wenn fih die Körper 
gegen einander bewegen? 
1) Far unelaftifde Körper: 
voma—m ec, 
m + Mm, 
2) Für volllommen elaftifde Körper: 


v0, = 2a 02 — &ı (m — me) 
\ m + Mg 

un = a Ma — m) — 2m cı 
= . 


m + Mm; 
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3. Was wird aus v, und oz für die legte Vorausfegung, 
a) wenn beide Körper gleihe Bewegungsgrößen, 
b) wenn beide Körper gleihe Mafien haben. 

1) Für unelaftifde Körper: 


a) v=0. 
aa, 
b)ov= 7 
2) Für vollkommen elaſtiſche Körper: 
v4 u=—% 


= %=—0{. 

4. Ein unelaftifher Körper von 12,5 Kilogr. Gewicht bewegt fih mit 
einer Geſchwindigkeit von 6". 

Mit welcher Gejhwindigfeit muß ein anderer von 24 Kilogr. Gewicht 
gegen dieſen ftoßen, damit die Geſchwindigleiten beider vernichtet werden? 

3,125”. 

5. Gin unelaſtiſcher Körper von 20 Kilogr. und 5” Gefchwindigfeit 
wird von einem anbern von 15 Kilogr. und 9” Geſchwindigkeit geradlinig 
central geftoßen, indem beide Körper fi nach derſelben Richtung bewegen. 

Wie groß ift die gemeinſchaftliche Geſchwindigleit nah dem Stoße? 

64” 

6. Wie groß ift aber die gemeinfhaftlihe Geſchwindigkeit, wenn beide 
Körper fih gegen einander bewegen? 

1” nad Richtung des Körpers von 15 Kilogr. Gewicht. 

7. Um einen unelaftifchen Körper von 37,5 Kilogr. Gewicht aus einer Geſchwin⸗ 
digleit von 0,6” in eine von 1,6” zu verſetzen, läßt man ihn durch einen Körper 
von 30 Kilogr. geradlinig central ſtoßen. Welche Geſchwindigleit hat der lehtere? 

2,85". 

8. Zwei unelaftifhe Körper bewegen fi, der eine mit 9", der andere 
mit 12” Geſchwindigkeit, nad derfelben Richtung. Nach dem geradlinig cen: 
tralen Stoße haben fie eine gemeinſchaftliche Geihwindigleit von 10”, wenn 
ver geftoßene Körper 10 Kilogr. Gewicht hatte. Wie viel’ Kilogr. wiegt der 
ftoßende Körper? 10 Kilogr. 

9. Zwei volltommen elaftiide Kugeln von 6 Kilogr. und 15 Kilogr. 
ftoßen, indem fie fih nad entgegengefegter Richtung mit den Geſchwindig- 
keiten von 5" und 2,6” bewegen, gerablinig central auf einander. 

Wie groß find die Geſchwindigleiten nah dem Stoße? 

= bg" 
a=—1rar, 

10. Bon zwei gleich ſchweren elaftifhen Kugeln hat die eine 8", bie 
andere 3” Geſchwindigleit; fie bewegen fi gegen einander. 
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sa tieren Auzzrüden ift zu jegen: 





m 





ey Hin dy — (0, Bin ag — O2 FE) Fa (+ 11-9 


mg ning | (0 Hin — 02 in) ; En (1 + v1 a). 
m 


Tie Mintel der Bewegungsrichtungen nad dem Stefe mit ver Berüh: 
sungerbene beftimmen fih duch: 
2 008. 





eotg Pr : 


og = 
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14. Wie ändern fi die vorigen. Formeln, 
a) wenn fi) die Körper gegen einander bewegen? 
b) wenn die geftopene Mafie m, im Verhältniß zu m, fehr groß und 
in Ruhe ift? 
3) 0, = Vans t (000 m)% 


t2 = Vu? + (62 008 05)? 








w= sin — (ei sinay + en) · (+vVi=9 
= — nein + (sine Heinen), En „ut vi=9 
cotg f, = 2 208 dı En 2 
cotg ß2 = —— 


b) my = x und c2 SO geſeht: 
y=w=0 
v, = Vw? + (01 008 0,)2 
w=—asnay1—q 





1 
cot: = — cot, br 
9 ßı van 

15. Bon zwei unelaftiihen Körpern, die fi hinter einander bewegen, 

wiegt der eine 10 Kilogr., der andere 6 Kilogr. Der erfte bewegt fih mit 

26” Geſchwindigleit unter einem Wintel von 75° gegen die Berührungsebene. 
Der andere bewegt fih mit 10” Geſchwindigkeit und feine Bewegungs: 
richtung bildet mit derfelben Ebene einen Winkel von 45°. 

Mit welder Geſchwindigkeit und nach welcher Richtung bewegen fi bie 
Körper nah dem erfolgten ſchiefen Centralſtoße? 

& ift w, = w, = 18,35"; v, = 19,5", 2, = 19,66"; 
Bı = 69° 51'30", Ba = 68° 55' 40". 

16. Zwei Kugeln aus Elfenbein von 12,5 Kilogr. und 7 Kilogr. Ge: 
„wicht bewegen ſich ſchief gegen einander und kommen zum Gentralitoß. Die 
erſte bewegt fih mit 13” Geſchwindigkeit unter einem Winkel von 30°, die 
andere mit 5” Geſchwindigkeit unter einem Winkel von 75° gegen vie Be: 
rührunggebene. 

Welche Bewegungsveränderungen finden nad dem Stoße ftatt? 

Es ift, wenn wir nad der Tabelle n = 0,79 fegen, 

w 1,19%; v, = 11,32"; 0, =8,89"; vg = 9"; 
Bı = 173° 68'10", B, = 81° 43°. 

17. Zwei Körper aus Stahl ftoßen ſich geradlinig central, Der erfte 
hat ein Gewicht von 100 Kilogr. und eine Geſchwindigleit von 5”, ver 
zweite wiegt 60 Kilogr. und bewegt fi mit 12” Geſchwindigkeit. 
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Die groß ift der durch den Stoß verurſachte Berluft an Arbeitgröße? 
Bir fegen n nad der Tabelle gleih 0,309: 

„100.60 


v=202—-5) 160.9,81 








.(1—0,309) = 65 =. 


18. Zwei Gifenbabnzüge ftoßen fi geradlinig central, indem fie fih 
hintereinander bewegen. Der erfte hat ein Gewicht von 250 000 Kilogr. und 
eine Geihwindigleit von 6,6”, ber zweite wiegt 275000 Kilogr. und hat 
10” Geihwindigkeit. 

Wie groß ift die auf Zerftörung wirkende Arbeitgröße, wenn die Glaiti: 
citãt nicht mi wird? 

= 410 5,5): 250000.275.000 


km 
525000.087 160. 





19. Das Einrammen von Piählen bietet eine Anwendung ver Stob: 
geſetze. Hierbei läßt man eine ſchwere Maſſe m,, den Rammbär M (Fig. 402), 
Fig. 102. mit der Geihwindigteit cz, auf den Piahl A 
fallen, deſſen Maſſe glei m, fein mag um 
defien Geſchwindigkeit c, gleich Null if. 

Die Geibwindigfeit e], mit welcher der Pfahl 
nach dem Zujammenftoße einpringt, finden wir 

bei Annahme unvollfommen elaftiiher Körper: 


m HN 19. 


Tie hierbei ausgeführte Arbeitgroße des 
Biahles it 4m, e,? glei 
a_ mm? 1 1-98. 
Doreen Lust 
Die Arbeitgröße des Widerſtandes P, ver 
fih dem Eindringen des Pfahles entgegenjekt, 
muß dem entwidelten Werthe gleih jein. Seben 
wir den Wiverftand als conftant an und jepen 


den vom Pfahl nah einem Schlage des Büren 
rei Weg gleih 6, fo iſt: 


Pott, Im nur 1- 9° 


o=% 





Führen wir anftatt der U die Gewichte G, und Gy ein und ſehen 
a 
anftatt Fr die Falhöhe A des Bären, fo iſt: 


Raten Gh. 


6, +62 
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\ Es läßt jih die Länge 6 des Gindringens nah einem Schlage ſchlecht 
mefjen, weshalb man dafür das arithmetiihe Mittel aus a Schlägen (Hipe 
genannt) ſetzt. Iſt der Pfahl nah a Schlägen um s Meter eingedrungen, 


fo haben wir: 
s (KU -+HVI—-g 
re) 


Es läßt fih aus diefer Formel entweder der Widerſtand P finden, den 
ein Pfahl dem weiteren Eindringen entgegenfept, oder die Tiefe ⸗ des Ein- 
dringens bei der legten Hige, damit der Pfahl dem Einpringen einen Wider: 
ftand von P Kilogramm entgegenitelle. Sind diefe Aufgaben in der Praris 
zu löſen, fo nimmt man der Giderheit wegen Bär und Pfahl als unelaſtiſche 
Körper an und rechnet bei gewöhnlichen Wohngebäuben vierfache, bei wichtigeren 
Bauten ſechsfache Sicherheit. Die zu Grunde zu legenden Formeln find aljo: 


PR} 
— la, + u) 6 
Gl 1 
ar) * 
Beachtet man, daß für die Vorausfegung unelaſtiſcher Körper beide fi 
nad dem Stoße mit der gemeinfhaftlihen Geſchwindigkeit gleichzeitig weiter 


bewegen, fo.ift in ven legten Formeln ftatt des Factors G,,G, + G2 zu 
jegen, wodurch fih die genaueren Werthe ergeben: 





h& 
P=, 4% % 
_,a_% 
Pt 


20. Welches Verhältniß müſſen die Gewichte des Bären und Pfahles 
haben, damit die dur das Einrammen verurſachten Koften recht Hein werden? 

Die Koften find jederzeit ald ein Product aus Arbeit und Zeit anzu— 
fehen. Die Arbeitgröße befteht in dem Heben des Bären, ift aljo glei Gy h. 
Die Zeit ift hier der Anzahl ver Schläge a proportional, die zur Erzielung 
einer beftimmten Feſtigkeit gefchehen möüfjen. Hiernach find die Koften dem 
Producte 4 Gy h proportional, das wir bei gegebenem Gewicht G, zu 
einem Minimum zu machen Fe Es ift: 


„te? , 
— 


Soll dieſer Ausdrud ein Minimum werden, fo muß 
(+6)? 


@ 


hay= 


@,? 
=+20+% 


ein Minimum fein. 
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„2 
Ta das Gewicht G, gegeben, fo iſt der Grenzwerth von Fi FG: zu 
unterſuchen. Es ift 





GE, 
wre 6: 
6, — = G- 7 


Geht man hierin zur Grenze über, fo it G2 = G,' und ver obige 
Quotient gleih O zu fegen. Hiernach ergiebt fib: 
9G=6, 
vd. h. das Gewicht des Bären muß gleih dem des Pfahles fein. 


21. Man wendet beim Rammen bäufig einen Rammfnedt an. Ter- 
selbe befteht aus einem Körper, der zwiihen Pfahl und Rammbär geftellt 
wird, den Schlag daher unmittelbar empfängt und die empfangene Geſchwin- 
digfeit an den Pfahl überträgt. 

Bir behalten die in den legten Nummern getroffenen Bezeichnungen bei 
und jegen für das Gewicht des Rammknechts Gy, für feine Geſchwindigkeit 
nah dem Schlage v3. Für dieje Annahmen iſt der Widerftand P bei einer 
Tiefe 0, de3 Eindringens nad einem Schlage zu beitimmen, ein Vergleich 
zwiſchen 0, und dem oben gefundenen Werthe 6 anzuitellen und das Gewicht 
des Nammfnedtes zu beitimmen, damit das Nachtheilige deſſelben fo viel als 
möglich vermieden, 0, alſo recht groß werde. 

h 2 
Fan (er Fo) 












5 

h 
"la= (ars 
r GC +1 
(++)? 
d. h. unter denjelben Verhältniffen it 0, < 6, die Anwendung eines Kamm: 
tnechtes daher unvortheilhaft. 

)&=YVO 6, 

22. Bei einer Ramme fällt der Rammbär, der ein Gewicht von 350 
Kilogr. hat, 1,6” hoch herab, auf einen Pfahl, deſſen Gewicht 250 Kilogr. 
fein mag. Während der legten Hitze von 20 Schlägen fei der Pfahl 
0,105" eingedrungen. 

Welchen Miderftand leiftet der Erdboden? 

Welche ruhige Belaftung kann der Pfahl auf die Dauer tragen? 

16 250.250 


=20 5,708 600 


A= no: = 7936 Kilogr. 





) =6 





= 31 746 Kilogr. 
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23. Wie tief darf ein Pfahl von 225 Kilogr. Gewicht bei der legten 
Hige von 15 Schlägen eindringen, wenn der Bär das Gewicht von 300 Kilogr. 
‚hat, von 3” Höhe herabfällt und der Pfahl einen Widerftand von 100 000 
Kilogr. Teiften fol? 

125 _ 236 
S 19700000 525 

24. Für das Ginrammen von Pfählen ift noch zu bemerken, daß man 
bei einer Zugramme auf je 50 Kilogr. Värgewicht drei Arbeiter rechnen muß. 
Der Bär wird bei ſechs Stunden Arbeitszeit mit einer Geſchwindigkeit von 
0,209” gehoben, 

An einer Zugramme fei ein Bär von 500 Kilogr. auf 1,6” Höhe zu heben. 

Ein Pfahl gebrauhe 1200 Schläge, um vie nöthige Sicherheit zu ges 
währen. Wie viel Pfähle können täglich eingerammt werden? 

Das Gewicht des Bären verlangt dreißig Arbeiter. Diefe arbeiten mit 
einer Zugkraft gleich 





+3 = 0,043". 


32 = 163 Rilogr. 
Die täglich entwidelte Arbeitgröfe der dreißig Arbeiter ift daher 
30.163. 0,209..60.60.6. 
Andererfeits ift die zum Feſtſchlagen eines Pfahles nothwendige Arbeitgröße: 
500. 1,6. 1200. 
Die Anzahl = der Pfähle beſtimmt ſich demnach duch die Gleichung: 
x.500.1,6.1200 = 30. 16%..0,209.60.60.6. 
z= 2,4 Pühle taglich. 

25. Der bei dem Stoße auftretende Arbeitsverluft ruft bei unelaftifhen 
Körpern oder bei Körpern, die duch den Stoß über die Gfafticitätägrenze 
hinaus in Anſpruch genommen find, eine Formänderung hervor. In den 
Füllen der Praris, wo man eine derartige Formänderung beabſichtigt, bildet 
biernad der durch den Stoß hervorgerufene Arbeitöverluft, die eigentliche Nutz⸗ 
arbeit, während die Arbeit, melche eine weitere Bewegung erzeugen würde, 
vortheilhafterweife bis auf Nufl abnehmen könnte. Der Werth von 

MM Mg 
Mm + My 
wird aber für folgende zwei Bedingungen zu einem Marimum: 

a) c2 SO, d. h. die geitoßene Mafje befindet fih in Ruhe. 

b)m;= », d. h. die geftoßene Mafle fei in Bezug auf die ſtoßende 
Mafie m, fo groß, daß man den Summand m, jim Nenner de3 Ausoruds 
vernachläſſigen kann. 

Es ift für diefe Annahmen Mar V= m, c,* gleich ver lebendigen 
Kraft de ftoßenden Körper? und bei Benugung diefes Werthes wird n. 3.153 
die Tebendige Kraft Zm, v,2, melde zur Erzeugung der weiteren Bewegung 
dienen würde, zu Null. 


V= 1-0)? 


Ir Terra As Secdetes Cape 
25. Ca Temtcamn, wit a) 
zu nes jr itmuzeaze Zil berak. 







Berl, 2 geh ür tie sur Bares 
time, Jertomente x, wirterre Arteiigeiger 





„m. _4: 
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ta 62, tie Geiäzizrigfäit bei Amber, zit & 








r=1a-a)* 


Gregen wir unt tie Rofen turk tie Gewihee mm Führen für SI 














27 
tie yeltste hie: Damm ein, ie ir 
6; DI] 
G: Ei 3000 .2 2* 
V=6 zz, 80 a He 


vie letenzize Art Ym,c?—G,h tes Dummmers it Ragaz 1600“, 
taber ik tie auf Bewegung verwuntte Arkeiizöse 
Ya, 12 = 16000 — 14118 = 1892 

27. Stangeniörmige Körper baben bei Raitinemenkrmcieun mrmhmıl 
Siete im Rektung ihrer geemetriiten Are zu erlziten, werurh die ubielate 
oder relative Jeitigkeit in Anprub geremmex wirt. 

Sird bei tem Körper von ver Linse I wur tem Tæerichnitte f eine 
Austeknung eder Zuismmentridung d berrergeruien, wobei tie Grenze ter 
Elanticitãt nidt überihrütten werben muy, io it, unter P dem enigegewgejegten 
Zirerftand verftanden: 


Die Arbeitzröge des Virerftantes if, va derjelbe allmälig won Null bis 
P wit: 


vb 


Die Arbeit wird durch den Stoß bervorgeruien, wobei wir wellfemmen 
elajtiihe Körper verausiegen müjlen, da vie Clafticititsgrenze wicht über: 
jchritten werten je. Bezeihnen wir die Roßende Maſſe mit m,, vie eine 
Geihwintigteit cz befigt, indem jie von einer Höbe A berabjält. Der ge: 
ftoßene Körper hab: die Maſſe m, und befinde ſich in Ruhe, dann iR tie 
Geihwindigleit des legteren: 

nu=4+l(ae—e 


Hierin iR c, = 0, ehenjo g=O zu ſehen: 
— —. 
„+ 








4=2% 
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Mit diefer Geſchwindigkeit bewegt fih die geftoßene Maſſe m, und ver- 
richtet die Dehnung d. Die dadurch hervorgerufene Arbeitgröße Z m, v,? 
iſt daher: 
ft dahı Far, m, my? 
. (m + me)? R 
oder, wenn wir ftatt der Maflen die Gewichte einführen und ftatt 7 ;.h fegen: 
G. 2 
46,4 (=) . 
6 +% 
Wird diefer Ausorud glei) dem oben gefundenen 3 Pd gefept, jo 
erhält man eine Gleihung zur Beltimmung des Wiverftandes P: 





Wird bei der durd den Stoß hervorgerufenen Ausdehnung die Elaſti— 
citätSgrenze erreicht, fo find die Körper als unelaſtiſch anzujehen, und fie 
bewegen fih nad dem Stoße gemeinfhaftlih mit der Geſchwindigkeit 

m . 

"m tm, 


= 0 





Es ift daher in ven Zele 
— — ——— 
— 

Statt P ſeten wir . (0), fo erhalten wir: 

gi Ad 
IE +, 

Aus diefer Gleihung läßt fih die Fallhöhe A des Gewichtes G, be 
rechnen, damit ein Körper bis zur Glafticität3grenze ausgedehnt oder zu— 
jammengebrüdt werde: 

[G} 


3=4(7 TR 


gig. 403. 28. Bon welcher Höhe muß eine 

f ſchwere Maſſe A (Fig. 403) auf einen 
an feinen beiden Enden unterftügten 
prigmatifhen Körper B B berabfallen, 
um denſelben zu zerbrechen? 

Die durch den Stoß verrictete 
Arbeitgröße ift, unelaftiihe Körper vors 
ausgeſetzt: 

‚2__ 2 
tm 





()?= 


Ola + 
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26. Ein Dampfhammer, welcher 8000 Kilogr. wiegt, fällt von 2* Höhe 
auf das zu fhmiedende Stüd herab, Das Gewicht des Ambos betrage mit 
dem zu bearbeitenden Schmiebeftüde 60 000 Kilogr. Wie groß ift der Arbeits: 
verluft, wie groß iit die auf Bewegung des Ambos, auf Erihütterungen der 
Gebäude, Fundamente xc., wirkende Arbeitgröße: 

m m, c? Mg 
V=$%(@a— .)? — *2 
(8-0) mtm 2 Um hm' 
da cz, die Geihwinbigfeit des Ambos, gleich O. 
2 

Erfegen wir nod die Maffen durch die Gewichte und führen für Fr 
die Fallhöhe % des Hammers ein, fo ift 
— __ — km. 
5+% 8000.20 = 14 1184"; 
die lebendige Kraft 4m, c,?— G, h des Hammers ift dagegen 16 000%", 
daher ift die auf Bewegung verwandte Arheitgröße 

4m, viꝰ = 16 000 — 141 18 = 1882'", 

27. Stangenförmige Körper haben bei Mafhinenconftructionen manchmal 
Stöße in Richtung ihrer geometrifhen Achſe zu erleiden, wodurch die abfolute 
oder relative Feftigkeit in Anjpruh genommen wird. 

Wird bei dem Körper von der Länge Z und dem Uuerfchnitte f eine 
Ausdehnung oder Bufammendrüdung d hervorgerufen, wobei die Grenze der 
Glafticität nicht überf&ritten werden mag, fo iſt, unter P ven entgegengefegten 
Widerſtand verftanden: 





17 
=57 

Die Arbeitgröße des Widerſtandes ift, da derfelbe allmälig von Null bis 
P wächſt: 


Pa, 
d. h. * 


1 Pl 

157 
Die Arbeit wird duch den Stoß hervorgerufen, wobei wir vollfommen 
elaftiihe Körper vorausfegen müſſen, da die Gfafticitätögrenze nicht über: 
ſchritten werden fol. Bezeihnen wir die ftoßende Maſſe mit my, die eine 
Geſchwindigkeit c, befigt, indem fie von einer Höhe A herabfällt. Der ge: 
ftoßene Körper hab: die Mafje m, und befinde fih in Ruhe, dann ift bie 

Geſchwindigkeit des lepteren: 











vi ⸗ei 4 Ea — 9. 
Hierin iſt c, = 0, ebenſo = * zu en: 
v=20 ” 


m 
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Mit diefer Gefchivindigfeit bewegt ſich die geftoßene Maſſe m, und ver 
richtet die Dehnung d. Die dadurd hervorgerufene Arbeitgröße $ m, v7? 


iſt daher: 2 
4-40? m Mg a 
. (m + m) 2 
oder, wenn wir ftatt der Mafjen die Gewichte einführen und ftatt 37 h fegen: 
@. 2 
4@G,kl—2_). 
+) 


Wird diefer Ausdrud gleih dem oben gefundenen } Pd gefept, fo 
erhält man eine Gleihung zur Beltimmung des Wiverftandes P: 





Wird bei der durd den Stoß hervorgerufenen Ausdehnung die Elaſti— 
citätägrenze erreicht, fo find die Körper als unelaſtiſch anzufehen, und fie 
bewegen fi nad dem Stoße gemeinſchaftlich mit der Geſchwindigkeit 

Mr. 
m + Mm, 


v=o 





Es ift daher in dieſem Falle: 
} PIl_ 0? 62 
JE 2936 +% 
Statt P fegen wir f. (0), fo erhalten wir: 
A oen 
I Tran 
Aus diefer Gleichung läßt fih die Zallhöhe 4 des Gewichtes G, bes 
rechnen, damit ein Körper bis zur Glafticitätsgrenze ausgedehnt oder zu: 
jammengebrüdt werbe: 


(+. 


Fig. 408. 28. Bon welcher Höhe muß eine 

R ſchwere Mafje A (Fig. 403) auf einen 
an feinen beiden Enden unterftüßten 
prismatifhen Körper B B herabfallen, 
um benfelben zu zerbrechen? 

Die durh den Gtoß verrichtete 
Arbeitgröße üft, unelaftiihe Körper vors 
ausgeſetzt: 





a 
hm 
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worin c die Geihmwindigfeit de3 ftoßenden Körpers unmittelbar wor dem Zu- 
jammenftoße, m, die fallende und m, die getroffene Mafje bezeihnet. Die 
legtere erleidet jedoh nur eine Durcbiegung, wird alio nit vollſtändig jert- 
bewegt, fo daß in der obigen Formel nur ein Theil von m, in Rebnung ge: 
bradt werben darf. 

Verjuche in der neueften Zeit haben ergeben, daß ftatt m,, Jm, zu 
jegen if. Die durch den Gtoß verrichtete Arbeitgröße ift daber: 


oder ftatt der Maſſen die Gewichte und ftatt der Geſchwindigleit c die Jall- 
höhe A eingeführt: 
65? 
I+% 
Jit P ver in der Mitte des unterftügten Körper bei der Durchbiegung 
8 hervorgerufene Widerftand, fo entipricht diejer größten Senkung eine Arbeit: 
größe gleid 4 Ps, da P allmälig von Null bie P wächſt. Für & jegen 
wir den in $. 70 2c angegebenen Werth der Durdbiegung: 
„pe 
O48EI 
unter 2 die Länge de3 unterftüßten Körpers verftanden. Die zu verrichtende 
Arbeitgröpe 3 Ps ift demnach: 
p2ı3 
BI 
Sobald die Clafticitätgrenze erreiht wird, ift: 
J 
P=4(6) w 
Die zu verrichtende Arbeitgröße ift daher: 


J 
Ita. 
Wird diefer Werth dem Obigen gleichgefegt, jo erbält man die zur Ber 
tehnung von A nothwenvige Gleihung: 





_ jo)? Jı 
1-4) at 
29. Welhen Halbmeffer muß eine Welle erhalten, die in der Entfer: 
nung R von der geometrifhen Achſe einen Stoß erleidet? 
Die der Welle nah dem Zufammenftoß gebliebene Geſchwindigkeit iſt 
nad 8. 76: T 


j 
nrmmRo 


Uebungen. 511 


wenn @ die Winkelgeſchwindigleit unmittelbar vor dem Stoße, T, das Träg- 
heitgmoment der Welle und mg die geftoßene Maſſe bezeichnet. Die durh 
den Stoß verrihtete Arbeit iſt demnach bei Annahme unelaftiiher Körper: 


(Tı T, 
Mater m @ 
T, 2 
17 7m,m® 

Durd den Stoß wird die Torfionzfeftigleit der Welle in Anſpruch ger 
nommen. Nennen wir den Torfionswiderftand P, ven Verbrehungsmintel a, 

jo iſt die zu verrichtende Arbeitgröße: 

4PRa. 


Statt a fegen wir n. F. 149b: Tr wonach die zu werrichtende Arbeit» 
größe gleih J PR», wird, Wird der Körper bis zur Clafticitätsgrenze 
durch den Stoß in fa genommen, fo iſt n. F. 150: PR=(r) % 


und baher die zu verrichtende Arbeitgröhe 4 (7)? 2 Durch Gleihfegung der 


beiven Werthe, welche die verrichtete und die zu Verrictende Arbeit ausdrüden, 
erhalten wir eine Gleihung zur Beftimmung von e, d. i. der Halbmeſſer r der 


R z z 
. „= 4 Tya 
Delle. Es ift J, 33 a ar und 











72 
ı A 1 
IT FmR 4.()' Fre) daber 
2 
_T.@ = 


@ UT, + m; R*) 

30. Zur Beftimmung der Geſchwindigkeit von abgeſchoſſenen Kugeln be: 
dient man fih eines Pendels (Fig. 404 a. f. ©.), das hierbei aus einer recht 
ſchweren Maſſe hergeftellt und an der Anfchlagjeite der Kugel mit weichem 
Holze oder Thon ausgefüttert ift, um den Zuſammenſtoß fo viel al3 möglich 
unelaftifh zu erhalten. In dieſer Anwendung heißt der Apparat bal- 
Liftiihes Pendel. 

Es fei mg die Mafje ver Kugel A, c die Geſchwindigkeit, mit der fie 
anfhlägt, r die Entfernung des Anfhlagpunftes von der Drehachſe des Pen: 
dels, T, das Trägheitmoment befjelben für diefe Achſe. Hat das Pendel 
vor dem Bufammenftoße feine Geſchwindigleit, fo ift die erlangte Wintel- 
geſchwindigkeit & nad dem Anſchlage der Kugel, in Folge $. 76: 


r 
7 Feng" 








ur ailnaowen 1 einer TAwingung ift aber: 


tz V -=—, 
yn 
wenn bus Fenuel nn Schmingungen in einer Minute macht. 
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Hieraus erhält man: 


V g_.E 
7760’ 


und nad Subſtitution dieſes Ausbrudes in dem Werth für die Geſchwin— 
digleit ce: “ 


o= 0100 trat -. 


31. Es ift mit Hülfe eines balliftifchen Pendels von 2000 Kilogr. Ger 
wicht die Geſchwindigleit einer abgeſchoſſenen Kugel von 5 Kilogr. zu beitimmen. 
Der Ausſchlagwinkel des Pendels ift 16°, wobei in einer Minute 30 Schwin⸗ 
gungen gemacht werben. Die Entfernung des Schwerpunkte von der Dreh: 
achſe jei 1,9”, die des getroffenen Punktes von berfelben 2,2", 


Wie groß ift die Geſchwindigkeit, wenn ber getroffene Punkt Mittel» 
punkt des Stoßes ift, wenn aljo in der obigen Formel r gleih I ge 
fest wird? 


Die groß ift dagegen die Geſchwindigkeit der Kugel, wenn das Pendel im 
Stoßpuntte getroffen wird, wenn man aljo r = v2 jet? 

Das Trägheitämoment 7, des Pendels findet fih nah $. 61: 

2 
n=(£) ae 
Es if 
212 
n= &) . 2000. 1,9 = 1540 

1540 .9 + 52,22 




















= 0100. EEE ing = 0014" 
« 
= 01007 .50. 108 + 308° ng 333,6m 
3 
2 
0 = 01097. 30.1409 E50 u 9 = uam. 


32. Ein cylindrifhes Geſchoß aus Schmiedeeiſen von den Durchmeſſer 
und Zem Länge trifft eine ſchmiedeeiſerne Panzerplatte mit 400” Geſchwin⸗ 
digkeit. Welche Dide 8 erhält die. Platte unter der Vorausfegung, daß der 
Widerſtand derſelben fih mit dem durch den Stoß hervorgerufenen Drud gerade 
im Gleichgewicht befinde. 

Die abzufheerende Fläde ift m dd, daher ver zur Abſcheerung noth- 
wendige Drud n. 5. 189b glei Tr dd und die Arbeitgröße deſſelben, 
unter der Borausfegung, daß. der Abſcheerungswiderſtand conftant bleibt, gleich: 


8 
Tadd-sg 
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Nahdem das Pendel durch das Anſchlagen der Kugel in Bewegung ger 
fegt worden ift, wirb es den Gefegen des phyſiſchen Pendels im Allgemeinen 
folgen. Bezeichnet 2 die Entfernung des Schwingungspunktes von der Drehachſe, 


Fig. 404. 


fo ift 2@ die Geſchwindigkeit deſſelben, welhe von der Höhe des vom 
Schwingungspunkte durdlaufenen Kreisbogens abhängig ift. Wir erhalten, 
wenn & den Ausſchlagwinkel ECD des Pendels bezeichnet: 
(do)?=2g1l(1— oosa) 
2 
(lo®=4glen 
2 
3, 


—T 
o=28nz 


Durch Gleihjegung der beiden für @ gefundenen Werthe erhält man ein 
Mittel, die Anfangsgefhwindigkeit c der Kugel zu finden: 


——— —=25n 1/8 
Eramme=zumsy! 





Mgr 


wenn das Pendel n Schwingungen in einer Minute macht. 
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Hieraus erhält man: 


Vi=t: 
260° 
und nah Subftitution dieſes Ausprudes in dem Werth für die Geſchwin— 
digkeit ec: “ 
2 
= 0,1007, at rar? — 
Mg r 2 


31. € ift mit Hülfe eines balliftifhen Pendels von 2000 Rilogr. Ger 
wicht die Geſchwindigleit einer abgeſchoſſenen Kugel von 5 Kilogr. zu beftimmen. 
Der Ausſchlagwinkel des Pendels ift 16°, wobei in einer Minute 30 Schwin: 
gungen gemacht werben. Die Entfernung des Schwerpunttes von ber Dreh: 
achſe ſei 1,9”, die des getroffenen Punktes von berfelben 2,2”, 

Wie groß ift die Geſchwindigkeit, wenn der getroffene Punkt Mittel: 
punkt des Stoßes ift, wenn alfo in ver obigen Formel r gleih I ger 
fegt wird? 


Wie groß ift dagegen die Geſchwindigkeit der Kugel, wenn das Pendel im 
Stoßpuntte getroffen wird, wenn man alſo r = V H fest? 
Das Trägheitsmoment 7, des Pendels findet fih nad $. 61: 


2 
2, =[2)”. 2000. 1,9 = 1540 
z 


a 
c, = 0,1047..30. 1940.94 5:32 








⸗in 8 = 601,4" 














5.22 
2 
ca = 0,1047. 30. 100.9 +8: 398° 8 = 333,6m 
2% 
a 
% o1007 .30.1240.9 8 ein 8 = 48", 





32. Ein cylindriſches Geſchoß aus Schmiebeeifen von dem Durchmeſſer 
und Im Länge trifft eine ſchmiedeeiſerne Panzerplatte mit 400” Geſchwin— 
digkeit. Welche Dide 5 erhält die Platte unter der Vorausfegung, daß der 
Widerſtand derſelben fih mit dem durch den Stoß hervorgerufenen Drud gerade 
im Gleihgewiht befinde. 

Die abzuſcheerende Flähe if m dd, daher ver zur Abfcheerung noth— 
wendige Drud n. F. 139b gleih Tr dd und die Arbeitgröße deſſelben, 
unter ber Voraußfegung, daß der Abſcheerungswiderſtand conftant bleibt, gleich: 


ö 
Tnas_ 
er 
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Diefe Arbeitgröße ift für den Gleichgewichtszuſtand gleich der lebendigen 
Kraft des Geſchoſſes, daher haben wir die Ausgongsgleidung, das fpecifilbe 
Gewicht des Eiſens zu 7,7 genommen: 

2.1. 77.400 = Tadd. Da er 

7,7 .400° 
 4.10.2.9,81. 

Segen wir 7 = 3500 Kilogr., fo — ſich: 

02 = 0,448 dl. 

Nehmen wir 2=2d, fo finden wir d = 0,95 d. 

Macht man hiernach die Dide 5 der. Vanzerplatte gleih dem Durch⸗ 
mefier d des Geſchoſſes, fo ift eine Gefahr der Zerftörung nicht vorhanden. 


ya 


33. Dauntenwellen werden in ver Praris häufig zum Heben von 
Stampfen benugt. 

Das Gewicht einer Stampfe ſei G,, ihre Maſſe m,, ver Zufammenftoß 
zwiſchen Daumen und Hublatte liege, wie es gewöhnlich der Fall ift, mit dem 
Mittelpunfte der Daumenwelle in einer horizontalen Linie und habe die Ent: 
fernung R. Die Daumenwelle befige vor dem Stoße die Winkelgeſchwindigkeit 
@, ihr Trägheitämoment fei T. 

Unter der Borausjegung unelaftifher Körper haben wir nah $. 76 für 
die nah dem Stoße gemeinſchaftlich ftattfindende Geichwindigteit ec: 


Die dur den Stoß geänderte Geihwindigkeit bedingt die vorhandene 
Arbeitgröhe: 


4 [ 


Sign T - m, RB? 
Bor dem Stoß beſaß die Welle eine Arbeitgröße gleih 4? T. 
Die durh den Stoß verlorengegangene Leiftung ift deshalb: 


r 
Rogge 


Die träge Maſſe m, der Stampfe muß durch die vorhandene Kraft in 
die Geſchwindigkeit c verfegt werben. Die hierzu nothwendige Arbeitgröße ift: 
7m, 
2 — 2 . 
NT m Ra 


Die Stampfe ift endlich auf die Höhe % zu heben, wozu bie Arbeitgröße 
m; gh gehört. Die vorhandene Betriebätraft muß hiernach, abgefehen von 
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der Arbeit der Reibungstoiderftände, zur einmaligen Bewegung einer Stampfe 
eine Arbeitgröhe entwideln, welche gleich it: 

27T T 
m ma 
Sind bei dem Stampfbetriebe & Stampfen vorhanden und foll jede ber: 
jelben n mal in einer Minute gehoben werden, fo iit die nothwendige Arbeitjtärte: 
na „(27+m, RT 
10 Ra me ron] 
und wenn man Ro= 1,12 Y% fest, jo iſt: 
_ (@T+m, R)T 
= mh + B 
m ne +? 
Bei Annahme u Hubgeſchwindigleit Ro = v = 1,12 YA wir 


= 











die Hubzeit , = — == 0,89 Vh. Die Falfeit tz einer Stampfe ift 


112 20 
andererſeits gleich v- = 0,45 Vh. Yieraus findet ſich die Zeit £ zwiſchen 
zwei aufeinander eigenen Huben, wenn man 4 derſelben als Ruhezeit zu: 
läßt, damit bei einiger Unregelmäßigteit die Hublatte nicht auf den Daumen 
ſchlage. Aus Jt=t + a folgt: 





t= 1,6 Vn. 
Weiter ift nt = 60, daher die Anzahl n der Hübe pro Minute: 
no _60__ 375, 
10V va 


Bezeihnet B die Zahl der Stampfen, welche zu gleicher Zeit an ver 
Welle hängen, fo kommen 4 Anhübe auf vie Hubzeit eines Daumen, und es 





ift darnach dieſe Hubzeit &, = soR , melde um die allzeit &, vermehrt, 
bei Annahme von 4 ver ganzen Zeit als Ruhepauſe, zu ver Gleihung führt: 
60B — 60 
ra Er 2 





Hieraus findet ſich ein zweiter Werth für n = 22,2 - 


avh 
Sepen wir beide Werthe von n * gleich, ſo entſteht: 
37,5 —6B 
375 999. — un 
vr *7 un 
B= 0,660. 


Ergiebt fih hieraus für 4 feine ganze Zahl, fo wäre die Arbeit ungleich: 
förmig, und es ift dann n und v fo lange zu ändern, bis fih für ß eine 
33* 
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ganze Zahl herausſtellt. Soll die Daumenwelle in einer Minute u Ums 
drehungen machen und ift @ die Anzahl der Daumen, welche im Umfange der 
Welle auf eine Stampfe wirken, fo iſt n=u.a. In Folge diefer Gleihung 
iſt u fo zu wählen, daß bei beftimmtem Werthe von n fih aud für a eine 
ganze Zahl ergiebt, Der Theilrißhalbmeſſer R der Daumen beftimmt fi 
endlich durch die Gleichung v — aanr. J 

34. Die Bewegung von großen Hammern geſchieht ebenfalls durch 
Daumenwellen. Je nach der Lage des Angriffspunftes der Daumen unter: 
ſcheidet man drei Arten von Hämmern, die in der Gifenfabrifation zur Anz 
wendung kommen. 

1) Shwanzhämmer. Diefelben haben einen über den Drehpunft ver: 
längerten Stiel oder Helm, der Schwanz genannt, gegen deſſen Enve die 
Daumen abmwärtsprüdend wirken. Schmwanzhämmer maden 200 bis 400 
Söhläge in einer Minute, und wiegen 40 bis 75 Kilogr. 

2) Aufwurfhbämmer Die Daumenmwelle liegt bier dem Helme pas 
rallel und die Daumen greifen zwiſchen Drehpunkt und Hammer von ber 
Seite unter den Helm. Dergleihen Hämmer machen 70 bis 200 Schläge 
in einer Minute und wiegen 300 bis 400 Kilogr. 

3) Stirnhämmer. Das Heben eines folhen Hammers geihieht an 
der Stirn, indem die Daumenmwelle quer vor dem Hammer liegt. Ein folder 
Hammer maht 50 bis 60 Schläge in einer Minute und wiegt mit dem 
Helme 2500 bis 4000 Rilogr. 

Die beiden erften Arten find mit hölzernen Helmen verfehen, während 
ein Stirnhammer ganz aus Gußeiſen befteht. J 

Bei den Hämmern iſt die Lage der Drehachſe von der größten Wichtig⸗ 
keit, da bie plohlichen Bewegungsänderungen Stoß gegen dieſelbe verurſachen. 
Wahrend des Betriebes haben zwei verſchiedene Punkte Stoß zu erleiden, der 
Angriffspunkt der Daumen und die Bahn des Hammers beim Aufſchlagen 
deſſelben auf den Amboß. 

Beide Punkte müßten n. F. 158 damit jegliche Reaction gegen die Dreh: 
achſe vernichtet werde, Mittelpunfte des Stoßes fein. Im Allgemeinen 
ift das nicht vollftändig zu erreihen, bei den Stirnpämmern ift es fogar uns 
moglich. Man begnügt fih daher, in der Praris die größere Reaction zu 
verhindern, die durch das Auflagen des Hammers auf ven Amboß hervor: 
gerufen wird. Diefer Punkt wird als Mittelpunkt des Stoßes conftruirt und 
liegt alfo mit der Drehachſe in einer horizontalen Ebene, in der ſich auch der 
Schwerpunkt des Hammers befinden muß, während der Hammer felbft durch 
eine zur Drehachſe normale Ebene in zwei gleiche und fymmetriihe Theile 
zerlegt wird, was die Drehachſe ala Hauptachfe des ſchwingenden Syitems 
ertennen läßt, Die Entfernung des Aufſchlagpunltes von der Drehachſe muß 

Trägheitgmoment 
endlich n. 3.158 gleich Aatifces Moment 





des ſchwingenden Körpers fein. 
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Für den Angrifföpunft ber Daumen und des Hammers wird fih bis 
auf die Entfernung von der Drehachfe das eben Angeführte in gleicher Weiſe 
ausführen lafien, fo daß die durch den Stoß des Daumen hervorgerufene 
Reaction fih auf ein Minimum dadurch reduciven läßt. 

35. Hiernad findet fih der Angriffspunkt der Daumen mit der Dreh: 
achſe des Hammer in einer horizontalen Ebene, der Stoß erfolgt aljo normal 
zu berjelben und man findet daher die Geſchwindigkeit co, mit der Daumen- 
melle und Hammer fi nad dem Stoße gemeinfhaftlih bewegen, nad $. 76: 





worin © die Winkelgeſchwindigleit der Daumenwelle unnittelbar vor dem Stoße, 
T, deren Trägheitgmoment, 7, die Entfernung des Daumenangrifipunktes von 
dem Mittelpuntte der Daumenmelle und mg die auf den Angrifjspunft des 
Daumen rebucirte Maſſe de3 Hammers bezeichnet, Nennen wir 7, das Träg- 
beitsmoment des Hammers für die Drehachſe und 7, bie Entfernung des 
Daumenangriffpunftes von derfelben, fo ift 

Ty ra? 
Tr? + Tor? 

Der durch den Anftoß des Daumen entſtandene Verluft an lebendiger 
Kraft findet fih n. %. 156, wenn wir 

T, 


T; 
y=h,4=0, ,=n0,m = =Zwmy-— 
2 rı 


—T — 
Ma, und e= no. 





fegen. 
Derjelbe ift: 
TT Tz 
RE re er 
Die von der Daumenmwelle an den Hammer zu übertragende Arbeitgröße, 
die zur Weberwindung der Trägheit gebraucht wird, ift für die erhaltene Ges 
ſchwindigleit c wi 
T,? Tyr. 
"2 TI? 
er, 
Um den —* des Daumen auf die Höhe A zu heben, iſt endlich 
eine Arbeitgröße nothwendig gleich 


worin G, das Gewidt des Hammers und s bie Entfernung des Schwerpunttes 
von der Drehachſe bezeichnet. 
Für jeven Schlag des Hammers muß hiernah von der Vetriebskraft eine 
Arbeitgröße entwidelt werben, bie gleich 
„Ane Tn®+ Tan?) | Gıs 
tn In" 
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iſt, wobei auf die Arbeit der Reibungswiderſtände ned nicht Rüdädt ge⸗ 
nommen wurde. Soll der Hammer in jeder Minute n Schläge machen, fo üt 
die zu abertragende Arbeitftärte LT 

-_n Tl T,r2+ In, Ge 

ne re) 

36. Es fei die von dem Hammer bei dem Aufihlagen auf den Amboß 
entwidelte Arbeitgröße zu beftimmen: 

a) Für Stirnhämmer. Nachdem der Daumen den Hammer verlafien, 
bewegt ſich derſelbe vermöge der vorhandenen Geſchwindigleit allein um bie 


Höhe A’ weiter. Behalten wir die obigen Bezeihnungen bei, fo ift z die 
* 


Winlelgeſchwindigkleit des Hammers nad) dem Zuſammenſtoß mit dem Daumen, 
die dadurch aufgenommene Arbeitgröße daher 


e\2 
4] Tr- 
1) 7 
Fit r die Entfernung des Stoßmittelpunftes von der Drehachſe, jo iſt 
dieſelbe Arbeitgröße aud gleich 
ty, 
r 
Durch Gleihfegung der beiven Werthe erhalten wir: 
ar, 
= '4(2 &s 
Der Hammer fällt hierauf von ver Höhe A + A’ auf den Amboß, und 
die dadurch erlangte Arbeitgröße L, die vollftändig auf Veränderung de auf 
dem Amboß befindlichen Körpers benugt wird, ift, wenn wir annähernd %-}A’ 
gleih dem Wege des Hammer: Enppunltes jepen: 
L= St (&+%), 
morin n. F. 158 Rn, 
ne 
zu fegen ift. 
Führen wir vie beim Aufihlagen vorhandene Wintelgejhwindigteit @, 
ein, fo ift die Mbertragene Arbeitgröße 
L=40%7,, 
worin wir @,? annähernd aus der folgenden Gleihung finden: 
2(k-+%) 
oa?= d 2— 9 
b) Für Aufwurfs und Schwanzhammer. 
Diefe hindert man, nachdem der Daumen das Heben vollbracht hat, ihren 
Lauf weiter fortzufegen, indem man fie gegen ein Hinderniß ſchlagen läßt 
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und den dadurch verurſachten Stoß fo viel ala möglih elaſtiſch einrichtet. 
Zu dem Ende läßt man bei Aufwurfhämmern ven Kopf gegen einen hölzernen 
Prellballen (Reitel genannt), bei Schwanzhämmern dagegen ben Schwanz 
gegen einen eifernen Prellpfoften ſchlagen. Man kann hierbei annehmen, daß 
dem Hammer nur die Hälfte feiner Hubgeſchwindigkeit zurüdgegeben wird, 
da der Stoß doch immer unvolltommen elaftifch bleibt. Hiernach ift die 
von dergleihen Hämmern an den Amboß übertragene Arbeitgröße L: 


1=:ar+m, 
wenn r J 
—— 
67) a: 
geſetzt wird, ober bei Einführung der ſtattfindenden Winkelgeſchwindigleit a, 
iſt die Arbeitgröße: 





bei L=%0?T,, 
wobei 
264 4) 
———— 


geſetzt werden muß. 

Es handelt ſich bei dem Hammerbetriebe beſonders um die Geſchwindig⸗ 
keit v im Theilriſſe der Daumen. Die Hubzeit t, des Hammers iſt = 4 
Die Fallzeit tz läßt fih aus der folgenden Gleichung finden, wenn man bes 


rüdfihtigt, daß der Hammer bei dem Herunterfallen die Hälfte feiner Ger 
ſchwindigkeit zurüderhalten fol: 
khayjon tight 
+ Ve +Ehg , 
— 29 
Wenn der Hammer n Schläge in ber Minute machen joll, jo ift bie 


= 


Zeit € zwiſchen zwei auf einander folgenden Schlägen gleich =. Nechnen wir 
wieder, wie bei den Stampfen, 4 dieſer Zeit als Ruhezeit, fo iſt: 


60 

Zahtte 

50_h, —ov+Ve®+BAg 
nv 29 


Sobald n und A beſtimmt find, läßt fih hieraus die Geſchwindigkeit v 
berechnen, oder bei Annahme von v, die möglichft Hein einzurichten ift (megen 
der durch den Stoß verlorengehenven Arbeitgröße), giebt die obige Gleichung 
die Abhängigkeit zwiſchen n und Ah. 

Andererſeits ift, wenn die Daumenwelle u Umprehungen in der Minute 
machen und der Hammer bei einer Umdrehung a mal gehoben werben foll, 

van 
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Hierin müflen a und n ganze Zahlen fein, was bei ver Berechnung 
von u berüdfichtigt werden muß. Nachdem u und v bekannt find, findet ſich 
endlich der Theilrißhalbmeſſer r, der Daumenmwelle aus der Gleihung: 

2arıu v 
oo 





37. Bei einem Hammer, der mit feinem Stiele aus einem Stüde be: 
fteht, ift der Punkt des Aufihlagens gegeben. 
In welder Entfernung r von demfelben ift die Drehachſe anzubringen, 
damit fie während des Stoßes feine Erfhütterung erleide? 
& iſt n. F. 158: 
a 
Ms 
morin ſich Zähler und Nenner auf die Drehachſe beziehen, die vorläufig unbe: 
ftimmt ift. Bezeihnet I die Länge des Hammer mit Stiel, T das Träg: 
beitgmoment des Hammers für eine durch den Schwerpunkt, 7, das Träg: 
heitsmoment deſſelben für eine dur den Punkt des Aufichlages gelegte Achſe, 
beide parallel der zu conftruirenden Drehahfe angenommen, M, die an den 
Enbpunft des Stieles verlegte Mafje des Hammers, fo ift: 
n=T+M»# 
T,=T+M(r— 
MI=M(r—9). 
Hieraus folgt: 
n=T+Mrs—Mılr. 


Sept man hierin für 7, ven in F. 158 angegebenen Werth Mrs, jo 
entſteht: 
T,=M;rl 
und 
Ty 
m 
38. 63 ift das Gewicht des Schwungrades für eine Daumenwelle C 
(Fig. 405) zu beftimmen, die einen Hammer H zu bewegen hat. 
Wir gehen von ver allgemeinen Formel 160 aus und beftimmen vie 
einzelnen Summanden den bier ftattfindenden Bewegungsverhältnifien gemäß. 
Iſt der im Daumentheiltiß wirlſame Drud P, und der vom Hammer 
und Daumen gleichzeitig zurüdgelegte Weg 3, fo it die Arbeitgröße P, 5, der 
bewegenven Kraft bei einem Hube des Hammer? gleih Ps. 


Das Gewicht des Hammer mit Zubehör fei G, und das ftatifhe Mos 
ment befielben, in Bezug auf die Drehare B, GB; BA fei glei ra, ber 
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Halbmeſſer der Drehachſe B fei g und der Eoefficient der Zapfenreibung u,. 
Der im Punkte A zu überwindende Drud ift für diefe Annahmen: 
6 b+me, 
r—Q 


Fig. 405. 





Durch Ueberwindung dieſes Drudes wird bie nutzbare Arbeitgröße P, s, 
verrichtet, die gleich 
edtme sit. 
nme 
Die Arbeitgröße P, 55 der paffiven Widerftände befteht hier aus der Arbeit 
der Reibung an der Daumenoberfläe und aus dem durch ben Stoß zwiſchen 
Daumen und Hammer bervorgerufenen Arbeitverluft. Bezeichnet 4 die Länge 
der Daumenabrundung und u, den Reibungscoefficienten, fo ift die Arbeit: 
größe der Reibung 
3tMm0 GL 
2 — 0 
Das Trägheitsmoment der Daumenwelle mit Schwungrad fei 7), das 
des Hammer fei 7,, und die Entfernung CA ſei =r,. Die Daumen: 
welle hat unmittelbar vor dem Zufammenftoße zwiihen Daumen und Hammer 
die größte Winkelgefhwindigfeit @,. Während des Stoßes nennen wir die 
dem Hammer und der Welle gemeinfhaftliche Winkelgeſchwindigleit @,, und 
zu Ende der Bewegung des Hammers hat die Welle die Heinfte Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit ©, angenommen. Unter ver Vorausſetzung unelaftifcher Körper 
erhalten wir den durch ven Stoß entftandenen Arbeitverluft n. 3.156, wenn wir 


ua 


q=h a=nm, 1 = 
T, PER T, 
an. 


fegen. 
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Der Urbeitverluft iſt hiernad: 
7, Tg, 
ET 
und die Arbeitgröße P, s, der Widerſtände iſt deshalb: 


d+MmeE a 2 T, 7, 
a TE ET 


Der Summand P, s, bezieht ſich bier auf das Heben des Hammer, ge: 
hört alfo zur nugbaren Arbeit und muß deshalb mit einem negativen Zeihen 
in Rechnung gebracht werden. Um ven Hammer aus der Ruhe in die Winkel: 


geſchwindigkeit @oy zu verfepen, ift die Arbeitgröße J (r, @,)? a nothmwendig. 
2 
Der Werth ©, nimmt während der Bewegung des Hammers allmälig bis 
auf @, ab, weshalb die Daumenmwelle während diefer Zeit die Arbeit 
T, 

In’ 0) 
verrichtet. ’ 
Es ift hiernad: 


PRa=yn? al ey 


na 


Durch die Bewegung des Hammerd hat die Daumeniwelle allmälig die 
Heinfte Wintelgefhwindigleit @, angenommen, e3 ift daher ftatt des letzten 
Summands 4m (vg? — v7?) der allgemeinen Gleihung 160: 





1? —a) 7, 
zu fegen. 
Nah Subftitution diefer entiwidelten Werthe erhalten wir die Gleihung: 
db+ME a a___Tı Ta 
Pech Ra Tan 


T; 
are) = 0. 

Während des leeren Ganges ver Daumenmelle wird vie Arbeit des 
Drudes P allein darauf verwendet, die erlangte kleinſte Winkelgeſchwindig⸗ 
keit @,, bis zum nächiten Zufammenftoße mit dem Hammer, in bie größte @, 
umzuänbern. Nennen wir ben von Pin viejer Zeit zurüdgelegten Weg d', fo ift: 

Pi=4T, (0a?) 
Nah Einfegung dieſer Werthe erhalten wir: 
5+MmE T, Tz 
P —G6 IM _1 72.0) ⏑— 
IH Tr 
T; 
— 2— 0. 
IC 0) 752 ©. 
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Es mögen während einer Umdrehung d Daumen zur Wirkung tunen, 


wit en, 





, und s, ald ein Theil dieſes —* iſt gleich 








1 (0—1) zu ſetzen. 
Mit Benugung diejer Werthe haben wir: 


In W-n=4n on), 





Ps' oder P 
d.h 








2arı ı_on_e_, 

ein —aN 
€3 werde in der obigen Gleichung diefer Werth ſtatt P(s 4) ſubſti— 
tuirt und die gemeinfhaftlihe Gejhwinvigkeit r, @, de3 Daumen und 
Hammers nad} der in $. 73 entwidelten Formel v— ma tm beftimmt, 








Mm + Mg} 
5 T, 2, 
indem man c, = 0, % = 1,0, v N 00 = Pr und n=- 
rn 
fegt. 
Es ift hiernach 


nase _., 
190 = Treten? 1025 


und die allgemeine Gleichung ein folgende Form: 
Tara) tm tt 


me 
T, Ty?r,* T, 
— 4010)? [ER * * —* LCi 0)? 72 0. 








Die Reibung mag gegen die Mafjenwiderftände vernachläſſigt werden; 
ftatt der Trägheitgmomente wollen wir die auf den Angriffspunft A des Daumen 
teducirten Mafien einführen, für 7, ift alfo m, r,? und für 7,,myr,*? zu 
fegen. Die normale Winkelgeſchwindigkeit ver Welle ſei @ und bie zuläſſige 


Differenz der Grenzgeſchwindigleiten werde gleich 4 von der normalen ges 
nommen. Es iſt hiernach: 
1 2 
»=(147 ea =(i-)o0r—ar= tar, 
und wir erhalten nad Seinen dieſer Werthe: 


naar 
"2 


a 1) 
er re. 


524 Dritter Abſchnitt. Sechstes Capitel. 


oder einfacher, wenn wir En gegen 1 vernadhläffigen: 





—— 
“(@—1) 13 ad 
pn 2 My Mg? 
no [+ re] = 

Aus diefer Gleihung ift die reducirte Maſſe m, der Daumenmwelle mit 
Schwungrad genau oder annähernd zu beftimmen. Gin Naherungswerth er: 
giebt fih ‚auf leichte Weife, wenn wir in ber edigen Klammer den Summand 

my my’ 

(m + m,)* 

Es ift namlich die Mafie m, des Hammer gegen die der Daumenmelle 
fo Mein, daß man m, gegen m, als Summand vernadläfligen Tann. Hierbei 

m mg’ 

tm 
die Befeitigung des Pina Summand gerehtfertigt erſcheint. 

Für diefe Annahme erhalten wir die rebucirte Mafle m, der Daumens 
welle mit Schwungrad: 

Gb2un, a—1 aa—i 
7 do) — 

39. Es ſei nad) der in voriger Aufgabe entwidelten Formel die Maſſe 
m, für einen Schwanzhammer zu berechnen, der 300 Schläge in ver Mi: 
nute macht und mährend einer Umdrehung der Daumenwelle zwölfmal ges 
boben wird. Der Halbmefier r, des Daumentheilriſſes ſei 0,78”, die Ent: 
fernung rz des Schwanzendes bis zur Drehachſe des Hammer fei 0,63”, 
die Entfernung von berfelben Achſe bis zur Mitte des Hammers fei 1,57”, 
und bie ganze Länge des Hammerftieles fei 2,35”. Der Hammer ift aus 
Gußeifen und wiegt 25 Kilogr. Der Stiel des Hammers befteht aus Eichen» 
bolz, hat rechtedigen Querſchnitt mit den Seiten 0,157” und 0,209”, Der 
Beihlag am Schwanze ift von der Drehachſe 0,47” entfernt und wiegt 
2,5 Kilogr. 

Nimmt man das fpecififde Gewicht des Eichenholzes zu 0,72, fo er- 
bält man: 

Gewicht des vorderen Stielendes von 1,72” Länge 

= 1,57.2,09 . 17,2. 0,72 = 41 Kilogr. 


Gewicht des hinteren Stielendes von 0,63” Länge 
= 1,57.2,09.6,3..0,72 = 15 Kilogr. 


Statifhes Moment des Hammers 
Gb = 41.0,86 + 25.1,57 — 15.0,315— 2,5.0,47 und S- 109 Kilogr. 
Zur Berehnung von m, beftimmen wir das Zrägbeitsmoment des Hammers. 


ganz weglaſſen. 


wird =", was fi wenig von Eins unterfdeidet, wodurch 
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Trägheitömoment des vorderen Stielendes: 


— rn {ir -41 (1,722 + 0,209%) + 41.0,86°| = ae , 
Trägheitgmoment de3 hinteren Stielendes: 
- rn ji . 15 (0,63? + 0,2099) + 15.0157] = = an, 


Trägheifsmoment des Hammers annähernd: 
1... 1 6 
9 9 
Tragheitsmoment des Beſchlags am Schwanze: 


= 1.295.040 33. 
7 7 


Hiernach erhalt man: 

T, __40,57 + 2,04 + 61,62 + 5,52 _ 276,5 
[2 9. 0,63? — 

Wenn der Hammer 300 Schläge in der Minute machen ſoll und auf 
jede Umdrehung der Welle 12 Schläge kommen, ſo iſt die Anzahl der Um— 
drehungen in einer Minute 25 und die normale Winlelgeſchwindigleit 

o = 0,1047 ..25 = 2,6175; r, = 0,78"; d= 12; 
die Differenz der Winkelgeſchwindigleit fei A, und die Welle möge während 
des Heben3 und des Leergehens denſelben Weg zurüdlegen; es ift daher, für 
a=20 und a — 2: 











109.2x.20 
12.4.0,78. 2,6175? 





53,4 





daher die an den Daumenangriffspunft rebucirte Mafje m, der Daumenmelle 
mit Schwungrab: 
m = 19. 

Werben, wie e3 häufig ber Zall ift, drei Schwanzhämmer durch dieſelbe 
Daumenwelle getrieben und rechnen wir zu dem Betriebe eines jeden derſelben 
eine Arbeit von 5 Pferbeftärten, fo hat vie Welle bei 25 Umdrehungen pro 
Minute, 15 Pferdeſtärken zu übertragen. Die Welle befteht aus Eichenholz, der 
Durdmefier Ö, derſelben beftimmt ſich nach Aufgabe 69,1,3 des fünften Capitels: 


6, = 2,15.6= 2,15 V 00013 
0o=2,15.0=2, 25 


Nehmen wir die Länge ver Welle zu 5", fo laßt ſich deren Trägheitd« 
2 
moment gleich 1=(%) , fowie die auf den Paumenangrifjspunft rebus 


=29m, 





526 Dritter Abſchnitt. Sechstes Eapitel. 
. on a 2:29%.50:0,72 (0,1451? 
cirte Maſſe berechnen. Diefelbe ift 9 ee) = 0,42. 
Auf jeden der Hämmer ift hiervon 4, alfo 0,14 zu reden, fo daß für den 
Schwungring eines jeven Hammers, der gleih al Daumenring benupt wird, 
die rebucirte Mafie 194 — 0,14 = 193,86. 


Das Gewicht A des Schwungringes beftimmt fih aus der in Aufgabe 20 
des vierten Capiteld entwidelten Formel 71,1 Sm, worin R=r, = 0,78” 


zu fegen üft, = alfo die auf den Daumenangriffspunft reducirte Maſſe 193,86 
bebeutet. Es ift hiernach: 


193,86 


A= 11 





9,81 = 1729 Rilogr. 


40. Es ift der Nutzeffect eines Waſſerrades zu beftimmen, auf welches 
in der Secunde 0,62 Kubikmeter Waller fließen. Das Gefälle betrage 3”, 
von dem jedoch nur 2,2” zur Benugung fommen. Außerdem geht eine 
Arbeitftärke von 125°” durd vie Reibung verloren und das Wafjer befige 
beim Abfließen aus dem Rabe nod eine Geſchwindigkeit von 3”, 

1) Rohe Arbeitftärte Py 5, — 0,62. 1000.3 = 1860®*, 

2) Rubbare Arbeitflärte Py 03 = 0,62. 1000. 2,2 = 1864, 

3) Arbeitftärte der Reibung Py 5 = 125, 

4) Urbeitftärte des Waſſers beim Ausfluß aus dem Nabe, glei der 

. __1:062.1000 „5 _ gps im 
lebendigen Kraft = — 32 = 285. 

1364—125—285 _ 954 

. 1860 1860 








Nugeffet 7 0,51 = 51 Proc. 





Terbeiierongen. 
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